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CORRICE DE L'EXAMEN.

I

1. Soient x € E et y € I tels que y # Tx. Comme Tx —1y # 0, il existe par le théoreme de
Hahn-Banach, ¢ € F’ tel que {(Tx —y) #0 i.e. £(y)#LoT(x).

2. 1l suffit de montrer que le graphe de T est fermé (théoreme du graphe fermé). Posons
G={(r,y) e EXF,YleF  {y)=LoT(x)}.Ilestclair que, si (x,y) est dans le graphe
de T, alors (x,y) € G. Par la question précédente, si (x,y) n’est pas dans le graphe de T,
alors (x,y) € G. Donc le graphe de T est G. Par ailleurs, G est l'intersection des noyaux
des formes linéaires continues (z,y) +— £(y) — £ o T(x) ; c’est donc un sous-espace fermé de
ExF.

II

Rappel : Si H et K sont des espaces hilbertiens (e;);cr et (fi)ier sont des bases hilbertiennes
respectives de H et K, il existe une unique application linéaire continue T : H — K telle
que T'(e;) = f; ; de plus T est unitaire.

1. Comme (e,+1)nez est une base hilbertienne de H, U est unitaire par le rappel précédent.

2. Comme U est unitaire, il est normal ; son spectre résiduel est donc vide. De plus son spectre
est inclus dans le cercle unité U(l) ={A € C, |\| =1}.Soit A€ U(1l) et =z € H tel que
Uz =Ax.Pour ne€Z,ona (z,e,) = (x,U") = (U")*x,e9) = (U "x,e0) = A""(x,e0) ;
donc [(x,e,)| est indépendant de n € Z ; comme ((x,e,))nez est de carré sommable et
|z||* = Z |(x,e,)|* on en déduit que |{z,e,)| =0, puis que = 0.Donc \ n’est pas valeur
propre. Il s’ensuit que le spectre ponctuel de U est vide.

3. Soit A un nombre complexe de module 1.
a) Comme (A\"e,)nez est une base hilbertienne de H , il existe (par le rappel) un unique
opérateur unitaire V) € L(H) tel que Vy(e,) = A"e, .

b) Pour n € Z,ona ViUe, = V\Uep11 = \"Tle, 1 = AUV, . Les opérateurs VoAU et AUV
coincident sur une base hilbertienne, donc sont égaux. Si u € SpU , alors U — pidy n’est pas
inversible, donc U — Apidg = AV, ' (U — pidg)Vy n'est pas inversible, donc A € SpU .

c) Comme U est unitaire, SpU C U(1). Par ailleurs, SpU # () ; soit u € SpU ; pour tout
AeU(l),ona [Ap~t|=1,doncparb), A\=(Au"')u € SpU.On amontré que SpU =U(1).

d) Notons p la mesure spectrale de U relativement & e. Notons f,, la fonction z +— 2",
(pour n € Z);ona f,(U)=U",donc u(f,) = (fn(U)e,e) = (en,eq). Donc pu(fy) =1 et

1
u(fn) =0 si n#0;on en déduit que, pour tout n € Z, on a u(f,) = / fn(e*™)dt. On
0

1
en déduit que pour toute combinaison linéaire f des f,, n € Z ona u(f)= / f(e* ™) dt .
0

Or, par le théoreme de Stone-Weierstrass, ces combinaisons linéaires forment un sous-espace
dense de l'ensemble des fonctions continues de U(1l) dans C ; donc p est la mesure

1
— 25t
f /Of(e ) dt
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1. Soit A € C —{0}.

a) Pour z € ker(T'S — Aidg), on a (ST — Aidp)Sz = S(T'Sx — Aidg)z = 0, donc
S(ker(T'S — Aidg)) C ker(ST — Aidp). De méme, T'(ker(ST — Aidp)) C ker(T'S — Aidg) .
Pour z € ker(T'S — Midg), on a T'Sx = Az ; pour y € ker(ST — Midp) on a STy = Ay. On
a montré que S induit une bijection de ker(7T'S — Aidg) sur ker(ST — Aidp), la bijection
inverse étant induite par A~'7 . En particulier, si I'un de ces noyaux est nul, il en va de méme
pour 'autre. Donc ST — Aidg est injective si et seulement si T'S — Aidg est injective.

b) On sait que I'mage de ST — \idp est dense si et seulement si (ST — \idp) = TS — Nid g/
est injective; par a), cela a lieu si et seulement si *S*T — Aidg: est injective , donc si et
seulement si 'image de T'S' — Aidg est dense.

c) Supposons que T'S — Aidg est surjective. Soit y € F' ; comme TS — Aidg est surjective,
il existe z € E tel que (T'S — ANidg)z =Ty ; alors STy = S(TS — ANidg)z = (ST — Nidp)Sz.
Donc y = A"HSTy — (ST — Nidp)y) = (ST — Aidp)(A™1(Sz — y)). Donc ST — Aidp est
surjective. Echangeant les roles de S et T on en déduit que si ST — Aidp est surjective, il
en va de méme pour 7S — \idg .

2. On suppose que T'S est bijective. Alors S est injective et T est surjective. Si de plus T
est injective, elle est bijective donc S = T~ !TS aussi. Si ST n’est pas bijective, alors S et
T ne peuvent étre toutes deux bijectives; par ce qui précede, T n’est pas injective; comme
kerT C ker ST, ST n’est pas injective.

3. Pour A€ C—{0},onavuen 1. que \ est dans le spectre ponctuel (resp. résiduel, continu)
de ST, si et seulement si A est dans le spectre ponctuel (resp. résiduel, continu) de T'S.
Donc {0} USp(ST) = {0} USp(TS).

Si A\ est dans le spectre de ST sans étre dans celui de T'S', alors A =0 et, par 2., ST
n’est pas injective, donc A\ est dans le spectre ponctuel de ST'. Donc si A est dans le spectre
résiduel ou continu de ST, il est nécessairement dans le spectre de T'S.

4. a) Comme T'2ST'/2 est autoadjoint, son spectre est inclus dans R.. Par 3., Sp(ST) C
Sp(TY/2ST'?) U {0} C R.

b) Par a), (idyg + iST) est inversible; il en va donc de méme pour (idy + iST)*, donc
pour (idg + iST)*(idyg + iST) et pour (idg + iST)(idy + ¢ST)*. Donc 0 n’est pas
dans le spectre de ces deux opérateurs. Il en résulte par 3, que (idy + iST)*(idy + iST) et
(idg +¢ST)(idyg + ¢ST)* ont le méme spectre

c) Les opérateurs ST?2S + i(ST —TS) et TS?*T +i(ST —TS) sont autoadjoints. Ils sont
donc positifs si et seulement si leur spectre est inclus dans Ry . Or ST2S +i(ST — TS) =
(idg +4ST)(idy +iST)* —idy et T'S?*T +i(ST —TS) = (idy +iST)*(idy +4ST) —idy ont
méme spectre par b). Donc ST?S+i(ST—TS) est positif si et seulement si T'S*T+i(ST—TS)
est positif.



