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Examen Partiel.

Les deux parties sont indépendantes.

I

Soient E et F des espaces de Banach et f : E → F une application linéaire continue.
On note p : E → E/ ker f l’application quotient. Notons F1 l’adhérence de im f dans F .
Notons f1 : E → F1 l’application déduite de f (pour x ∈ E , on a f1(x) = f(x) ).

1. a) Montrer que ker tf = {` ∈ F ′ , ∀y ∈ F1 , `(y) = 0 } .
b) Montrer que tf1 est injective et imtf1 = imtf .

2. On suppose que l’image de f est fermée dans F (i.e. im f = F1 ).
a) Montrer qu’il existe un homéomorphisme linéaire g : E/ ker f → F1 tel que f1 = g ◦ p .
b) Soit ` ∈ E′ nulle sur ker f . Montrer qu’il existe h ∈ F ′1 telle que, pour tout x ∈ E on
ait `(x) = h(f(x)) .
c) Montrer que im tf = { ` ∈ E′ , ker ` ⊃ ker f }.
3. On suppose que im tf = { ` ∈ E′ , ker ` ⊃ ker f }.
a) Montrer qu’il existe k ∈ R+ tel que, pour tout ` ∈ im tf , il existe h ∈ F ′ tel que
tf(h) = ` et ‖h‖ ≤ k‖`‖ .
b) Montrer que pour tout x ∈ E on a ‖p(x)‖ ≤ k‖f(x)‖ .
c) En déduire que im f est fermée.

II

Soit H un espace hilbertien complexe. On note L(H) l’espace de Banach formé des
applications linéaires continues de H dans H .

1. Fixons un vecteur e ∈ H de norme 1 .
a) Soit x ∈ H , montrer qu’il existe un unique élément Tx ∈ L(H) tel que Tx(e) = x et
Tx(y) = 0 pour y orthogonal à e .
b) Montrer que Te est le projecteur orthogonal sur Ce .
c) Montrer que, pour tout x ∈ H et tout S ∈ L(H) , on a S ◦ Tx = TS(x) . Montrer que, pour
tout x, y ∈ H , on a T ∗x ◦ Ty = 〈y, x〉Te .

tsvp



2. Soit D : L(H) → L(H) une application linéaire telle que, pour tout S, T ∈ L(H) on ait
D(S ◦ T ) = D(S) ◦ T + S ◦D(T ) .
a) Soit P ∈ L(H) un projecteur ; montrer que P ◦D(P ) + D(P ) ◦ P = D(P ) . Montrer que
D(idH) = 0.

Avec les notations ci-dessus, notons V : H → H l’application définie par V (x) =
D(Tx)(e) .
b) Montrer que, pour tout x ∈ H et tout S ∈ L(H) on a V (S(x)) = S(V (x)) + D(S)(x) .
En déduire que D(S) = V ◦ S − S ◦ V .
c) Notons W : H → H l’application définie par W (x) = −D(T ∗x )∗e . Soient x, y ∈ H .
Montrer que 〈W (y), x〉 = 〈y, V (x)〉 .
d) Montrer que le graphe de V est { (x, y) , ∀z ∈ H , 〈W (z), x〉 = 〈z, y〉 } . En déduire que
V est continue, puis que D est continue.


