MT404 Corrigé de I’examen du 12 Septembre 2001
Exercice 1

1. On considere I'espace de Hilbert ¢5(N) des suites x = (z,,)nen de nombres complexes telles
que Y. |z,|* < +00. On suppose donnée une suite bornée (a,)n>1 de scalaires et on pose pour
tout x = (T, T1,. .., Tn,...) € lo(N)

T(z) = (1, 22, ..., Cpgp1 g, - - -)
c’est a dire que la suite y = T(x) admet les coordonnées vy, = Qy4+1%n4+1 pour tout n > 0.
1.a. Montrer que T définit une application linéaire continue de ¢2(N) dans ¢2(N) si et seule-

ment si la suite (a,) est bornée.

Solution. Supposons d’abord que T soit bornée de ¢5(N) dans ¢2(N), de norme ||T||. Désignons
par (e,)nen la base hilbertienne canonique de ¢2(N). On vérifie que T(e,+1) = 41 €, pour
tout n > 0, donc

| p1] = llansrenll = [IT(enta)ll < Tl lentall = T

ce qui montre que S = sup,,,>1 |, | < ||T| est fini. Inversement si S est fini on écrit

“+oo +oo
vz € (N), |T@)I° =) lannznpal* <Y SPlannl® < S|l

n=0 n=0
donc ||T|| < S. On voit en fait qu'on a déja répondu a la question suivante sur le calcul de la
norme de T : on a trouvé que || T| = sup,, > |am|.
On suppose (a,) bornée dans la suite de I'exercice.
1.b. Exprimer la norme de T. Déterminer I’adjoint T*.
Solution. On a déja calculé la norme de T. Pour le calcul de I'adjoint on écrit, pour y fixé

Vo € €2<N); (T(m),y) = Z QA 1Tn+1Yn = 0+ Z TnOnYn—1 = <$, Z>

n>0 n>1

si on a posé z = (0, @19, @2y1, . ..). Donc, si y = (yo,y1,¥2,...) on a

T*(y) = (0,a1y0, Oy, - . .).

1.c. Montrer que T est compact si et seulement si lim,_, o, = 0.

Solution. Si () tend vers 0 on montre que T est limite en norme d’opérateurs de rang fini (voir
poly, exemples 7.1.2) : pour tout n > 0 on définit un opérateur borné T,, par

Ve € l5(N), T,(x) = (121, 00%9,...,0,7,,0,0,...);

cet opérateur est de rang fini < n, et on montre en imitant la solution de la question I.a. que
I'T — T,| <supgsy ||, quantité qui tend vers 0 quand n — +o0, puisque lim,, a,, = 0.

Si (ay,) ne tend pas vers 0 il existe un nombre § > 0 et un sous-ensemble infini M C N tels
que |@,41| > 6 pour tout m € M. Les images T(e,,+1), m € M, forment un ensemble infini de
points a distances mutuelles > 9§, ce qui interdit la compacité de I'image par T de la boule unité ;
en effet, puisque T(e;,41) = Qmy1€m, on a pour my, mg € M et my # mo

IT(emy 1) = T(empt I = [ty 411 + g2 > 262



2. Dans cette partie de I'exercice on suppose que o, = 1 si n est pair et a,, = 2 si n est impair.

2.a. Calculer T2, puis calculer T* pour tout entier k > 1. Déterminer le rayon spectral de
T.

Solution. On a ici quand = = (zg, 21, T2, . . .)
T(z) = (221, x2, 223, T4, . . .)

donc
T?(2) = (229, 23, 214, 225, . . .).

On voit que T2 = 2(S*)? ou S* est le shift & gauche. On aura donc T?¢ = 2¢(S*)%¢, et T?*! =
2¢(S*)%T; comme toutes les puissances du shift & gauche sont de norme 1, on en déduit que
T2 = 2¢ et p(T) = limy, | T#||V/% = V2.

2.b. Montrer que tout A € C tel que |\| < v/2 est valeur propre de T. Quel est le spectre de
lopérateur T ? Déterminer le spectre continu Sp,(T).

Solution. Si A € C et si une suite numérique x vérifie la relation T(z) = Az, on voit que
nécessairement

x = (20, Ao /2, \220/2, N30 /4, N x0 /4, .. .)

c’est & dire que les coordonnées de x sont données par xa, = A\?Pxo/2P et xg, 11 = NPTz, 2P+
pour tout p > 0 ; pour avoir un vecteur propre de T, considéré comme opérateur borné sur ¢5(N),
il faut que zo # 0 (sinon 2 = 0 n’est pas vecteur propre), et ensuite que z € £3(N). Si |A| > /2,
la suite des coordonnées du candidat x ne tend pas vers 0, donc il n’y a pas de vecteur propre de
T pour ces valeurs. Si || < v/2, on trouve un vecteur propre

xy = (1, \/2,2\2/2,\3/4,\*/4,..))

qui est bien dans /5. Le spectre est fermé, contenu dans le disque fermé de rayon p(T) = V2, et
contient le disque ouvert du méme rayon : on en déduit que le spectre est égal au disque fermé de
rayon v/2 (centré a l'origine, bien entendu). Puisque le spectre ponctuel de T est égal au disque
ouvert de méme rayon, le spectre continu est contenu dans le cercle de rayon /2 ; mais on voit
qu’aucun point du cercle de rayon v/2 ne donne de valeur propre pour T* (ou pour T), et on
conclut que le spectre continu est égal au cercle de rayon v/2 dans C.

Vérifions que T* n’a pas de vecteur propre : si A # 0 et T*(x) = Az, Pégalité

(0,51‘@0,@21’1, .. ) == ()\l’o, )\.fL'l, )\CL’Q, . )

donne xzy = 0, puis z,, = 0 pour tout n par récurrence, donc x = 0, qui n’est pas un vecteur
propre; si A = 0, on aura T*(z) = 0, ce qui entraine & nouveau x = 0 dans le cas présent, car
tous les coefficients «, sont # 0.
3. Dans cette partie on suppose que «,, = 1/n pour tout n > 1.

3.a. Déterminer le spectre de T.
Solution. On trouve ici pour tout k > 1 et © = (xg, x1, T2, ...) € f2(N)

T Tk Tk4n
Tk(””):<1.2 ..... k’2.3.....J(rll~c+1)"”’(1—|—n).(2+n+) ..... (k:+n)"">'

On en déduit en imitant la solution de la question I.a. que la norme de T* est égale au sup pour
n > 1 des coefficients §,, = (n(l +n)...(k—1+ n))_1 ; on voit que ce sup est égal & (31, donc
[T*|| = (k1)~* et p(T) = lim(k!)~1/* = 0, donc Sp(T) = {0}.



Exercice I1

1. On considére un espace de Hilbert complexe H et un opérateur hermitien positif B € L(H), tel
que ||B|| = 1. On pourra répondre a certaines questions en citant des résultats précis du cours.

1.a. Montrer que le spectre de B est contenu dans [0, 1]. Donner un exemple ot Sp(B) = [0, 1].

Solution. D’apres le cours, on a p(B) = ||B|| = 1 parce que B est normal (poly, proposition 6.2.3),
Sp(B) C [0, 400 parce que B est hermitien positif (poly, proposition 6.3.10). Il en résulte que
Sp(B) C [0,1].

La multiplication par ¢ — t dans Ly(0,1) est un exemple d’opérateur B hermitien, positif et
de norme 1 pour lequel Sp(B) = [0, 1].

1.b. Montrer que I'opérateur B est inversible dans L(H) si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel
que Sp(B) C [g,1]. Montrer que si B est inversible, alors || Idg —B|| < 1.

Solution. Si B est inversible, la valeur A = 0 n’est pas dans le spectre ; comme le complémentaire
du spectre est ouvert, il existe € > 0 tel que | — €, [ soit contenu dans le complémentaire du
spectre, ce qui revient a dire que le spectre est contenu dans [e, 1] (compte tenu de la premiere
information Sp(B) C [0,1]). Si Sp(B) C [e,1] pour un € > 0, on voit que 0 n’est pas dans le
spectre, ce qui signifie que B est inversible.

Si B est inversible, on a Sp(B) C [, 1] pour un € > 0, donc Sp(Idg —B) C [0, 1 —¢] et puisque
Idg —B est normal, || Idg —B|| = p(Idg —B) <1-e < 1.

2. On désigne par A une algebre de Banach unitaire complexe dont I'unité est notée 14 ; on
rappelle que ||zy| < ||z|| ||ly|| pour tous z,y € A, et ||1ao]| = 1. A tout élément a € A on associe
deux applications linéaires D, et G, de A dans A, définies par

Ve e A, Dy(z)=za, Gq.(z)=awz.

2.a. Vérifier que D, et G, sont des éléments de L(A), et calculer leurs normes.

Solution. On a |laz| < |la| ||z| pour tout x € A, donc [|G,|| < 1. Si x = 14, on a |ja| =
1Ga(1a)]| < [|Gall 1Al = |Gall qui permet de conclure que ||G,|| = ||a||. Des calculs analogues
marchent aussi pour montrer que ||D,|| = ||al|.

2.b. Pour tout a € A on pose L, = %(Da—kGa). Déterminer L, lorsque a = 1, puis comparer
L, et Ly quand a+b = 15. Montrer que Ly, est inversible dans L(A) lorsque b = 15 —a et ||a]| < 1.

Solution. Lorsque a = 15 on a L,(z) = %(1Ax + x1p) = x pour tout = € A, donc Ly, = Ida.
Par ailleurs, L, + Ly = Lq4p, puisque

Vee A, 2(L,+ L) (z) = (za+ ax) + (b + bx) = z(a + b) + (a + b)z.

On en déduit que L, + Ly = Ida lorsque a + b = 14.
Si fla|| < 1, on aura ||Lq|| < 3(||Gall + [[Dall) = [la]| < 1, donc L, = Ids —L, est inversible
dans ce cas (poly, lemme 6.1.1).

2.c. Soit B € L(H) un opérateur hermitien positif de norme 1, inversible. Montrer que pour
tout T € L(H) il existe S € L(H) unique tel que T = £(BS + SB).

Solution. On applique le résultat de la question précédente a l'algebre A = L(H). On a ici
1ao = Idy, et on a vu & la question 1.b. que b = B vérifie || Idg —B|| = ||[1a — || < 1. D’apres la
question précédente, 'opérateur Ly € L(L(H)) est une bijection de L(H) ; pour tout T € L£L(H) il
existe donc S € £(H) unique tel que Lg(S) = T, c’est a dire 3(BS + SB) = T.



2.d. Soient (ey)nen une base hilbertienne de H et (A, )nen une suite bornée de réels positifs
telle que inf,>¢ A, > 0; montrer que pour tout T € L(H) il existe S € L(H) unique tel que
(S(em),en) = (Am + X)) " (T(em), en) pour tous m,n € N.

Solution. Posons p = sup,, A\, > 0, puis u, = A, /p pour tout n > 0. La suite (p,,) est réelle
positive bornée, inf,, u,, > 0 et sup,, p, = 1. Alors opérateur (diagonal dans la base (e,,) donnée)
B € L(H) tel que B(e,) = pn, €, pour tout n € N est hermitien positif, de norme 1 et inversible.
Il suffit de voir que 'opérateur S cherché est un multiple de 'unique S; fourni par la question
précédente, tel que %(BSl + S1B) =T. On a en effet pour tous m,n € N

2(T(em), en) ={((BS1 +S1B)(em), €n)
= (S1(em), Blen)) + ((S1(B(em)), en)
= (ln + tm)(S1(em), en)

ce qui montre que S = i S1 est solution pour cette question. La solution est unique, parce qu’un
opérateur V € L(H) tel que (V(e),e,) = 0 pour tous m,n € N vérifie d’abord V(e,,) = 0 pour
tout m, puis V= 0.

2.e. Vérifier que D, et G, commutent pour tout a € A. Montrer que Ly est inversible dans
L(A) lorsque b =15 — a et Sp(a) = {0}.
Solution.
Ve e A, D,oGu(x) =Dy(ax) = axza = G, 0 Dy(x).

Il en résulte en appliquant la formule du binéme que

k
LE =27k %" <k> DFPGP,
p=0 p

Puisque Sp(a) = {0}, on a 0 = p(a) = limy, ||a®||*/*. Pour tout £ > 0, on aura ||a?|| < P pour
p > po = po(e). De plus D? = D,» donc ||DE|| = ||aP|| ; on a par conséquent

k —k = [k k—
Ll <27 > L G |
p=0

Supposons k > 2pq; si p est tel que k —p > po et p > po, alors ||a* 7P| ||laP| < eFPeP = ¢
sinon, si 0 < p < pg, on a k — p > pg et on peut écrire

a7 fla?|| < e Pllal|” = (llall/<)” ¥ < MPo "

k.
’

ott M = max(1, ||a|| /). On procéde de méme pour k—p < po, et on voit que ||a*~P|| ||a?|| < MPo £k
pour toutes les valeurs de p entre 0 et k, donc

k
k
ILh < (2743 ( )) MPo £k — o £
b
p=0

ce qui donne une limite < € pour les puissances 1/k. Il en résulte que p(L,) = 0, ce qui entraine
que Ly = Id —L, est inversible.



