MT404 Corrigé de ’examen partiel du 17 novembre 2001
Exercice I

On désigne par p la probabilité dx/(2m) sur lintervalle [0,27], et par H I'espace de Hilbert
complexe Ly([0,27], 1) ; on désigne par o un nombre réel tel que 0 < « < 27 et tel que a/w
soit irrationnel. Pour toute fonction f € H on définit une nouvelle fonction T f sur [0,27] par
(Tfilz)=f2r+x—a)si0<z<aet(Tf)(zr)=flr—a)sia<z<2r.

a. Montrer que | Tf|lu = ||f|lu pour toute fonction f € H. Vérifier que T est une application
linéaire de H dans H.
On écrit pour f € H, avec deux changements de variable faciles,

27

||Tf||2H=/O |f(27r+fv—a)!2dw+/ @ — )P de =

21 2T —
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2 0
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Pour la linéarité de T, si f,ge Het A€ Conaquand 0 <z < «
(T(f +Ag))(x) = (f + Ag) 2T+ 2 — ) = f(2m + 2 — o) + Ag(2m + 2 — ) = (Tf)(x) + A(Tg)(x)

et de méme pour a < x < 27,

(T(f 4+ Ag)(x) = (f + Ag)(z — a) = (Tf)(x) + MTg)(x),

d’ou T(f + Ag) =Tf + ATyg.

b. Pour tout n € Z on désigne par e, la fonction définie par e,(z) = e® pour 0 < x < 2.
Calculer Te,, pour tout n € Z.
Quand = < avon a (Te,)(z) = e, (27 + 2z — @) = ™F=0) = =" ¢ (g, et la méme chose quand
x > o, donc Te,, = e~ ¢, pour tout n € Z.

c. Pour tout entier K > 1 on pose Sk = E:_Ol T* ¢ L(H) ; vérifier que ||Sk|| < 1. Montrer
que limg_, 4 o (Ske,) = Op pour tout entier n non nul de 7.

Puisque T est isométrique, toutes les puissances T* sont aussi isométriques, donc || T*|| = 1 pour
tout k >0 et

1 K-1 1 K—-1
ISkl = [ S TH| < = > it =1
k=0 k=0

k

D’apres le calcul précédent on voit que (T¥e,) = (e"*)* e, pour tout entier k& > 0, donc

Sken = Sk én, avec sk € C défini par

somme d’une progression géométrique, de raison e~ "* # 1 (parce que n # 0 et que a/7 est

irrationnel, il est impossible que na = 2kw, avec k € Z), donc
1 efinKa -1
KT K eina—1

On a donc |sk| < 2|e”™* —1|71/K qui tend vers 0 quand K tend vers 'infini.



d. Montrer que pour toute fonction f € H, la suite (Sk f)x converge dans H vers une fonction
constante qu’on déterminera.

La fonction constante eg = 1 est invariante par T, donc Sxeg = ey pour tout entier K > 1. Si
g = ZS:_N Cn €n, est une combinaison linéaire finie des fonctions de la base de Fourier, on a
limgk (Skg) = co e, d’apres la question précédente et la remarque ci-dessus.

Si e > 0 est donné et si f est une fonction quelconque dans Lo, on peut trouver g comme
ci-dessus, et telle que ||f — g|lu < €/2 en prenant simplement

N
9= Z (fren)en
n=—N

pour N assez grand ; on aura pour tout K I'inégalité ||Skf — Skg|lu < ISkl ||f — gl < €/2, et
pour K assez grand, disons K > K(¢), on aura ||Skg — co eollz < €/2. On a ici

27
dt
co = (f,e0) = F#) o
0 s
et [|Skf —coepllu < € pour K > Kp(g). On a montré que la suite (Sk f) converge vers la fonction
constante égale a la moyenne de f.

Exercice I1

1. On désigne par X I'ensemble des fonctions réelles F sur [0, 1] telles que F(0) = 0 et telles qu’il
existe une constante M pour laquelle on ait |F(y) — F(z)| < M|y — x| pour tous z,y € [0,1]. On
pose

Fy) — F(x)

[Fllx = sup { | =22 s 2y € [0.1), = £y}
y—x

1.a. Vérifier que X est un espace vectoriel et que F — ||F||x est une norme sur X. Montrer
que X est complet pour cette norme.

Montrons en méme temps que X est un sous-espace vectoriel de ’espace des fonctions réelles
sur [0,1] et que F — ||F||x est une norme sur X. Si F,G € X et 2,y € [0,1] on a évidemment
(F+ G)(0) =0, et on écrit

|(F+G)(y) — (F+G)(2)] < [F(y) — F(x)| +|G(y) — G(z)| < [[Fllx [y — 2| + [|Gl]x [y — =]

donc

F —(F
aup [ £ Q) = (4 )l
y—z
ce qui montre d'un coup que F + G € X et que ||[F + G||x < ||F||x + ||G]|x. Le fait que AF € X
et ||AF||x = |A]||F||x est laissé au lecteur. Si ||F||x = 0, on voit que F(y) — F(x) = 0 pour tout
couple (x,y), et en prenant y = 0 on conclut que F = 0.

2,y €[0,1], 2 £y} <IIFllx + |Glx,

On montre maintenant que X est complet. En prenant x = 0 et 0 < y < 1 on voit que
F(y)| < |F(y)|/y < ||F||x, donc [|F|lsc < [|F|lx. Il en résulte que toute suite (F,,) de Cauchy
dans X est aussi de Cauchy uniforme, donc converge uniformément vers une fonction continue
F. On a déa F(0) = lim, F,,(0) = 0. Par ailleurs, toute suite de Cauchy est bornée, donc
M = sup,, ||[Fyn|lx < 400, et la limite quand n — +oo de U'inégalité |F,,(y) — Fp(z)| < My — z|
donne |F(y) — F(x)] < M |y — z| pour tous z,y € [0, 1] ; par conséquent F € X.

Il reste a prouver que ||F,, — F||x tend vers 0. Etant donné ¢ > 0, il existe N tel que
IFn — Frllx < e lorsque m,n > N, c’est a dire |(F,,,(y) — Fn(y)) — (Fm(x) = Fu(x)| <ely —z|;
en passant a la limite en n on obtient

|(Fm(y) —F(y)) — (Fn(z) —F(2))| <ely — |
pour tous z,y, c’est a dire ||F,,, — F||x < e pour m > N.

On pourrait écrire cette démonstration de complétude de X avec des séries normalement
convergentes dans X, au lieu de suites de Cauchy. Ca serait en gros pareil.



1.b. Montrer que les fonctions de classe C! sur [0, 1] et nulles en 0 forment un sous-espace
vectoriel fermé de X (la suite de I'exercice ne dépend pas de cette question).

On remarque que lorsque g est de classe C! on a

lgllx = llg'llse-

Dans une direction, on fera tendre y vers x dans la définition de la norme de X, pour obtenir a
la limite
Vo € [0,1], |g'(z)] < llgllx;

dans l'autre, on appliquera le théoreme des accroissements finis. Supposons maintenant qu’une
suite (g,,) de fonctions de classe C! converge dans X vers une fonction H; d’aprés la remarque,
la suite (g},) est de Cauchy uniforme, donc converge vers une fonction continue h. De plus, la
suite des valeurs (g,,(0)) converge, puisqu’elle est constamment égale & 0. D’aprés un théoreme
de DEUG, la suite (g,) tend vers une fonction H, et la fonction limite H est C! et sa dérivée est
h. 1l en résulte enfin que ||g, — H||x = [|g,, — h|/« tend vers 0.

On pourrait dire aussi : on sait que C1([0,1]) est un espace de Banach (c’est la traduction
du théoreme de DEUG évoqué ci-dessus) ; son sous-espace Y formé des fonctions nulles en 0 est
fermé, donc complet, et sur ce sous-espace Y on a montré que la norme de X est équivalente a la
norme usuelle induite par C! ; puisque Y est complet pour la norme de X, il est fermé dans X.

2. Dans les questions qui suivent, on désigne par F un élément fixé de X, tel que ||F|x < 1. Pour
tout entier N > 1 on désigne par Fy la fonction affine par morceaux telle que Fn(i/N) = F(i/N)
pouri =0,...,N, de pente constante sur chaque intervalle [i/N, (i+1)/N], pouri =0,...,N—1.
On note ||g]|oo la norme uniforme d’une fonction g continue sur [0, 1].

2.a. Montrer que ||[Fx — F|loc < 1/N pour tout N > 1.
Soit z un point de [0, 1] et soit ¢ tel que = € [i/N, (i + 1)/N]. On peut écrire z = (1 —t)& + ¢
pour un certain ¢ € [0, 1]. Puisque la fonction Fy est affine sur [i/N, (i + 1)/N], on aura

rut = 10 (1) e (52) = -e () v (1)

F(a) ~ F(@)| < (- ) [F@) ~ F() | + 1] F@) ~ (151 <

11y 1
F (1— - f)<f.
Flx (1 -0 g +15) < x

2.b. Montrer que pour tout entier N > 1, il existe une fonction en escalier fx sur [0, 1] telle
que Fx(z) = [ fn(t)dt et |fx(x)| < 1 pour tout z € [0,1]. Montrer qu’il existe une fonction gy
continue sur [0, 1] telle que [gn| < 1 et fol lgn(t) — fn(t)] dt < 1/N.

Désignons par p; la pente (constante) de la fonction Fy sur U'intervalle [i/N, (i +1)/N]; on a
F(+)/N) FG/N)
=i )/ N= )N
ce qui donne |p;| < ||F|[x < 1 pour tout ¢« = 0,...,N — 1. Désignons par fx la fonction en

escalier égale a p; sur [i/N, (i + 1)/N]. On a bien |fx| < 1, et on vérifie facilement que Fn(z) =

Fx (o) — Fx(0) = [ fx(t) dt.

On sait que C(]0,1]) est dense dans L; donc il existe pour chaque N une fonction continue
hx telle que fol |fn(t) — hn(t)| dt < 1/N. Alors gn = max(—1, min(1, hx)) est encore plus proche
de fn, puisque

‘max(—l,min(l,hN)) - fN’ = |max(—1,min(1,hN)) - max(—l,min(l,fN))l < |hn — |-

On peut aussi donner gy explicitement, en remplagant les discontinuités de fx par des
parties affines de grande pente, situées sur des intervalles tres petits autour des points i/N, pour

2



i =0,...,N. Choisissons 0 < ¢ < 1/N, et définissons gx sur chaque intervalle [i/N, (i + 1)/N]
de la fagon suivante : désignons par v; la valeur constante de fy sur Uintervalle |i/N, (i + 1)/N[;
posons aussi v_; = vg et vx = on_1;siz ¢ [(i + 5)/N, (i +1— 5)/N], on pose gn(z) = fn();
sur [i/N, (i + £)/N], la fonction gy est affine, égale & % (v;—1 + v;) au point /N, et & v; au bout
droit de I'intervalle ; sur [(i +1 — £)/N, (i + 1)/N], la fonction gy est affine, égale & % (v; + vit1)
au point (i + 1)/N, et a v; a l'origine de l'intervalle. On vérifie que fol lgn(t) — fx(t)| dt < e.

2.c. En déduire que F est limite uniforme d’une suite (Gy) de fonctions de classe C! nulles
en 0 et telles que |Gnllx <1 pour tout N > 1.

Posons Gy (z fo gn(t) dt, ou (gn) est la suite de la question précédente. On aura

Gx(z) — Fx(a)] < / “lo(t) = fx()]dt < 1N,

et |Fx(z) — F(z)| < 1/N, donc |Gy — Flloo < 2/N — 0. Par le théoreme des accroissements
finis (ou bien en majorant simplement Gn(y) — Gn(z) = [ gn(t) dt), on a [Gn(y) — Gu(z)] <
ly — 2| |gn(§)] < |y — x|, donc ||Gx||x < 1 pour tout N

3. On désigne encore par F un élément fixé de X, tel que |F||x < 1. On définit une forme
]inéaire ¢ sur ] espace vectoriel des fonctions de classe C! sur [0,1] nulles au point 1, en posant

= - fo t) dt pour toute fonction ¢ de classe C' telle que (1) = 0.

3.a. Montrer en utilisant la question 2.c. qu’on a |[{(p)| < fo lp(t)| dt pour toute fonction ¢
de classe C' nulle au point 1. En déduire que ¢ se prolonge de facon unique en forme linéaire
continue sur L1 ([0, 1], dt).

On aura convergence uniforme de Gy’ vers F¢', donc

() = / F(t)e' (1) dt = ~lim / G (1) (1) dt =

:h&n[ Gn(t)e t +11m/ gn(t dt—hm/ gn(t

puisque (1) = Gn(0) = 0; puisque |gx(t)| < 1, on a |£(p)| < [ [¢(t)] dt.

Comme ’espace vectoriel des fonctions ¢ de classe C! nulles au point 1 est dense dans L,
il existe un prolongement unique de £ a L;, de méme norme.

Pour justifier affirmation de densité qui précede, on peut raisonner ainsi : on sait que les
fonctions continues h, affines par morceaux, sont denses dans L; ; par une modification, aussi
petite qu’on veut en norme Lj, on peut ajouter la condition h(0) = 0; on a expliqué ci-dessus
comment approcher h uniformément, donc aussi en norme L, par des fonctions de classe C!
nulles en 0 ; le raisonnement est le méme avec le point 1.

3.b. Montrer qu’il existe une fonction f € Lo (0,1) telle que || f|loc < 1 et F(x fo
pour tout z € [0,1].

On sait que toute forme linéaire continue ¢ sur L; peut étre représentée au moyen d’une fonction
[ € Lo,

Vo eLy, fg) = / F()(t) di

avec ||f|loo = ||¢]|. On aura alors

1 1
- / F(1)g' (1) dt = £(p) = / F(D)(t) dt
0 0

pour toute fonction ¢ de classe C! nulle en 1. Si ¢ est égale & 1 sur [0, z], nulle sur [2’, 1], ol
x' > x est proche de z, et ¢ décroissante, on aura

’
x

() - [rewta=- [ Fogtd~ e [ od=re

x

A



et de 'autre coté

(s5) / F(typ(t) dt ~ / £(t)dt

Pour justifier 'approximation dans (x), on écrit

| rosa-re) [ eoal< [ Fo-rwlle ol s

1 1
< |2 —a:|/ &) dt = —|a’ —xr/ () dt = |2 — al.

Pour justifier 'approximation dans (%), on écrit

‘/Olf(t) dt—/f dt‘ / |1 = ()| dt < |2/ — zl.

Si on garde z fixé et qu’on fait tendre x’ vers x, on obtient bien

/0 " f(t) dt = F(z)

a la limite.



