MT404, Cours n° 1, Lundi 27 Septembre 1999.

Chapitre 1. Espaces normés et applications linéaires continues

1.1. Normes, semi-normes ; espaces de Banach

On note K le corps R ou C. Les espaces vectoriels considérés dans ce cours seront
toujours des espaces vectoriels réels ou complexes.

Définition 1.1.1. Soit X un espace vectoriel sur K ; on appelle semi-norme sur X une
application p : X — R vérifiant les propriétés suivantes :

(7) pour tout x € X et tout A € K, on a p(Ax) = |A| p(z) ;
(7i) pour tous z,y € X, on a p(x +y) < p(x) + p(y).

Si pour tout vecteur x non nul de X on a p(z) > 0, on dit que p est une norme ; autrement
dit une semi-norme p sur X est une norme lorsque {x € X : p(z) = 0} = {0x}.

La propriété p(z + y) < p(z) + p(y) s’appelle I'inégalité triangulaire pour la semi-
norme p. De l'inégalité triangulaire ci-dessus, on peut déduire une deuxieme forme : on
ap(z) =p((x—y)+y) <plz—1y)+py), donc p(x) — p(y) < p(x —y) ; en échangeant
les roles de x et y et en utilisant p(x — y) = p(y — x) on trouve :

Lemme 1.1.1. Si p est une semi-norme sur X, on a |p(z) — p(y)| < p(x — y) pour tous
vecteurs z,y € X.

Rappelons qu’un sous-ensemble C d’un espace vectoriel X est dit convexe si pour
tout couple (x,y) d’éléments de C, le segment [x,y] est tout entier contenu dans C; le
segment [x,y] est formé des combinaisons convexes des deux points x et y, c’est a dire
tous les points de la forme z = (1 — t)x + ty, ou t varie dans [0, 1].

Corollaire 1.1.1. Pour que p soit une semi-norme sur l’espace vectoriel X, il faut et il
suffit que p(Az) = |A|p(z) pour tout scalaire A € K et pour tout vecteur x € X et que
lensemble {z € X : p(z) < 1} soit convexe.

Démonstration. Posons C, = {z € X : p(z) < 1} et démontrons la suffisance de la
condition : on suppose donc que p(Ax) = |A|p(z) et que I'ensemble C, est convexe;
déduisons-en la sous-additivité de p; soient x et y deux vecteurs de X, et supposons
d’abord que a = p(x) > 0 et b = p(y) > 0; considérons les deux vecteurs de C, définis
par 1 = a 'z et y; = b=ty (par hypothese, p(a='z) = a7 p(x) = 1 et de méme pour
y), puis formons la combinaison convexe

a n b
T
at+b ! cH—byl7

qui est dans C, d’apreés I'hypothese, c’est a dire que p(z) < 1. Mais on vérifie immé-
diatement que z = (a + b)~(x + y), et 'homogénéité de p transforme alors I'inégalité
p(z) <lenp(z+y) <a+b=px)+py)

Sia>0etb=0, voir le poly.



Exemple.

Pour 1 < p < +o0, soit £, = £,(]0,1]) 'espace des fonctions f complexes sur [0, 1]
telles que f soit Lebesgue-mesurable et fol |f(s)[Pds < 400 la quantité

i = ([ wera)”

est une semi-norme ; pour le vérifier, on voit d’abord que q(Af) = [A|¢(f) (facile), puis
on montre que 'ensemble {f € L, : ¢(f) < 1} est convexe. Cela provient de la convexité
sur [0, +oo] de la fonction v — u” ; on a alors si f, g sont deux éléments de L, tels que
af) <1l qlg) SletsiO<t<l,

(1= 1)f(s) +tg(s)” < (1 = OIF(s) +tlg(s)])" < (L =) F(5)IP + tlg(s)]P

pour tout s € [0, 1], donc
1 1 1
[la=s)+gelds< -0 [ IfePdst [ lgpds<a-0+t=1.
0 0 0

On appelle espace normé un espace vectoriel X muni d’une norme p. Si X est un
espace normé, nous en ferons un espace métrique en définissant la distance d sur X par
d(z,y) = p(z — y), et nous munirons X de la topologie associée a cette métrique, que
nous appellerons topologie de la norme.

Proposition 1.1.1. Soit (X, p) un espace normé ; ’application p : X — R est continue
pour la topologie de la norme.

Cela résulte facilement du lemme 1. En effet, si la suite (z,,) C X tend vers y, on aura

Ip(zn) — p(y)| < plan —y) = d(x,,y) — 0.

En général, nous noterons ||z|| la norme d’un vecteur = d’un espace normé X.

La topologie et la structure d’espace vectoriel d'un espace normé sont compatibles,
autrement dit, un espace normé est un espace vectoriel topologique au sens suivant :

Proposition 1.1.2. Si X est un espace normé, les applications (z,y) — z+y (de X x X

dans X) et (A\,x) — Az (de K x X dans X) sont continues.

Démonstration. Soit X un espace normé; démontrons la continuité de ’application
(,y) — x +y en un point quelconque (u,v) € X2. Puisque la topologie provient d’une
métrique, nous utiliserons des suites convergentes. Soient donc (x,) une suite qui con-
verge vers u et (y,) une suite qui converge vers v ; on aura

(T +yn, utv) = || (20 +yn) = (Wt 0)|| = [|(@n—u) +n =)l < 20 —ull+llyn—v] — 0.

Pour la continuité de I’application (A, z) — Az voir le poly.

Définition 1.1.3. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé, complet pour la
distance associée.



Séries de vecteurs

Une série de vecteurs ) uj dans un espace normé X est dite convergente dans X si
la suite des sommes partielles (U,,) est convergente dans X, ou la somme partielle U,, est
définie pour tout n > 0 par

[LLZZES:Ukéf)Q
k=0

Si la série converge dans X, la somme de la série est un vecteur de X, qui est donc la
limite de la suite (U,), et on note

400

Zuk =1limU, € X.
k=0 "

Il faut bien comprendre que la notion de somme de la série n’a aucun sens si on ne
mentionne pas la topologie qui a été utilisée.

Un cas particulier est celui des séries > uy telles que > ||ug|| < +00, que 'on peut
appeler normalement convergentes. Sous cette condition, le reste de la série des normes

rn= ) [lukll
k>n

est une suite numérique qui tend vers 0, et on peut écrire pour tous £, m > n, en supposant
¢ < m pour fixer les idées

Um_UZ:ué+1+"'+um7

U = Udll < Mugrall + -+ luml < Junll = ra,
k>n

ce qui montre que la suite (U,,) est alors de Cauchy. Si X est complet, la condition
> |Juk|] < 400 garantit donc la convergence dans X de la série Y uy. En fait, on a

Proposition 1.1.3. Soit X un espace normé ; pour que X soit complet, il faut et il suffit
que pour toute série y  uy de vecteurs de X, la condition Y ||lug| < +oc entraine que la
série Y uy, est convergente dans X.

Démonstration. Pour la suffisance, voir le poly.

Notons que lorsque la série > uy converge dans X, on a l'inégalité

“+oo “+o0o
I ED
k=0 k=0

en convenant que la somme de la série des normes vaut 4+o0o lorsqu’elle est divergente.

Exemples 1.1.1.

L’espace C[0, 1] (réel ou complexe) des fonctions scalaires continues sur [0, 1], muni
de la norme uniforme,

= t
1711 = mace | £(0).

est un espace de Banach. Le fait qu’il soit complet est une traduction du théoreme selon
lequel une limite uniforme d’une suite de fonctions continues est une fonction continue.
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Pour 1 < p < +o00, 'espace L, = L,([0,1]) des (classes de) fonctions f complexes
sur [0, 1] telles que f soit mesurable et fol |f(s)[P ds < 400 est normé par

o= ([ 15 as) "

On a déja vu que cette quantité est une semi-norme. Si ||f||, = 0 et si fi € L, est

un représentant quelconque de f, on a fol |f1(s)|Pds = 0. Comme la fonction |fi|P est
> 0, cela entraine que f; = 0 presque partout, donc f est la classe nulle, c’est a dire
que f = Op,. On a ainsi montré que f — |[f||, est une norme. Cet espace L, est de
plus complet ; rappelons le principe de la démonstration de ce théoreme d’Intégration
(appelé souvent théoréeme de Fisher-Riesz). Soit ) uj une série d’éléments de L, telle
que M = Z:j’) |ukllp < +oo. Posons v, = |ug|, gn = (31—, vk)p, remarquons que
|vgllp, = |lukll, pour obtenir fol gn(s)ds = || >0 _gvellb < MP. La suite (g,) est une
suite croissante de fonctions mesurables > 0, elle converge vers une fonction mesurable
g (valeur +o0 admise) dont la valeur en chaque point est g(s) = ( ,LO% |uk(s)|)p (valeur
+00 admise & nouveau) ; on sait que fol g(s)ds = lim,, fol gn(s)ds < MP. La fonction g
est donc finie presque partout, donc la série > uk(s) converge absolument pour presque
tout s. On pose alors pour presque tout s

+oo
U(s) =) ux(s)

et on remarque que |U(s) — U, (s)|? < g(s) pour presque tout s, et que |U(s) — U, (s)[?
tend vers 0 lorsque n — 400 pour presque tout s. Comme g est intégrable, le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue permet de conclure.

1.2. Applications linéaires continues

Théoreme 1.2.1. Soient X et Y deux espaces normés et f : X — Y une application
linéaire ; les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Papplication f est continue sur X ;
(ii) 'application f est continue au point 0x ;
(#i7) il existe un nombre k > 0 tel que, pour tout x € X on ait

1f(@)]ly < k|lzx-

Démonstration. Il est clair que (i) = (ii). Si f est continue en 0, il existe un nombre
d > 0 tel que pour tout u € X, la condition dx(u,0) < § implique dy (f(u), f(0)) < 1;
autrement dit, |u||x < § implique ||f(u)|ly < 1. Etant donné un vecteur z non nul
quelconque dans X, le vecteur u = d ||z||x'z vérifie |ullx < d, donc ||f(u)|ly < 1, ce
qui revient & dire que || f(z)|y < d7!||z||x. On a ainsi montré que (iii) est vraie, avec

k = 6~1. Pour la derniere implication, voir le poly.
|

Soient X et Y deux espaces normés. L’ensemble des applications linéaires continues
de X dans Y est un sous-espace vectoriel noté £(X,Y) de I’ensemble des applications
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linéaires de X dans Y. Dans le cas ou Y = X, on note simplement £(X) I'espace des
endomorphismes continus de X.

Soit f : X — Y une application linéaire continue; d’apres le théoreme 1, il existe
une constante k telle que || f(z)|ly < k pour tout vecteur x de X tel que ||z][x < 1. On
peut donc considérer la quantité (finie)

1f1lzx,y) = supfllf (@) ]y : lzllx <1},
qui s’appelle la norme de I'application linéaire f. Si x est un vecteur non nul de X,
le vecteur z = ||lz||x = vérifie ||z||x < 1, donc ||f(2)|ly < [|f|l, d’ott par homogénéité
lzll = 1f (@)1l < [|f]I, ou encore

1f@)ly <[ flleexnllzlx:

si x est le vecteur nul, la relation ci-dessus est encore vraie, elle est donc vraie pour tout
vecteur x € X. Résumons ce qui vient d’étre dit.

Proposition 1.2.1. Soient X et Y deux espaces normés et f : X — Y une application
linéaire continue ; on pose

1l ecx, vy = sup{[lf (@)lly : lzflx <1}
Pour tout x € X, on a
1f @)y < 1flleexyy [lz]x-
La constante || f|| z(x,y) est le plus petit nombre M tel que I'inégalité || f(x)|y <M ||z|x
soit vraie pour tout x € X. L’application f — || f|/zx,y) est une norme sur L(X,Y).

Démonstration. Voir poly.

Exemple. Soient K un espace métrique compact et f € C(K) fixée; on définit un
endomorphisme M¢ de C(K), 'application de multiplication par f, en posant M¢(g) = fg
pour toute g € C(K). Il est clair que || fgllco < |||l [lg]lcc Pour toute fonction g, donc
[IMs]| < [[flloc- Si f =0, 0naMy=0et|Mf|]| =0 = || f|lcc. Démontrons cette égalité
IMf|l = || flloo en général; si f # 0, posons M = || f||c > 0, et considérons pour ¢ > 0
I'ouvert non vide U = {s € K : [f(s)| > M — ¢}. Si g est une fonction continue > 0 et
non nulle, a support dans U (par exemple g(s) = dist(s, U°)), elle atteint son maximum

en un point s; € U. Alors

IMglHlglloe = [Ifglloc = 1f(s1)g(s1)] > (M =€) [|g]l
IM¢|| > || f]|loo — € pour tout ¢ > 0.

Il est en général tres difficile de calculer exactement la norme d’une application
linéaire continue. A titre d’anecdote, on sait depuis environ 1920 que la transformée
de Fourier définit un opérateur T, continu de L,(R) dans L,(R) lorsque 1 < p < 2 et
1/p+ 1/q = 1, mais la valeur exacte de la norme n’a été établie que 50 ans plus tard !

d’ou

La proposition suivante est facile mais importante.

Proposition 1.2.2. Soient X, Y et Z des espaces normés, f: X — Y et g: Y — 7Z des
applications linéaires continues; on a

lgo fI < 1fIgll-

Démonstration. Soit  un vecteur de X ; on peut écrire

(g o H)@)llz = llg(f(@)llz < gl @)y < Ngll 1F1 l=lx,

ce qui entraine I'inégalité voulue.



Proposition 1.2.3. Soient X et Y deux espaces normés ; si Y est un espace de Banach,
lespace L(X,Y) est un espace de Banach.

Démonstration. Supposons que Y soit un espace de Banach. Soit ) uj une série nor-
malement convergente dans £(X,Y) ; pour tout vecteur z € X, on a ||ug(z)|| < ||uk] ||z,
donc la série Y ug(x) est normalement convergente dans Y. Puisque Y est complet, cette
série converge dans Y et on peut poser pour tout z € X

400

U(z) =) up(z) €Y.

k=0

Il est facile de vérifier que ’application U ainsi définie de X dans Y est linéaire, et de
plus pour tout x € X

+oo +oo
1@< Y @)l < (3 sl ) lll
k=0 k=0

ce qui montre que U est continue. Il reste a voir que U est la limite dans £(X,Y) de la
suite (U,,) des sommes partielles. On a

(U=Upn)(z) = Y up(x)

k>n

d’out il résulte comme précédemment que [|[U—U,[| < 37, [luk]l, et cette quantité tend

vers 0 lorsque n — +o0.
|

Image d’une série convergente. Soit > uj une série convergente de vecteurs dans ’espace
normé X et soit f : X — Y une application linéaire continue. Alors la série > f(uy)

converge dans Y et
+oo +oo
f(z Uk:) = flu).
k=0 k=0

Cours n° 2, Mercredi 29 Septembre 1999.

Une information oubliée dans le premier amphi : si X est un espace de Banach et si
Y est un sous-espace vectoriel fermé de X, alors Y est un espace de Banach.

Exercice classique proposé : si Y est un sous-espace vectoriel d’un espace normé X, son
adhérence est un sous-espace vectoriel.

1.3. Produits et quotients

Soient X un espace vectoriel et Y un sous-espace de X ; rappelons que X/Y est le
quotient de X pour la relation d’équivalence Ry telle que xRyy < y—z € Y. Le
quotient X/Y est muni de 'unique structure d’espace vectoriel pour laquelle ’application
quotient X — X/Y est linéaire. La classe de Ox est égale a Y, et c’est le vecteur nul de
I’espace quotient X/Y ; les autres classes sont les translatés de Y (ce sont les sous-espaces
affines Y + x, paralleles a Y).



Proposition 1.3.2. Soient X un espace normé et Y un sous-espace vectoriel fermé de
X ; notons 7 : X — X/Y Dlapplication quotient. L’application q : X/Y — Ry définie par
q(&) = inf{||z|| : z € X, m(x) = £} est une norme sur X/Y.

Démonstration. Supposons que ¢(§) = 0 et montrons que ¢ est la classe nulle dans X/Y,
c’est a dire la classe d’équivalence égale au sous-espace Y ; c’est ici que I'’hypothese Y
fermé est cruciale : dire que ¢(§) = 0 signifie qu’il existe des vecteurs x,, tels que g(x,,) = &
et tels que ||xz,|| — 0. Siy € &, la suite (y — z,,) est dans la classe de 0, c’est a dire dans
Y, et converge vers y; il en résulte que y € Y, donc & C Y ce qui implique en fait
§=Y =0x/v.

Pour le fait que g est une semi-norme, voir le poly.

Notons que la distance d(&,7n) de deux classes de X/Y est simplement la distance
naturelle des sous-ensembles £ et 1 de X, c’est a dire I'inf de d(z, y), lorsque z varie dans
¢ et y dans 7. Notons aussi que la projection 7 vérifie ||7|| < 1; on a méme en général
||| = 1, sauf si X/Y = {0}, c’est a dire si Y = X (on suppose toujours Y fermé). Notons
encore que I'image par 7w de la boule unité ouverte Bx (0, 1) de X est exactement la boule
unité ouverte du quotient X/Y (I’énoncé correspondant pour la boule unité fermée n’est
pas vrai en général).

Proposition 1.3.3. Soient X, Z deux espaces normés, Y un sous-espace fermé de X et
g € L(X,Z) nulle sur Y ; il existe une unique h € L(X/Y,Z) telle que g = hom (ot
7 : X — X/Y est 'application quotient) ; on a ||g|| = ||h]|.

Démonstration. Soit £ € X/Y ; on va vérifier que tous les vecteurs x de la classe £ ont
la méme image z dans Z, ce qui permettra de poser h(§) = z = g(x) : si z,2’ € X sont
dans la classe &, alors © — 2’ € Y C kerm, donc g(z — 2') = 0, soit g(x) = g(z’). Donc
g(x) ne dépend pas du choix du représentant x de la classe £ ; notons le h(§). Il est clair
que h est linéaire, et par construction on a g = hox. Comme 7 est surjective, il est clair
que h est unique.

Notons ¢ la norme quotient de X/Y. Pour £ € X/Y et z € 71 ({¢}) on a ||h(£)|| =
lg(@)| < llgl [lz[|. Cela étant vrai pour tout z € 7~ ({£}), on a [[R(§)]| < [lg]| ¢(£). Donc

h est continue et |[h]| < [|g[|. Enfin, [lg[| = [|h o 7[| < [|A][{|7[] < [|A]], puisque [lr]| < 1.
]

Proposition 1.3.4. Soient X un espace de Banach et Y un sous-espace fermé ; alors
X/Y est un espace de Banach.

Démonstration. On va utiliser le critére de la proposition 1.3. Soit »_ & une série nor-
malement convergente dans le quotient. Pour tout entier £ > 0 on peut trouver un
représentant uy € & tel que ||ug| < 2[|&k|| ; il en résulte que la série > uy est elle aussi
normalement convergente, donc convergente dans X puisque X est complet. Finalement,
la série > &, image par l'application linéaire continue 7 de la série convergente > uy,

est convergente dans X/Y, ce qui termine la démonstration.
|



1.4. Complété d’un espace normé

Théoreme 1.4.1. Soit X un espace normé ; il existe un couple ()?, u) ou X est un espace
de Banach et u : X — X est une application linéaire isométrique d’image dense (I’espace
X sera le complété de X).

Démonstration. Désignons par Y l’ensemble des suites de Cauchy = = (x,,) de vecteurs
de X ; la somme de deux suites de Cauchy est une suite de Cauchy, et si on multiplie une
suite de Cauchy par un scalaire on obtient une suite de Cauchy. Donc I’ensemble Y des
suites de Cauchy est un espace vectoriel pour les opérations naturelles. Si z = (z,) € Y
on pose

[2]ly = sup ||z, |
n

(les suites de Cauchy sont des suites bornées) ; il est facile de vérifier que 'on a ainsi
défini une norme sur Y. Posons

Z={y = (yn) €Y :lim [|y,|| = 0};

on vérifie que Z, muni de la norme |z ||y, est un sous-espace vectoriel fermé de Y ; notons
X=Y /7 le quotlent deYparZetn:Y — X I’application quotient. Notons ¢ la norme
quotient sur X.

Pour z € X, notons U(z) € Y la suite constante égale a x; posons u = 7o U. Si
y = (yn) est un représentant quelconque de wu(x), on a par définition y — U(x) € Z,
c’est a dire lim, ||y, — || = 0; il en résulte que ||y||ooc = sup,, [|yn| > limy, ||ly.|| = ||z]|,
donc g(u(zx)) > ||x||, mais le choix du représentant y = U(x) donne ||yl = |||, donc
q(u(x)) = ||z| pour tout € X. Montrons que u(X) est dense dans X. Soient & € X et
y = (yn) un représentant de &, et soit € > 0; il existe un entier n > 0 tel que, pour tous
k,0 > n on ait |lyr — yel| < e. Fixons un entier k > n, et considérons 1’élément ¢’ de Y
défini par y; = y; si j < k et y; = yx si j > k. Ce que nous avons dit se traduit par
ly — ¥ || < €, donc q(m(y) — w(y’)) < &, mais 3’ est un représentant de u(yx); on a
donc : q(7(y) — u(yx)) < €. Pour finir la démonstration du point (i) du théoreme 1, il
nous reste a démontrer que X est un espace de Banach : voir poly.

1.5. Complexifié d’un espace normé réel

Section non traitée.

1.6. Le dual d’un espace normé

Rappelons que K désigne le corps R ou C. Soit X un espace normé sur K ; on appelle
dual (topologique) de X et on note X* I'espace de Banach X* = £(X, K). Cet espace est
complet par la proposition 2.3.

Soit X un espace normé complexe ; c’est, en particulier, un espace normé réel. Il y a
deux notions distintes de dual pour X : le dual en tant qu’espace réel Xj; = Lr(X,R) et
le dual en tant qu’espace complexe X¢ = L¢(X,C). En fait, on peut identifier ces deux
espaces. Notons Re : C — R D'application R-linéaire qui a un nombre complexe a + b
asssocie sa partie réelle a (pour a,b € R).

Proposition 1.6.2. L’application g — Reog est une bijection isométrique de Xg sur
I’espace X .



Démonstration. Soit g € X ; comme || Re|| =1, on a || Reog|| < ||g||. Par ailleurs, pour
tout « dans la boule unité de X, il existe A € C tel que |A| = 1 et A\g(z) = |g(x)|. Donc
9(x)] = Ag(x) = g(Azx) = (Reog)(Az) < [[Reogl|. Done [|g| = [|Reog].

Par ailleurs, soit ¢ € Xj, notons g : x — {(x) —if(ix) ; on vérifie sans peine que g est

C-linéaire. Donc g — Reog est surjective. Comme elle est isométrique, elle est bijective.
|

Dualité des espaces £,

Généralisons un peu le cadre choisi pour les espaces L, dans ’amphi précédent
(limité au cas de [0, 1]) : nous supposerons donné un espace (€2, A, i), ot A est une tribu
de parties de 2 et © une mesure positive sur (2, 4). Pour éviter certains désagréments
nous supposerons que la mesure est o-finie, ce qui veut dire qu’il existe une partition
(©,,) de Q en une suite de parties §2,, € A telles que u(92,) < +oo.

L’exemple typique de mesure o-finie est la mesure de Lebesgue sur R?. Mentionnons
aussi le cas ou 2 = N et ou p est la mesure de comptage qui associe a tout sous-ensemble
A de N son nombre d’éléments p(A), entier fini ou bien +oco.

Pour 1 < p < +o00, 'espace L, = L, (2, A, i) des (classes de) fonctions f complexes
sur [0,1] telles que f soit mesurable et [, |f[? diu < +00 est normé par

151 = ([ 15P duts)) ™

Pour p € [1,+o¢], on appelle exposant conjugué de p le nombre ¢ € [1, +0o0] tel que
1/p+1/q = 1. Cette relation est symétrique ; on dit que (p, q) est un couple d’exposants
conjugués. On notera que si 1 < p < 400, cela implique que g(p — 1) = p et de fagon
symétrique, p(¢ — 1) = ¢ ; on pourra aussi noter que (p — 1)(¢ — 1) = 1.

Théoréme 1.6.1 : inégalité de Holder. Soient p,q € [1,+o0]| tels que 1/p+1/q =1 si
feL,(Qu) et geLy(,un), la fonction produit fg est intégrable et

[ fadud <151l

Démonstration. Pour alléger un peu, on écrira simplement [ f au lieu de [, f(s) du(s)
chaque fois que possible.

Si p = o0 ou p = 1, c’est facile (voir poly). Supposons maintenant 1 < p < +oo.
Pour tous nombres réels ¢, u > 0, on a la relation

tu < 1tp + 1 ul
p q

(pour le voir, on pourra maximiser la fonction ¢ — tu —t?/p). Il en résulte que pour tout
s e

F()9(s)] < % FEP + g 9(s)].

ce qui montre que fg est intégrable, et que

[ta] <5 vy [

L’inégalité cherchée est positivement homogene par rapport a f et a g, donc il suffit de
la démontrer lorsque ||f||, = |lgll; = 1. Mais dans ce cas, [|f[P =1et [|g]? =1, donc

I'inégalité précédente donne | [ fg| <1/p+1/q =1, ce qui est le résultat voulu.
|



Corollaire 1.6.1. Soient p,q € [1,+0o0] tels que 1/p+1/q=1;si f € L,(Q, ),

11l = supd| | Fada < all, < 13

Démonstration. L’inégalité de Holder nous dit déja que

11> sund| | Fodu] < ol < 1,

le probleme est de montrer I'autre direction. On va voir qu’en fait le maximum est atteint
pour une certaine fonction g € Ly, [|g|l; < 1, lorsque 1 < p < 4+00. Si f = 0, le résultat
est évident, on supposera donc f # 0, et par homogénéité on peut se ramener a || f||, = 1.

Soit f une “vraie” fonction mesurable de la classe f, et définissons une fonction

mesurable g sur I’ensemble Q en posant g(s) = |f(s)|?/f(s) sur 'ensemble mesurable

A= {se€Q: f(s) # 0}, et posons g(s) = 0 lorsque s ¢ A. Alors |g(s)| = |f(s)[P~!
pour tout s € A ; puisque p > 1, on a [g|? = |f|P, donc [ |g|? = 1, soit encore |g||; = 1.
D’autre part

/Q Fgdy = /A £ dus) = /Q fPdu=1=|fl,

Pour p = 1, il faut une micro-modification de I'argument. Dans le cas p = 400, le

maximum n’est pas nécessairement atteint. Voir poly pour ces deux cas.
|
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MT404, Cours n° 3, Lundi 4 Octobre 1999.

On a vu dans I'amphi précédent le résultat suivant : soient p,q deux nombres de
[1,400] tels que 1/p+1/¢g =1; on a pour toutes fonctions f € L,, g € L,

[ s9du] < 171y ol

Ceci signifie que si g est fixée dans L,, on peut définir une forme linéaire continue ¢, sur
L, par la formule

VfE Ly fy(f) = /Q fgdu,

et que
1€

Ly < llgllq

De plus, on a vu que
lolly = supd | fadu]: 11, < 13

ce qui signifie que

1441

Par ailleurs, on vérifie que 'application g € Ly — ¢, € (Lp)* est linéaire. On a donc une
isométrie linéaire j, : Ly — (L,)*. Nous admettrons pour l'instant le théoreme suivant :

L; = llglle-

Lorsque 1 < p < +o0, I'application j, est une isométrie surjective de L, sur le dual
de L.

Considérons plus en détail le cas particulier ou 2 = N, A = P(N) et ou p est
la mesure de comptage j. sur N. Dans ce cas l'espace L, (N, P(N), ) est I'espace £,
des suites scalaires x = (z,) telles que > |z,|P < +oo, qui est normé par |z|, =

( ::6 |xn|p)1/ . Mentionnons deux autres espaces de cette famille : Pespace (o est
'espace des suites scalaires = (x,,) bornées, normé par ||z|| = sup,, |z, ; 'espace £
est complet pour cette norme ; I’espace ¢y est le sous-espace vectoriel de £, formé des
suites © = (z,) telles que lim, x,, = 0. Ce sous-espace ¢q est fermé dans ¢, donc ¢y
muni de la norme induite par celle de /., est un espace de Banach.

Soit v = (vy,) € {4, ou ¢ est I'exposant conjugué de p € [1,+o00]. D’apres ce qui
précede, on peut définir une forme linéaire continue f, sur ¢, en posant

+o0
Yu e by, fu(u) = Z Uy, Uny -
n=0

On définit ainsi une isométrie linéaire J, de ¢, dans le dual de /¢, (cas particulier du cas
L,). On va maintenant voir que cette isométrie est surjective lorsque 1 < p < +oo (le
résultat est vrai aussi pour p = 1, mais n’a pas été traité a ’amphi). Notons e, € KN
la suite dont le n®™¢ terme vaut 1 et tous les autres sont nuls (pour n € N). On dit que
u € ¢, est a support fini si ’ensemble A C N des indices n tels que u,, # 0 est fini; si
u = (uy) est tel que u,, = 0 pour tout n > N, on peut écrire u = lej:o urey. L'ensemble
F' des suites a support fini est un sous-espace vectoriel de /,,.

Soit f une forme linéaire continue sur ¢,, et posons v = f(e) pour tout k > 0;

pour tout u € F, tel que u, = 0sin > N on aura f(u) = zllj:o upf(er) = 3020 ugvy.
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Définissons une suite numérique (uy)r>0 en posant, pour tout k > 0, up = |vg|?/vy si
v # 0 et u = 0 sinon ; considérons pour tout entier N la suite u™) & support fini dont
les composantes sont égales a uy lorsque k < N et a 0 sinon. On pourra écrire

N N
> fowlt = > wpor = ™) < £ 1™,
k=0 k=0

et
N N
Ol = 3 o7 = 3 s,
k=0 k=0
donc
N N 1/p
Sl < IF1 (D lewl?)
k=0 k=0

< || £l pour tout N, donc

= 1/q
(D tenlr) < A1l
k=0

La suite v = (v,) est donc dans ¢,. On a vu que f(u) = f,(u) lorsque u € F ; dans le cas
1 < p < +o00, le sous-espace F est dense dans £, donc 1'égalité de f et f, se prolonge a
¢, par continuité uniforme. On a donc montré qu’il existe v € ¢, tel que f = f,, ce qui
montre que J, est surjective de £, sur (¢,)* dans le cas 1 < p < +o0.

Le cas p = 1 est presque identique, il faut seulement modifier la présentation (non
mentionné a ’amphi) ; lorsque p = +o0, l'espace F n’est pas dense dans /., et J; n’est
pas surjective de ¢ sur le dual de /., ; cependant dans ce cas on voit que F est dense
dans cg, ce qui permet d’adapter I'argument précédent pour voir que J; est surjective de
01 sur le dual de ¢y (non traité en détail).

ce qui montre que (ZEZO |ug])

Théoreme 1.6.2. Si 1 < p < +o00 le dual de ¢, s’identifie a {, : ’application J, qui
associe a chaque v € ¢, la forme linéaire f, € (¢,)* définit une bijection isométrique de
¢y sur le dual de ¢, ; de plus, J; définit une bijection isométrique de ¢; sur le dual de cy.

2. Les théorémes fondamentaux

2.1. Le théoreme de Baire et ses conséquences
Commencons par énoncer le théoreme de Baire.

Théoreme 2.1.1 : théoreme de Baire. Soit X un espace métrique complet ; I'intersection
d’une famille dénombrable de parties ouvertes et denses de X est dense dans X.

Démonstration. Soit (U, ),en une suite d’ouverts denses de X ; soit V une partie ouverte
non vide de X ; on doit montrer que [, .y Un rencontre V. Comme Uy est dense, Ug
rencontre V et on peut choisir un point zg € VN Uy. Comme VN Uy est ouvert, il existe
un nombre 1y > 0, que 'on peut choisir < 1, tel que la boule ouverte B(zq, 2r¢) de centre
o et de rayon 27 soit contenue dans V N Uy.

Par récurrence sur n > 0 on construit une suite (x,,) d’éléments de X et une suite
(rn,) de nombres réels strictement positifs tels que r, < 27" et tels que, pour tout
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n > 1, la boule ouverte B(x,,2r,) de centre z, et de rayon 2r, soit contenue dans
U, NB(xp,—1,7n—1) : en effet, supposons x,, et r,, construits; comme U, est dense, il
existe 41 € Up1 NB(zy, 7). Comme U,,41 NB(x,,7,) est ouvert, il existe un nombre
41 tel que 0 < 7pyq < 2771 et tel que la boule ouverte B(z,41,27,41) soit contenue
dans U, N B(z,,r,) (on notera bien le petit jeu entre r,, et 2r,11).

Notons maintenant B,, la boule fermée de centre x,, et de rayon r,. On a

Bn—|—1 = B(«Tn+1arn+1) C B<xn—|—172rn—|—1) C B(Inyrn) - Bn-

Comme l'espace X est complet, que les ensembles B,, sont fermés, décroissants, non vides
et que leur diametre tend vers 0, on a (), .y Bn # 0; or, par construction, (1, .y Bn C
VN ,en Uns ce qui montre que cette derniere intersection est non vide.

neN

Corollaire 2.1.1. Soient X un espace métrique complet non vide et (F,,),en une suite
de parties fermées de X telle que |J,,cyFrn = X ; alors I'un des fermés F,, a un intérieur

non vide (et en réalité, on peut méme dire que |J,, oy F,, est dense dans X).

Démonstration. Si F,, est un fermé d’intérieur vide dans X, son complémentaire U,, est
un ouvert dense dans X. Mais si chaque F,, était d’intérieur vide et | J,, F,, = X, on aurait
une suite (U,) d’ouverts denses telle que (), U, = 0, ce qui est impossible d’apres le

théoreme 1.
| |

Exercice proposé. Soient X un espace normé et C un sous-ensemble convexe de X ;

— montrer que 'adhérence C est convexe ;

—siaeCetbe C, alors le segment semi-ouvert Ja, b] est contenu dans lintérieur
C ; en déduire que C est convexe ;

— i C est non vide, montrer que C est contenu dans I'adhérence de C.

Théoreme 2.1.2 : théoreme des isomorphismes. Soient E et F deux espaces de Banach ;
toute application linéaire continue bijective de E sur F est un isomorphisme.

Démonstration. Soit f une bijection linéaire continue de E sur F'; notons Bg la boule
unité (fermée) de E. La premiere étape consiste & montrer que 'adhérence de f(Bg)
contient une boule ouverte centrée en 0,

(*) 3r >0, B(0p,7) C f(Bg).
On a J,>; nBg = E donc J,,», nf(Bg) = f(E) = F, donc U,,5, nf(Bg) = F. Par

le corollaire 1, il existe un entier n > 1 tel que ’ensemble fermé nf(Bg) soit d’intérieur
non vide. Comme la multiplication par n > 1 est un homéomorphisme, on en déduit
que l'intérieur de f(Bg) n’est pas vide. Il reste seulement a voir que Op est dans cet
intérieur : cela provient de la convexité et de la symétrie de ’ensemble C = f(Bg) : si
Yo est intérieur a C, le point —yg est lui aussi intérieur, et puisque l'intérieur de C est
convexe (exercice précédent), il en résulte que O est dans l'intérieur de C ; il existe donc

r > 0 tel que tel que B(Op,r) C f(Bg).

La deuxiéme étape consiste & montrer que la propriété () entraine en fait lorsque
E est complet que

(3 B(Op,r) C f(Bg).
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Le principe est intéressant et se rencontre a de multiples occasions ; ¢’est une variante
du procédé des approximations successives. Si A; et As sont deux sous-ensembles non
vides de F, la notation A; 4+ As désigne I’ensemble de toutes les sommes a; + ao, lorsque
ay varie dans Ay et as dans As. On dit que A; + As est la somme de Minkowski des
ensembles A; et As.

Lemme 2.1.1. On suppose que E est complet, f : E — F linéaire continue, et que A
est un sous-ensemble borné de F tel que A C f(Bg) + €A, avec 0 < e < 1. Alors

1
AC 1—_5f(BE)'

Soit ag € A ; d’apres 'hypothese, il existe un vecteur ug € Bg et un vecteur a; € A tels
que ag = f(ug) + €a1. En recommengant avec aj, on trouve u; € By et as € A tels que
a1 = f(u1) + €ag, ce qui donne

ap = f(ug + eur) + £2as.

En continuant ainsi on construit des vecteurs ug, u1, ..., Uy, ... dans la boule unité de E
et ai,...,an,... dans A tels que pour tout entier £ > 0 on ait
(1) ap = f(uo +eus + - +e"up) + " Magyq.

La série Y e*u;, est normalement convergente, donc convergente dans E puisque E est
complet ; sa somme zg = ZZSS eFuy, € Eest telle que f(xg) = limg, f(ug+eus+- - -+ekuy)
et d’apres la relation (1), on a f(xg) = ag puisque A est borné. Par ailleurs

+o0 1
ol <) e flull <
k=0

1—¢

Finissons de montrer que (x) entraine (xx) lorsque E est complet. On applique le
lemme avec A = B(0Op, ) ; puisque B(0p, ) est contenu dans 1’adhérence de f(Bg), on a
B(Op,r) C f(Bg) 4+ eB(0p, ) pour tout € > 0 : en effet, si z € B(Op,7) on peut trouver
y € f(Bg) tel que ||z — y|| < er puisque = est adhérent a f(B), donc x —y € €A et
r =y+(x—y) € f(Bg)+eA. D’apres le lemme précédent, on a B(0g,7) C (1—¢)~! f(Bg).
Comme € > 0 est quelconque on peut s’en débarasser (voir poly). On a ainsi montré que
B(OF,T) C f(BE)

Il est clair maintenant que l’application réciproque f~! est continue : en effet,
I'inclusion précédente se traduit par f~1(B(Op,r)) C Bg, ce qui implique f~}(Bp) C

r~!Bg par homogénéité et passage & ’adhérence ; ceci montre que || f~1|| < 1/r.
|

Le graphe d’une application continue d’un espace topologique dans un espace topo-
logique séparé est toujours fermé. La réciproque n’est en général pas vraie. Cependant,
on a :

Théoreme 2.1.4 : théoreme du graphe fermé. Soient E et F deux espaces de Banach ;
toute application linéaire de E dans F dont le graphe est fermé (dans E x F) est continue.

Démonstration. Soit f une application linéaire de E dans F dont le graphe G C E x F
est fermé ; alors G est un espace de Banach. Tout point z du graphe G est de la forme
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z = (z, f(x)) pour un certain € E unique ; notons p : G — E l'application définie par
p(2) = p(z, f(z)) = = € E. 1l est clair que p est linéaire, continue et bijective (l'inverse
—algébrique— étant I’application x — (z, f(x)) de E dans G). D’apres le théoreme des
isomorphismes, cet inverse x — (z, f(x)) est continu de E dans G il en résulte que

x — f(x) est continue de E dans F.
]

Cours n° 4, Mercredi 6 Octobre 1999.

Rappel : soient E et F deux espaces de Banach, et soit f une application linéaire de
E dans F (qu’on ne suppose pas continue) ;

—si f est continue et bijective, alors f~! est continue de F dans E.
— si le graphe de f est fermé, alors f est continue.

Remarquons que le théoreme du graphe fermé implique facilement le théoreme des
isomorphismes : si f est bijective, le graphe de f~! est tout simplement le symétrique
dans F x E du graphe de f. Si f est continue, le graphe de f est fermé dans E x F, donc
celui de f~! est fermé aussi, donc f~! est continue d’apres le théoréme du graphe fermé.

Exemple. Supposons donnée une suite (f,,) de fonctions intégrables réelles sur [0, 1] telle
que pour toute fonction réelle continue ¢ sur [0, 1] on ait

S prnls) o) < .

n

Alors il existe une constante C telle que, pour toute fonction ¢

(Z(/O1 (s)fuls) als)Q)l/2 < Cll¢]loo-

L’hypothese donne une application linéaire T de E = C([0,1]) dans F = /5 qui
associe a chaque fonction ¢ € E la suite numérique T(p) = ( fol ©fn)n>0. L'existence de
C revient a montrer que T est continue de E dans F. Les espaces E et F sont des espaces
de Banach, il suffit donc de montrer que le graphe de T est fermé. Soit (¢g, T(pg)) une
suite de points du graphe de T qui converge vers un point (¢, y) dans E x F. Le probléeme
est de montrer que y = T(p). En retranchant ¢ on se ramene a la situation ou (¢, T(¢r))
converge vers (0, z), et il faut vérifier que z = 0. Considérons une composante fixée z,, de
la suite numérique z € ¢5. Puisque T(1);) converge vers z dans /5, sa niéme composante
f Ui frn, converge vers z,. Mais ¢ converge uniformément vers 0, donc f Ui fr, tend vers
0 lorsque k — 400, donc z, = 0, et ceci pour tout n, donc z = 0, le graphe est fermé et
T est continue. I suffit pour finir de prendre C = ||T||.

On va donner une premiere version du théoreme de Banach-Steinhaus qui n’est pas
dans le poly.

Proposition. Soit E un espace vectoriel muni d’une distance d, telle que (E,d) soit
complet, et telle que les opérations (x,y) — = + y et (A\,x) — Az soient continues de
E x E dans E et K x E dans E respectivement ; soient d’autre part F un espace normé
et A une famille d’applications linéaires continues de E dans F. Si pour tout z € E Ia
famille {T(x) : T € A} est bornée dans F, il existe un voisinage W de Og tel que

VT € A\Vz e W, ||T(x)] <1.
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Démonstration. Remarquons d’abord que pour tout xg € E la translation y — x¢o +y
est un homéomorphisme de E ; de méme, pour tout A # 0 ’homothétie y — Ay est un
homéomorphisme. Il résulte du premier point que tout voisinage W de z( est de la forme
xo + U, ou U est un voisinage de Og, et du second point que —U est aussi un voisinage
de Og (prendre A = —1), donc V = U N (—U) est un voisinage symétrique de Og.

Pour tout entier n > 1, posons C,, = {xr e E: VT € A, ||T(z)|| < n}. Comme C,, est
'intersection des fermés Cr,, = {z € E : | T(z)|| < n} (lorsque T varie dans A), c’est
un fermé de E. La réunion des C,, est E : ceci n’est que la traduction de I'hypothese
suprea || T(z)]| < 400 pour tout x € E.

Puisque (E,d) est métrique complet, il existe un entier ng > 1 tel que C,, soit
d’intérieur non vide. On peut donc trouver un point zg € C,, et un voisinage U de O
tels que zop + U C C,,. Alors V = UN (=U) C U est un voisinage de 0 symétrique
et o+ V C C,,. Soient v € V et T € A quelconques; puisque zog £v € C,,, on a
|T(z9) £ T(v)|lp < ng, ce qui donne ||T(v)||r < no par l'inégalité triangulaire. Pour

terminer, on prend le voisinage W = ng u.
|

Théoreme 2.1.5 : théoreme de Banach-Steinhaus. Soient E un espace de Banach, F un
espace normé et A une partie de L(E,F), telle que, pour tout x € E, le sous-ensemble
{llf(@)|| : f € A} soit borné (dans R). Alors {||f|| : f € A} est borné.

Démonstration. On peut appliquer la proposition précédente. Il existe un voisinage V de
0 tel que || f(x)|| <1 pour tout x € V et tout f € A. Il existe r > 0 tel que B(0,7) C V.
Par homogénéité, pour tout x € B(0,1) et tout f € A, on a ||f(z)]] < 1/r; on a donc

montré que pour tout f € A, on a || f|| < 1/r.
]

Exercice proposé. Traiter ’exemple ci-dessus avec Banach-Steinhaus au lieu du graphe
fermé.

Corollaire 2.1.2. Soient E un espace de Banach (ou bien un (E, d) complet comme dans
la proposition), F un espace normé et (f,) une suite d’applications linéaires continues
de E dans F ; on suppose que, pour tout x € E, la suite (f,(x)) converge; notons f(x)
sa limite. Alors f est (linéaire et) continue.

Démonstration. Soit x € E ; comme la suite (f,(z)) est convergente, elle est bornée ; par
le théoreme 5, la suite (|| f,||) est alors bornée. Il existe alors un nombre k& > 0 tel que,
pour tout z € E et tout entier n > 0 on ait || f,(z)|| < k||z|. Passant a la limite on

trouve || f(x)|| < k||z||. Par ailleurs, il est clair que f est linéaire.
]

Corollaire bis. Soient E un espace de Banach (ou bien un (E,d) complet comme dans
la proposition), F un espace normé et (uy) une suite d’applications linéaires continues de
E dans F ; on suppose que, pour tout « € E, la série ), uy(x) converge dans F ; notons
f(x) sa somme. Alors f est (linéaire et) continue (j’ai oublié de préciser que f n’est pas
nécessairement la somme de la série dans L(E, F)).

Commentaire. Ceux qui feront des distributions reverront sortir ce principe a propos des
séries de distributions : les distributions tempérées sont des formes linéaires continues
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sur un espace de fonctions S qui est un (E,d) du bon type. Pour vérifier qu'une série
de distributions tempérées définit une nouvelle distribution tempérée, il suffit de vérifier
que >, Ti(¢p) converge pour toute fonction ¢ € S.

2.2. Théoréme de Hahn-Banach

Le premier résultat que nous allons énoncer est purement algébrique, et ne fait pas
référence a une topologie sur l'espace vectoriel (réel) X. On dit que ¢ : X — R est
sous-linéaire si elle est positivement homogene et sous-additive, c’est a dire qu’elle vérifie

(7) pour tout x € X et tout A > 0, on a g(Az) = Ag(z)

(ii) pour tous z,y € X, on a q(z +y) < q(v) + q(y).

Il est clair que les semi-normes sont des fonctions sous-linéaires.

Théoréme 2.2.1 : théoreme de prolongement de Hahn-Banach. Soient X un espace
vectoriel réel, Y un sous-espace vectoriel de X et q une fonction sous-linéaire sur X ;
pour toute forme linéaire ¢ sur Y, telle que ¢(y) < q(y) pour tout y € Y, il existe une
forme linéaire m sur X qui prolonge ¢, c’est a dire telle que m(y) = ¢(y) pour tout y € Y
et telle que m(x) < q(x) pour tout x € X.

Démonstration. Le point crucial est de montrer qu’on peut prolonger a une dimension
de plus : si m est linéaire, définie sur un sous-espace Z de fagon que m < g et si x ¢ Z, on
peut étendre m en m définie sur Z + Rx en gardant m < ¢; le reste n’est que formalité
“zornique” .

Lemme 2.2.1. Soient Z un sous-espace vectoriel de X et g une forme linéaire définie sur
Z, telle que g(z) < q(z) pour tout z € Z; soit v € X tel que x ¢ Z ; il existe une forme
linéaire g sur Z + Rz telle que g prolonge g et g < q sur Z + Ruz.

Démonstration du lemme. Bien entendu, prolonger g a Z + Rz demande seulement de
définir M = g(x). Pour que le prolongement soit convenable, il faut que g(z) + tg(z) =

g(z +tx) < q(z + tx) pour tout nombre réel ¢ et tout z € Z. C’est automatique si t = 0,
et nous allons découper la propriété voulue en deux, selon le signe de ¢ # 0 :

9(2) + MM < gq(z + Az), g(2) — pM < (2" — px)
pour tous z,2’ € Z, A\, u > 0. Le nombre M doit donc vérifier les deux inégalités
M <I=inf{A\ " qg(z+ Xx) —g(2)): 2 € Z, XA >0}

et
sup{pu~t(g(z") —q(z' —px)): 2 € Z,u >0} =S <M.

En utilisant ’homogénéité de g (et celle de g, qui est linéaire) on peut faire entrer les
facteurs positifs A=! et p~! & I'intérieur des expressions, et on obtient ainsi

I =inf{q(z1 +x) — g(21) : 21 € Z}

et
sup{g(z2) —q(ze —x): 20 € Z} =S

(21 remplace A7z et z; remplace p~12’). Pour que le choix de M soit possible, il faut et

il suffit que S < I, et il suffira de prendre pour M n’importe quel nombre compris entre
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le sup et l'inf (bien str, si S = I on n’a pas le choix : il faut prendre pour M la valeur
commune). Il reste donc & vérifier que

g(22) — q(z2 — x) < q(21 + ) — g(21)

pour tous z1, 29 € Z. On réécrit la propriété voulue sous la forme

9(21) + 9(22) < q(z1 + ) + (22 — 2)

et il est alors clair que la propriété voulue est vraie :

g(z1) + 9(22) = g(z1 + 22) < q(z1 4+ 22) = q((z1 + ) + (22 — @) < q(z1 + 2) + q(22 — 7).

Le résultat du lemme est donc établi.

Pour terminer la démonstration du théoreme il faut appliquer le lemme de Zorn :
soit (I, <) un ensemble ordonné non vide; si toute partie totalement ordonnée J C I
admet un majorant dans I, il existe dans I des éléments maximaux. Voir le poly pour cet
argument.

Rappelons que K désigne le corps R ou C, et X* le dual topologique de X.

Théoréme 2.2.3 : théoreme de Hahn-Banach. Soient X un espace normé (réel ou com-
plexe) et Y un sous-espace vectoriel de X ; pour tout ¢ € Y*, il existe m € X* dont la
restriction a'Y soit ¢ et telle que ||m|| = ||¢]|.

Démonstration. Considérons d’abord le cas réel. Ici la fonction sous-linéaire ¢ sera un
multiple convenable de la norme N de X. Par définition de la norme de la forme linéaire
¢, on al < ||{||N = g sur le sous-espace Y. On peut donc trouver un prolongement m
tel que m < ¢ sur X, ce qui donne le résultat : on a en effet m(x) < ||| ||z|| pour tout
x € X, d’ou aussi |m(zx)| < ||¢]| ||z]| en appliquant & = et —z ; tout ceci montre que m est
continue et ||m|| < ||4||, mais ||¢|| < ||m]| puisque m prolonge /.

Si X est un espace vectoriel complexe, on commence par le considérer comme un
espace vectoriel réel, et on considere sur Y la forme linéaire réelle /1 = Re /. On trouve
alors une forme linéaire réelle m; sur X telle que m; prolonge la forme linéaire réelle
01 et ||mq|| = ||¢1]]. Par la proposition 1.6.2, on sait que m; est la partie réelle d’une
forme linéaire complexe m sur X, et de plus ||m|| = ||m1| < ||41]| = ||¢|| ; d’autre part m
prolonge ¢ (ici Y est un sous-espace vectoriel complexe; si y € Y on a aussi iy € Y ce
qui permet d’écrire m(y) = mq(y) — im1(iy), et alors m(y) = ¢1(y) — il1(iy) = €(y)).

Corollaire 2.2.1. Soient X un espace normé et x € X ; il existe z* € X* telle que
o (z) = [lz|| et [[z7]] < 1.

Démonstration. Si x = Ox on prendra tout simplement z* = 0; sinon, considérons le
sous-espace vectoriel Y = Kz de E. On définit une forme linéaire y* € Y* telle que
y*(z) = ||z|| en posant y*(Ax) = A||z||, pour tout A € K. Pour tout y = Az € Y, on a
™ ()| = ly*(Az)| = [Al[|z]} < [[yll, donc [ly*|| <1, et 0 < [lzf| = y*(z) < [ly"| [|l=]|, donc

|ly*|| = 1. Par le théoreme 3, il existe x* € E* qui prolonge y* et tel que ||z*| = ||y*|-
Comme z* prolonge y*, on a z*(z) = y*(x) = ||z||, d’ou le résultat.
Bien entendu, on a en fait ||z*|| = 1 lorsque = # 0, mais le corollaire tel qu’il est

énoncé a ’avantage de couvrir tous les cas.
|
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MT404, Cours n°® 5, Lundi 11 Octobre 1999.

Remarque sur Banach-Steinhaus : on a vu que si E un espace de Banach, F un
espace normé et (f,) une suite d’applications linéaires continues de E dans F' telle que,
pour tout x € E, la suite (f,(z)) converge vers f(x) € F, alors © — f(x) est (linéaire et)
continue. Il va sans dire qu’en général || f,, — f|ze,r) NE TEND PAS vers 0.

Prenons par exemple E = /5, F = K et considérons pour tout n > 0 la forme linéaire
fn = €} qui associe a la suite z = (z,,)m € f2 la nieéme coordonnée x,,. Alors pour
tout x € f5, on voit que e} (x) = z, tend vers 0 quand n — +oo, donc f = 0, mais
|\ fn— fll = |le]| = 1 pour tout n > 0.

Remarque sur la topologie de RY : 1a topologie naturelle sur cet espace est la topologie
produit ; ¢’est une topologie d’espace vectoriel topologique ; on peut définir des métriques
assez naturelles sur RY qui définissent la topologie produit et qui rendent 1’espace com-
plet ; on peut donc appliquer la variante de Banach-Steinhaus qui a été mentionnée en
cours.

Mais cette topologie ne peut pas étre définie par une norme. Une distance naturelle
est, pour & = () et y = (y») dans R" :

+oo
d(z,y) = Z 27" min(|z, — yal, 1).
n=0

Cette distance définit la topologie produit. Tout voisinage V de 0 pour la topologie
produit contient une boule B4(0,&) pour un certain € > 0; mais on vérifie que pour
n assez grand, la droite Re,, est tout entiere contenue dans By(0,¢), donc dans V ; on
voit que tout voisinage de 0 dans RY contient des droites, ce qui serait impossible si la
topologie pouvait étre définie par une norme.

Un phénomene analogue se produit pour l'espace C(R) des fonctions continues sur
la droite R.

Exemple de Hahn-Banach avec /, : on a vu que pour 1 < p < 400, toute forme
linéaire continue x* sur ¢, provient d’'un vecteur y € ¢, (¢ exposant conjugué). On va
voir que ca n’est pas vrai lorsque p = —+o0.

Désignons par ¢ le sous-espace vectoriel de £, formé des suites scalaires © = ()
convergentes ; sur ce sous-espace est définie la forme linéaire naturelle

lz) = nErJrrloo T
11 est clair que |¢(x)| < sup,, |xn| = ||z||s, donc £ est continue. Par le théoréme de Hahn-

Banach il existe un prolongement z* € ({5 )*. On va voir que cette forme linéaire ne

peut pas provenir d’un élément de ¢;. Soit donc u € ¢, qui définit une forme linéaire

fu sur £ par la formule f,(z) = :Z% Un Ty ; considérons un vecteur z(™) € ¢ dont les

composantes sont mg-N) =0si0<j<Net ac;N) = 1sij > Njalors z*(z™) = (™)) =

1 mais
fu(x(N)> = Z Uk

k>N
tend vers 0 lorsque N — +o00, ce qui montre que f, ne peut pas étre égale a x*.

Si Pauditeur/lecteur réfléchit un peu, il aura du mal & trouver un procédé “cal-
culatoire” pour définir cette forme linéaire z* qui doit affecter un résultat a toute suite
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bornée x € (., de facon que le résultat soit linéaire et égal a la limite de la suite x quand
elle est convergente. Le lemme de Zorn est intimement lié au théoreme de Hahn-Banach
pour un espace tel que I'espace £,

Théoréme de représentation de Riesz. Dual de C(K)

Pour décrire le dual de C(K) il faut introduire des objets qui n’ont peut-étre pas
été vus en Intégration, ou on se limite souvent aux mesures positives. Une mesure réelle
sur un espace mesurable ({2, A) est une application pu : A — R (pas de valeur infinie
ici!) qui est o-additive, c’est & dire que u(@) = 0 et p(UF23AL) = S27°% u(A,,) pour
toute suite (A,,) d’éléments deux a deux disjoints de A. Une mesure complexe p est une
application o-additive A — C. Dans ce cas A € A — Reu(A) est une mesure réelle,
donc une mesure complexe p est tout simplement de la forme p = 1 + ipg, ot py et po
sont deux mesures réelles. Un résultat moins évident, le théoréeme de décomposition de
Hahn, dit qu’une mesure réelle est la différence de deux mesures positives bornées.

Si K est un espace métrique compact, les ouverts de K engendrent une tribu qui
s’appelle la tribu borélienne B de K. Les formes linéaires sur C(K) s’identifient aux
mesures réelles sur (K, B) dans le cas réel, aux mesures complexes dans le cas complexe.
La dualité s’exprime par l'intégration d’une fonction continue par rapport a la mesure

réelle (ou complexe) p,
N = [ £6s)duts

Ce théoréme est assez long & démontrer (voir par exemple Rudin, Real and Complex
Analysis).

Théoréme de séparation

Soit C un convexe d’'un espace normé X, tel que 0 soit intérieur a C : il existe » > 0
tel que B(0,7) C C. On pose alors

jo(xr) =inf{A: A >0 et X'z € C}.

Si A est trés grand, on aura |[A71z| < 7, donc A7lz € C, ce qui montre que ’ensemble
des \ possibles n’est pas vide ; il en résulte que jc(x) est un nombre fini, et clairement on
a jo(x) > 0. La fonction jc est sous-linéaire ; seule la sous-additivité n’est pas évidente :
sizi =A"lzeCety =ptyeC,on écrira une combinaison convexe de 1 et ¥,

1+Ly1€C

() =

donc jo(z +y) < A+ p. On prend ensuite l'inf sur A et g pour obtenir jo(z + y) <
je(@) + jo(y).

Exercice. Dans le cas ou C est un convexe ouvert de X contenant Ox, on a l'égalité
C={zreX:jc(r) <1}

Théoréme : théoréme de séparation de Hahn-Banach (préliminaire). Soient X un espace
normé réel, A un convexe ouvert non vide et by ¢ A. Il existe alors une forme linéaire
continue x* sur X telle que

Va € A, z*(a) < z”(bp).
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Une fagon de voir le résultat est de dire que la forme linéaire x* sépare 1’espace X
en deux demi-espaces affines H_ = {x : 2*(x) < 2*(bo)} et Hy = {z : 2*(z) > 2™ (bo) }.
L’énoncé nous dit que A C H_ et by € H...

Démonstration. Par translation on peut se ramener au cas ou le convexe ouvert A contient
Ox. La jauge ja est alors une fonction sous-linéaire sur X, et ja(bp) > 1 puisque by ¢ A.
On définit £ sur Y = Rbg en posant £(Abg) = A pour tout A € R. On vérifie que £ < p = ja
sur Y. Si m est un prolongement de ¢, on aura m(a) < ja(a) < 1 pour tout a € A, alors
que m(bg) = €(by) = 1. Par ailleurs, * = m est une forme linéaire continue puisqu’elle
est majorée par 1 sur le voisinage A de Ox, donc minorée par —1 sur —A et bornée par
1 sur le voisinage A N (—A).

Corollaire 2.2.3. Si C est un sous-ensemble convexe fermé non vide d’un espace normé
réel X, alors C est I'intersection de demi-espaces affines fermés.
Démonstration. Soit C un convexe fermé non vide d’un espace normé réel X. On va
montrer que pour tout x ¢ C, il existe un demi-espace affine fermé D, tel que C C D,
et z ¢ D,. Il suffira ensuite d’observer que C = (1,4 Da.

Pour tout = ¢ C, on peut trouver une boule ouverte B = B(z, ) disjointe de C; on
a donc dist(c,C) > r > 0; I'ensemble

A ={z e X :dist(z,C) < r/2}

est convexe (exercice), ouvert (la fonction distance est continue) et non vide (il contient
C non vide) ; d’apres le théoreme de séparation il existe une forme linéaire x* telle que

Va € A, z*(a) < x*(x).

On a z* # 0. Soit u un vecteur tel que |lu| < r/2 et t = x*(u) > 0, et soit ¢ € C
quelconque. On a ¢+ u € A, donc z*(c) < *(x) —t = d. On voit donc que si on pose

D, ={yeX:2"(y) <d}

on aura C C D, mais = ¢ D,.

Cours n° 6, Mercredi 13 Octobre 1999.

Exercice proposé : si T est une application linéaire continue de RY dans un espace normeé
F, montrer qu’il existe un entier N tel que T(e,) = 0 pour tout n > N. Montrer que le
dual topologique de RY s’identifie & 'espace des suites réelles & support fini RM,

Théoreme 2.2.2 : théoreme de séparation de Hahn-Banach. Soient X un espace normé
réel, A un convexe ouvert non vide et B un convexe non vide tels que A et B soient
disjoints. 1l existe alors une forme linéaire continue x* sur X telle que z*(a) < inf 2*(B)
pour tout a € A.

Démonstration. On a vu le cas ou B est réduit a un seul point. Démontrons le cas général ;
si A est un convexe ouvert non vide disjoint du convexe non vide B, on introduit le
convexe ouvert

C=A-B={a—-b:a€AbeB}
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Puisque A et B sont disjoints, ce convexe ne contient pas Ox. On peut donc trouver une
forme linéaire continue z* telle que z*(¢) < x*(0x) = 0 pour tout ¢ € C. Cela signifie
que z*(a — b) < 0 pour tous a € A, b € B, soit encore x*(a) < x*(b) pour tous a € A,
b € B. Il en résulte que z*(a) < infz*(B); puisque x* n’est pas nulle, on peut choisir
u € X tel que x*(u) > 0, puis € > 0 tel que a4+ cu € A puisque A est ouvert ; on termine
en écrivant z*(a) < x*(a + eu) < inf 2*(B)

Exercice-exemple traité. Montrer en utilisant Hahn-Banach que toute forme linéaire con-
tinue x* sur C(K) (cas réel) est la différence de deux formes linéaires positives.

Six* = 0 c’est trivial ; on suppose donc z* # 0, ou bien pour fixer les idées ||z*|| = 1.
On considere le convexe ouvert non vide A qui est la boule unité ouverte de C(K) ; on
pose par ailleurs

B={peCK):3eCK), [ <p et 2"(¥)>1}.

Si 1) est une fonction telle que x* (1)) > 1, alors |¢| € B donc B est non vide ; il est facile de
vérifier que B est convexe. Enfin, ANB =0 : eneffet si f € Aona | f|e < 1, donc pour
toute ¢ telle que |¢)| < f on aura || < [[flloc et 2™ () < (27| [[flloo = [[flloc <1,
donc f ne peut pas étre dans B.

D’apres le théoreme de séparation, il existe une forme linéaire continue yj telle que
yi(a) < yi(b) pour tous a € A et b € B; en particulier, en prenant a = 0 € A on voit que
Y7 (b) > 0 pour tout b € B. Il est clair par la définition de B que si pg € B et ¢y < ¢,
alors ¢1 € B si u est une fonction continue > 0 et ¢ > 0, on aura ¢y < ¢o + tu donc
wo + tu € B, donc yi(po + tu) > 0 pour tout ¢ > 0; en faisant tendre ¢ vers +00 on
en déduit que yi(u) > 0, et ceci pour toute u > 0, ce qui montre que y; est une forme
linéaire positive sur C(K).

On peut supposer en multipliant y; par un coefficient > 0 que ||yf|| = 1. On veut
montrer maintenant que yj; — x* est positive, c’est a dire que x*(v) < yi(v) pour toute
fonction continue v > 0; si 2*(v) < 0, c’est évident puisque yj est positive. Si z*(v) > 0,
considérons v’ = tv multiple de v tel que z*(v') =1 (avec t > 0). Alors v' € B (prendre
=17 ona |[v)| =v" <'). Pour toute fonction u € A, on a alors yi(u) < yi(v') d’apres
la séparation, donc 1 = ||y7|| < yi(v') en prenant le sup sur u € A = B(0,1). On a donc
z*(v') =1 < yi(v'), dot 27 (v) < yj(v).

Pour finir, on écrit x* = yi — (y} — x*), différence de deux formes linéaires positives.
Corollaire. Soient X un espace normé et Y un sous-espace fermé; soient x ¢ Y et
r =dist(x,Y) > 0; il existe une forme linéaire continue x* € X* telle que : x* est nulle
sur Y, ||lz*|| =1 et *(x) = 7.

Démonstration. Considérons le quotient X/Y et la projection 7 de X sur X/Y ; par

définition de la norme du quotient, on a ||7(z)|| = r. En appliquant le théoreme de Hahn-
Banach a X/Y, on trouve une forme linéaire continue z* sur X/Y telle que ||z*|| < 1 et
z*(m(x)) = |7 (x)|| = r; alors * = z* o w donne la solution.

Bidual d’un espace normé

Soit X un espace normé ; le dual du dual X* de X s’appelle le bidual de X et se note
X**. Pour z € X notons Ix(z) : X* — K la forme linéaire sur X* qui a * € X* associe
x*(z). Pour tout z* € X*, on a |Ix(z)(z*)| = |z*(z)| < ||=*] ||z]|, donc Ix(z) € X** et
| Ix ()| < [|z]. On dit que Ix € L(X,X**) est 'application canonique de X dans son
bidual.
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Corollaire 2.2.4. L’application canonique Ix : X — X** est isométrique.

Démonstration. Soit € X ; par le corollaire 1, il existe z* € X* tel que [|z*|| < 1 et
x*(z) = ||z||. Alors

z]] = |2* ()] = Ix(2) ()] < [|l=7| [Ix () ]| < [[Ix ()],
vu que [|z*]| < 1; donc |[Ix (z)[| = [|=]|.
Remarque. Puisque X** est toujours complet et que ’espace normé X s’injecte isomé-

triquement dans X**, on obtient une description d’un complété de X en considérant
X = Ix(X) : Padhérence de 'image de X dans I’espace complet X** est compléete.

Si X est un espace normé ’application Ix est injective par le corollaire 4. Remarquons
que si Ix est bijective alors Ix est une isométrie de X sur un espace de Banach (par la
proposition 1.2.3). Il s’ensuit que si Ix est bijective, alors nécessairement X est un espace
de Banach. Ceci explique que nous restreindrons la définition qui suit aux espaces de
Banach.

Définition 2.2.1. Un espace de Banach E est dit réflexif si ’application canonique
Ig : E — E** est bijective.

Autrement dit, un espace de Banach E est réflexif lorsque toute forme linéaire x**
continue sur le dual E* provient d'un vecteur x de E de la fagon expliquée précédemment,

Va* € E*, 2™ (") = 2™ (x).

Exemples 2.2.1. Les espaces ¢, L,(€, ), sont réflexifs lorsque 1 < p < +o00; on
pourrait dire un peu vite : le dual de L, est L, et celui de L, est L, donc ¢a marche ;
c’est un peu trop rapide, parce que le dual de L, n’est pas L,, mais s’identifie a L, au
moyen d’une certaine bijection. Il fait donc prendre la peine, au moins une fois, de vérifier
que tout colle bien. Expliquons le cas de X = L, ; soit j, 'application isométrique de L,
sur le dual X* de L,. Si 2** est une forme linéaire continue sur X* = (L,)*, la composée
x** o j, est une forme linéaire continue sur L, ; il existe donc une fonction f € L, =X
telle que

Vg €Ly ™ (glg) = /Q fgdu.

Soit z* € X*; il existe g € L, tel que z* = j,(g), et alors 2*(f) = [, fgdu. La ligne
précédente signifie donc bien que I'on a trouvé un vecteur f € X =L, tel que

Vo* e X* = (L,)", o™ (z¥) = 2" (f).
En revanche, les espaces cq, £1 et £, sont des espaces de Banach non réflexifs. D’apres
les résultats généraux qui suivent, il suffit de voir que ¢; n’est pas réflexif. On a vu qu’il

existe des formes linéaires continues sur /., qui ne proviennent d’aucun vecteur z € /1 ;
si on vérifie que le mot “provient” a le méme sens, on déduit que ¢; n’est pas réflexif.

23



Proposition 2.2.2. Si X est réflexif, alors X* est réflexif.

Démonstration. Voir poly.

Proposition 2.2.3. Si X est réflexif, tout sous-espace fermé Y de X est réflexif.

Démonstration. Soit 7 'application de restriction définie de X* sur Y* (surjective par
le théoreme de Hahn-Banach). Soit y** une forme linéaire continue sur Y*. Alors z** =
y** o est une forme linéaire continue sur X*, donc il existe z € X tel que z**(z*) = x*(z)
pour tout x* in X*. Il suffit de voir que x € Y pour pouvoir conclure assez facilement ;
si on avait x ¢ Y, on pourrait trouver d’apres le corollaire 3 une forme linéaire z* € X*
telle que z*(x) # 0 mais z*(y) = 0 pour tout y € Y. On aurait alors 7(z*) = 0, donc
x**(z*) = y**(m(2*)) = 0, ce qui contredit x**(z*) = z*(x) # 0.

Corollaire 2.2.5. Si X* est réflexif, alors X est réflexif.

En effet X** est alors réflexif et X “est” un sous-espace fermé de X**.

Transposée topologique

Définition. Soient X et Y deux espaces normés et f € L(X,Y); on appelle transposée
topologique de f (ou juste transposée) I'application f : y* — y* o f de Y* dans X*.
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MT404, Cours n°® 7, Lundi 18 Octobre 1999.

Espaces normés isomorphes

On dit que deux espaces normés X et Y sont isomorphes (en tant qu’espaces normés)
s’il existe une application linéaire continue T : X — Y bijective telle que T~! soit continue
de Y dans X (si X et Y sont complets, cette derniére condition est automatique par le
théoreme des isomorphismes).

Si X et Y sont isomorphes, on dispose d’un dictionnaire qui permet de transporter
toutes les notions topologico-algébriques de X a Y et inversement : au vecteur x € X on
associe y = T(z) € Y, et alors x = T~ !(y); & une forme linéaire z* € X* on associe
y* =a* o T~ = {T 1) (a*) € Y*, et inversement z* = y* o T = 'T(y*). Il n’est alors
pas surprenant que :

Si X est réflexif et si Y est isomorphe a X, alors Y est réflexif.

Soit en effet y** une forme linéaire continue sur Y*; alors z** = y* o {(T~!) est
dans X**, donc puisque X est réflexif il existe x € X tel que x**(z*) = x*(z) pour tout
x* € X*. On pose y = T(z) et on vérifie que y représente y** : soit y* quelconque dans
Y* et écrivons y* = t(T~1)(2*); on a

v ) =y o (TTH(@") = 2™ (2%) = 2% (z) = "T(y")(z) = y"(T(2) = y* (y),
ce qu’il fallait démontrer.

Exemple : I’espace ¢y n’est pas réflexif.

A toute forme linéaire z* € ¢ on associe la suite numérique (z*(e,)) (ou e, est
le niéme vecteur de la “base” habituelle) ; on vérifie que Z::B lz*(en)] < [|z*] (on
pose z*(e,) = r, €%, on r, = |z*(ey,)|, et pour chaque N > 0 on considere le vecteur
M) = ZSZO e ke, € co; ce vecteur est de norme 1 dans cg et on a la relation
¥ (2MN) = Zg:o |z* (er)] < ||x*||). On peut considérer la forme linéaire continue z** sur
c;y définie par

_|_
* * k% K\ = *
Vet €cy, x (ac)—g x*(en).
n=0

S’il existait un vecteur x = (z,) € c¢p qui représente z**, on devrait avoir z, = 1
pour tout entier n > 0, ce qui est impossible pour = € ¢y ; en effet, on devrait avoir
1 =a**(el) = el () = z,, (en désignant par e, € ¢ la forme linéaire qui associe a
chaque y € ¢y sa miéme composante ¥, ).

Pourquoi s’intéresser aux espaces réflexifs 7

Les espaces réflexifs ont une sorte de compacité : si (C,,) est une suite décroissante
de convexes fermés bornés non vides, I'intersection (), C,, est non vide. On en déduit
que si f est une fonction convexe continue sur un convexe fermé borné non vide C d’un
espace réflexif E, alors f atteint son minimum sur C. Cela permet de montrer que certains
problemes de minimisation ont une solution.

Exercice proposé.

a. Soient X et Y deux espaces normés; montrer que ’application j qui associe a
(x*,y*) € X* x Y* la forme linéaire sur X x Y définie par

j@ y*) (@, y) = 2" (z) + y* (y)
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est une bijection linéaire continue de X* x Y* sur (X x Y)* (on rappelle qu’on peut choisir
des normes sur le produit qui définissent la topologie produit).

b. Soit E un espace de Banach réflexif réel et soit (C,,) une suite décroissante de
convexes fermés bornés non vides de E ; on considere pour tout n > 0

A, ={(z",t) e E* xR:supz™(C,)+t <0} CE* xR.

Montrer que (A,,) est une suite croissante de convexes ouverts non vides. Séparer I’ensem-
ble A = J,, Ay, et 'ensemble B = {(0g+,s) : s > 0} C E* x R au moyen d’une forme
linéaire f continue sur E* x R telle que

f(z*,1) < inf f(B)

pour tout (z*,t) € A. D’apres a, f provient d'un couple (z**, ) € E** x R. Montrer

que p > 0. Puisque E est réflexif il existe x € E tel que x** = Ig(z). Montrer que

ptz e, Cn.

Transposée

Définition. Soient X et Y deux espaces normés et f € L(X,Y); on appelle transposée

topologique de f (ou juste transposée) I'application f : y* — y* o f de Y* dans X*.
Regroupons dans la proposition suivante les propriétés de la transposition :

Proposition. Soient X, Y et Z des espaces normés ;
(i) pour tout f € L(X,Y), I'application f est linéaire et continue et ||*f|| = || f|| ;
(#1) Papplication f — f est linéaire de L(X,Y) dans L(Y*,X*);
(74) pour tout f € L(X,Y) et tout g € L(Y,Z), on a'(go f) = 'f o'g (bien noter
Uinterversion de f et g).

Vérifions que ||'f|| < [|f]|- Soit y* € Y* tel que ||y*|| < 1. Pour tout vecteur x € X tel
que ||z]| <1 on a

f ) @)= 1y (f@D] < Iy 1@< My LAz < 11

d’ou il résulte que ||'f(v*)|| < ||f|| en prenant le sup sur x dans la boule unité de X,
puis ||*f|| < || f]| en prenant le sup sur y* dans la boule unité de Y*. Montrons I'inégalité
inverse. Pour tout € > 0, on peut trouver un vecteur z € X tel que ||z|| < 1 et tel que
| f(z)|| > || f]|—¢, puis une forme linéaire y* € F* telle que ||y*|| < Let y*(f(z)) = ||f(2)]|
(on applique Hahn-Banach, corollaire 1). Alors

11> 1 ) = 1f ) @) =y (f(@) = [F @) > 1£]] e

La démonstration des autres points est laissée en exercice.
|

Exemple : on considére I'application linéaire V de Ly (0, 1) dans lui-méme définie par

t
VDO = [ reds
pour toute fonction f € Lo et tout ¢ € [0, 1] (espace La réel ; on remarque que Lo (0,1) C

L1(0,1); il en résulte que 'intégrale est bien définie et qu’elle est continue par rapport a
t ; la fonction V(f) est en fait continue sur [0, 1]). Pour toute fonction g € Ly on considere
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la forme linéaire ¢, sur Lo définie par £,4(f) = fol fg; on sait que toute forme linéaire
continue sur Lg est de cette forme. On a alors pour toute f € Ly

/ 9() ()L 0cserery dids = / F(5)G(s) dt = ta(f)

ou G(s f g(t)dt. On en déduit que *V(¢,) = {g ; on préfere au bout d’'un moment
lalsser tomber la correspondance g — U4 et dire froidement que g est” une forme linéaire

sur Ly ; dans ce langage on écrira simplement que (*V)(g f g(t
3. Topologies faibles

On va définir des topologies faibles sur X et sur X* ; commencons par la topologie
sur X*, qui s’appelle topologie *-faible ou topologie o(X*,X) sur X*. L’espace dual X*
est un sous-ensemble de lensemble KX de toutes les fonctions de X dans K; on peut
munir cet espace de la topologie de la convergence simple (ou bien topologie produit) ;
la topologie x-faible sur X* est la topologie induite par la convergence simple.

Décrivons les voisinages. Pour que W C X* soit un voisinage x-faible du point
xy € X*, il faut et il suffit qu’il existe un nombre fini de vecteurs z;,...,z, € X et un
nombre € > 0 tels que

zy € W(zgix1,...,xn,6) ={2" € X:Vj=1,...,n, |z"(z;) —z5(z;)| <e} CW.

On dit ensuite que w est un ouvert *x-faible s’il est voisinage de chacun de ses points ; on
vérifie qu’il s’agit bien d’une topologie sur X*.

Remarquons que si X est de dimension infinie, un voisinage *-faible de z{ contient
toujours des droites affines, donc un voisinage *-faible n’est jamais borné dans ce cas;
en effet, étant donnés x4, ..., x,, le sous-espace F qu’ils engendrent est fermé et distinct
de X, donc il existe une forme linéaire y* non nulle et nulle sur F, c’est a dire telle que
y*(z;) = 0 pour j = 1,...,n; on voit alors que tous les points x + ty*, t € R de la
droite affine x§ + Ry* sont dans W(z{; x1,...,2,,¢€).

La topologie *-faible rend continues toutes les applications Ix(z) = z* — x*(x), on
x varie dans X. C’est la topologie la moins fine sur X* rendant continues toutes ces ap-
plications ; la topologie de la norme de X* rendant déja continues toutes ces applications,
la topologie *-faible est plus faible que la topologie de la norme sur X*.

Si X est de dimension finie, cette topologie sur X* est la topologie usuelle.

Cours n° 8, Mercredi 20 Octobre 1999.

Exemples.

— 1. La boule unité fermée Bx« est x-faiblement fermée. En effet, elle est égale a une
intersection d’ensembles x-faiblement fermés,

X*_m{x x)| <1}

LEEBX

— 2. Dans cet exemple, K = R ; soit (K, d) un espace métrique compact ; une proba-
bilité sur K est une mesure positive de masse 1 sur la tribu borélienne de K. Les mesures
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sont munies de la norme de dual de C(K). Si p est une probabilité, alors ||u|| = 1. En
effet, pour toute fonction continue ¢ telle que ||¢]|o < 1, on aura

\/wd#|§/|¢|dué/1du=1,

donc [|p|| < 1. D’un autre coté, p(1) = 1 montre que |||l = 1 puisque ||1]|s = 1.
L’ensemble P(K) des probabilités sur K est *-faiblement fermé dans M(K), considéré
comme dual de C(K) (on appelle topologie vague ce cas particulier de topologie *-faible).
En effet, on va voir que p est une probabilité si et seulement si ||u]] < 1 et pu(1) =1, et
ces deux conditions définissent des ensembles *-faiblement fermés; si p vérifie ces deux
conditions, nous devons voir que p est positive; si 0 < ¢ < 1, alors ||1 — p||s < 1 donc

1—/90du=/(1—s0)du§\|u|!§1,

donc [ @du > 0.

Exercice proposé :

—si f1,..., fn et g sont des formes linéaires sur un espace vectoriel Z telles que
vzeZ, ({A(2) = fal2) =+ = ful2) = 0} = g(2) = 0)
alors g est combinaison linéaire de f1,..., fy;

— soit X un espace normé; si g est une forme linéaire sur X* qui est x-faiblement
continue, alors elle est de la forme x* — x*(z) pour un certain z € X (indication : utiliser
la définition de la continuité, en prenant un disque D de rayon 1 a ’arrivée dans K et
un *-voisinage élémentaire V de Ox~ au départ, tels que g(V) C D ; utiliser la question
précédente).

Théoréme 3.2.2. Muni de la topologie o(X*,X) la boule unité de X* est compacte.

Ce théoreme est un corollaire du théoreme de Tykhonov que nous admettrons (voir
poly).

Théoréme 3.2.3 : théoreme de Tykhonov. Tout produit d’espaces compacts (muni de
la topologie produit) est compact.

Démonstration du théoreme 2. Seulement esquissée, voir poly pour plus de détails.
Prenons K = R pour fixer les diées. On a déja remarqué que X* est un sous-ensemble
de I'ensemble R* de toutes les applications de X dans R, et que la topologie o(X*, X)
est, par définition, la topologie induite sur X* par la topologie produit sur RX. Mais si
|z*|| < 1, la fonction z* définit une famille (z*(z))zex € R telle que |z*(x)| < ||z
pour tout = € X, donc un élément du sous-ensemble [,y [—||z||,||z| ] qui est compact
par Tykhonov ; il reste a vérifier que Bx+ est fermée dans ce compact. On a déja expliqué
que la condition ||z*|] < 1 est une condition fermée, et il reste a voir que la condition
“étre linéaire” est fermée pour la topologie produit : c’est facile. ..
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3.3. Suites faiblement convergentes

Il est intéressant de revoir certaines de ces propriétés de compacité “a la main”, et
avec des suites. Une suite (z)) C X* est x-faiblement convergente vers un vecteur z* si
et seulement si lim,, 2} (z) = z*(z) pour tout x € X (dans un sens c’est clair puisque
pour tout x € X, la fonction y* — y*(x) est x-faiblement continue ; dans 'autre sens il
suffit de considérer un x-voisinage élémentaire W = W(z*; 21, ..., 2k, ¢) de la limite z*
et de montrer que z; € W pour n assez grand).

Exemple. Si () est une suite de mesures sur le compact métrique K, on dit que p,, — p
vaguement si u, (@) tend vers p(p) pour toute fonction continue ¢. Si les (p,,) sont des
probabilités, la limite sera une probabilité puisque P(K) est *-faiblement fermé.

Remarques.

— 1. Si X est complet, toute suite x-faiblement convergente dans X* est bornée
(attention, erreur dans le poly & cet endroit : on n’y a pas supposé X complet). Ce
résultat provient du corollaire 2.1.2.

— 2. Si (z}) est une suite bornée dans X*, et si D est un sous-ensemble dense dans
X, il suffit de savoir que
Vd €D, z*(d)= lilgn xy,(d)

pour en déduire que la suite (z}) converge *-faiblement vers z*.

Soit en effet M une borne > 0 pour les ||z} ; on vérifie d’abord que ||z*|| < M : si
d € D,ona|z*(d)| <M ||d|| puisque x}(d) converge vers z*(d), puis on conclut facilement
|z*|] <M par densité de D dans la boule unité de X.

Soit z € X quelconque. On choisit d € D tel que ||z — d|| < ¢/(3M). On aura
|z} () —zf(d)| < M|l —d| <e/3, |[z*(z) —2*(d)| < M|z —d|| <e/3, et pour k > K on
aura |z} (d) — z*(d)| < €/3, ce qui donne par I'inégalité triangulaire : pour tout k£ > K,
on a |z} (x) — x*(x)| < £; on a donc montré la convergence de (z}(x)) vers z*(x) pour
tout x € X.

— 2 bis. Si (z}) est une suite bornée dans X*, et si D est un sous-ensemble dense
dans X, il suffit de savoir que

Vd € D, liian(d) existe

pour en déduire que z}, converge *-faiblement vers un certain élément z* € X*.

On modifie légerement 'argument précédent pour montrer que pour tout x € X,
la suite (x}(z)) est une suite de Cauchy de scalaires, qui converge donc vers une limite
¢(z). Il est clair que la limite est linéaire. On montre ensuite que ||¢| < M, donc z* = ¢
est bien dans X* et la suite (x}) converge *-faiblement vers x*.

Exemple. Prenons X = L,(0,27), avec 1 < p < +oo. La suite x; = g; définie par
gr(s) = sin(ks) tend =*-faiblement vers 0 dans L.
On prend D = C([0,27]), qui est dense dans X = L,. On vérifie que ||gx| < (27)"/¢
pour tout k, donc la suite (g;) est bornée dans le dual L. Il suffit donc de vérifier que
27

li]?n f(x)sin(ks)ds =0
0
pour toute f € D. On utilise le fait qu’une translation 7/k change peu la fonction
uniformément continue f, mais change le signe du sinus.
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Séparabilité
On dit qu’'un espace métrique (Z, d) est séparable s’il existe une partie dénombrable

D C Z qui soit dense dans Z. Les espaces R et C sont séparables (par exemple, Q est un
sous-ensemble dénombrable dense dans R).

— 1. Tout espace normé de dimension finie est séparable : si F est un espace vectoriel
de dimension finie sur K et si (z1,...,2,) est une base de F, ’ensemble dénombrable
D= {>"", Xiz; : \; € Q} est dense dans F.

— 2. Pour que X soit séparable, il faut et il suffit qu’il existe une suite croissante (F,,)
de sous-espaces de dimension finie de X telle que |J,, F;, soit dense dans X :

en effet, si D = {dy,d1,...,dy,,...} est dense et si F,, = Vect(do,...,d,), il est
évident que | J,, F;, est dense dans X puisque cet ensemble contient D. Inversement si | J F,,
est dense, on choisit D,, dénombrable dense dans F,,, et D = |J,, D,, sera dénombrable
et dense dans X.

Proposition 3.3.1. Si E est un espace normé séparable, toute suite bornée de E* admet
des sous-suites *x-faiblement convergentes.

Démonstration. Pour exprimer la démonstration, il est utile d’introduire une petite con-
vention de notation. Si M = {ng < ... < n; < ...} est un sous-ensemble infini de N,
convenons de noter la sous-suite (x,,;) par (,)nem. Soit donc (yx) une suite dense dans
E, et (z}) une suite bornée dans E*, telle que par exemple |z} || < 1 pour tout entier
n > 0. D’apres la remarque 2 bis ci-dessus, il suffit de trouver une sous-suite (z})nem
telle que (2} (yx))nem converge pour tout k > 0.

La suite de scalaires (z (y0)) est bornée, donc elle admet une sous-suite convergente
() (Y0))nem, - La suite (2} (y1))nem, €st encore bornée, donc on peut trouver un nouvel
ensemble infini My C My tel que la sous-suite (z)(y1))nem, soit convergente. En con-
tinuant ainsi, on construit une suite décroissante Mg D My D ... D M; D ... telle que
(7},(y;))nem, soit convergente pour tout j > 0.

C’est ici qu’intervient le procédé de la suite diagonale. Construisons un ensemble
infini M formé du premier élément ng de My, puis du premier élément n,; de M; qui
soit > ng, etc... On constate que pour tout entier k > 0, la sous-suite (7 (yx))nem est
convergente : en effet, I’ensemble M est contenu dans My a un ensemble fini pres, pour
tout k£ > 0.

Exemple 3.3.1. On verra un peu plus tard que si (K,d) est un compact métrique,
I'espace C(K) est séparable. Si (p,) est une suite de probabilités sur le compact (K, d),
il existe une sous-suite (fi,,,) et une probabilité p sur K telles que [ fdp = lim; [ f dpn,
pour toute fonction continue f sur K.

Exercice proposé. On suppose K = R. Soit p une mesure (de signe quelconque) sur le
compact métrique K, et soit (¢, ) une suite de fonctions de C(K) telle que ||pn|loo < 1
et ||| = lim, u(py) ; montrer que si v est limite vague d’une sous-suite de la suite de
mesures (¢nft)n, alors v est une mesure positive et v — p également (on retrouve ainsi la
possibilité d’écrire p = 1 — pa, avec py, g > 0).
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