MT404, Cours n° 16, Lundi 22 Novembre 1999.

Théoréme 5.4.2. Soient H un espace hilbertien complexe et T € L(H) autoadjoint ;
il existe un et un seul homomorphisme d’algebres de Banach unitaires complexes @t :
C(Sp(T)) — L(H) tel que pT(zsp(T)) = T. On notera f(T) = o1 (f).

De plus, @t est isométrique, (f(T))* = f(T) et f(T) commute avec tout opérateur
S qui commute avec T (donc f(T) est normal). On a

Sp(f(T)) = Sp(f) = f(Sp(T)).

Démonstration. On a vu que K = Sp(T) est contenu dans R, et surtout que ||P(T)| z(x) =
|P||c(x) pour tout polynome P € C[X]. Aussi, I’algebre A des fonctions sur K de la forme
s € K — P(s), pour P variant dans C[X], est dense dans C(K) par Stone-Weierstrass :
en effet,

— A contient les fonctions constantes.

— A sépare les points de K ; il suffit de prendre la fonction zx : s € K — s qui
provient du polynome X.

— A est stable par conjugaison ; cela provient du fait que K C R la fonction con-
juguée de s € K — P(s) est donnée par la fonction polynomiale s — P(s).

Supposons que (P,,) soit une suite de polynémes qui converge uniformémement sur K
vers une fonction f ; la suite (P,,) est de Cauchy dans C(K), donc (P, (T)) est de Cauchy
dans £(H) d’apres le caractere isométrique de P — P(T) ; la suite (P,,(T)) converge donc
en norme vers un opérateur S ; il faut voir que la limite est indépendante de la suite de
polynémes : si (Q,) converge uniformément vers f, on aura ||P,, — Qul/ck) — 0, donc
P,.(T) — Q.(T) tend vers 0, donc (Q,(T)) tend vers S qu’il devient légitime d’appeler
#(T) = ().

On pourra retenir que : pour toute suite (P,) de polynémes qui converge uni-
formément sur K vers la fonction f, la suite (P, (T)) tend en norme dans L(H) vers

f(T).

Il en résulte par continuité de la norme que
LF(T) | = lim [Py, (T) || = lim [[Pr[lcx) = [ Flle),

ce qui montre que I'application ¢ : f € C(K) — f(T) € L(H) est isométrique.

Si (P,,) converge uniformément vers f sur K et (Q,,) converge uniformément vers g
sur K, alors f(T)g(T) = lim(P,,Q,)(T) = (fg)(T) (utiliser la continuité du produit par
rapport au couple de variables, ou bien procéder en deux temps : (fQ,)(T) = f(T)Q,(T)
par une premiere limite, puis (fg)(T) = lim f(T)Q,(T) = f(T)g(T)), donc @1 est un
homomorphisme d’algebres de Banach unitaires complexes, isométrique. Il en résulte que
Sp f(T) = f(K), d’apres un principe général sur C(K) qui a été démontré précédemment.

Si ST =TS, on en déduit que SP,(T) = P, (T)S pour tout n, donc Sf(T) = f(T)S
par continuité du produit par S, a droite et a gauche. _

L’adjoint (f(T))* est la limite de (P,(T))* = P,(T); mais puisque K C R, la
fonction s € K — >~ ;G s’ est bien la complexe conjuguée de la fonction polynomiale P,,,

donc P,, tend uniformément sur K vers la fonction f, donc f(T) = f(T)*; il en résulte

que f(T)*f(T) = (ff)(T) = (ff)(T) = f(T)f(T)* donc f(T) est normal.
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On termine avec l'unicité (ce point a été oublié a ’amphi). Si ¢ est un homomor-
phisme d’algebres unitaires tel que p(zk) = T, on aura p(P) = P(T) pour toute fonction
polynomiale P ; 'ensemble des f € C(K) telles que ¢(f) = ¢1(f) est fermé par conti-
nuité, et contient le sous-ensemble dense A, donc il est égal a C(K).

Compléments sur les hermitiens
Soit H un espace de Hilbert sur K = R ou C et soit T un endomorphisme de H.
Si K =C et si (T(x),z) est réel pour tout x € H, alors T est hermitien.

En effet, en décomposant le nombre supposé réel (T(z+y), z+y) on voit que (T(x),y)+
(T(y), z) est réel ce qui indique que (T(z),y) et (x, T(y)) ont la méme partie imaginaire ;
en appliquant a ¢z on conclut que les deux nombres sont égaux, pour tous x,y € H, donc
T est hermitien.

Soit p un projecteur continu sur H (p?> = p) ; alors p est hermitien si et seulement si
p est un projecteur orthogonal.
Soit F = p(H) ; ce sous-espace est fermé car il est le noyau de Idy —p ; pour tout y € F
on a si p est hermitien :
(p(z),y) = (z,p(y)) = (2,y)
ce qui montre que z — p(z) est orthogonal a tous les vecteurs y de F, donc p = Pyp.
Réciproquement, on a

(Pr(z),y) = (Pr(z),Pr(y) = (z,Pr(y))

pour tous z,y € H.

Si T est hermitien, son noyau est I'orthogonal de I'adhérence de I'image. On a donc
H = ker(T) & im(T).
Dire que T(x) = 0 équivaut a dire que (T(x),y) = 0 pour tout y, c’est a dire que
(x,T(y)) = 0 pour tout y ; ceci signifie que x est dans le noyau de T si et seulement si x
est orthogonal a I'image de T. Pour finir, 'orthogonal de 'image est égal a I’orthogonal
de 'adhérence de I'image (continuité du produit scalaire).

Si T est hermitien et s’il existe ¢ > 0 tel que |T(z)|| > c||z| pour tout x, alors T
est inversible. 1 en résulte que toute valeur du spectre est une valeur propre approchée.

En effet, I’hypothese entraine que le noyau est réduit a 0, donc I'image est dense ; mais
on a vu que 'hypothese entraine aussi que I'image est fermée, donc égale a H ; on a alors
T bijectif, et on a méme une majoration de la norme de 'inverse par ¢~ 1.

Si A est une valeur spectrale de T, X est réel, 'opérateur T — A Idy est hermitien et
n’est pas inversible, donc il existe une suite (z,) C H telle que ||z,|| = 1 pour tout n et

T(z,) — Az, — 0; il en résulte que

A = lim (Az,,, z,,) = im (T(x,,), ).

On dit que T est hermitien positif si T est hermitien et si (T(x),z) > 0 pour tout
x € H. Dans le cas complexe, il suffit de dire que (T(z),x) est réel et positif pour tout
x € H (Popérateur sera automatiquement hermitien d’apres I'un des points précédents ;
dans le cas réel on peut avoir (T(z),z) > 0 pour tout = € H sans que T soit hermitien :
il suffit que T soit proche de Idyg, T = Idg +R avec ||R|| petite ; mais 'opérateur T ne
sera hermitien que si R est hermitien).



D’apres ce qui précede il est clair que le spectre d’un hermitien positif est contenu
dans [0, +o0|.

Si T est hermitien positif,

IT[] = sup{(T(x), z) : [l]| <1}.

Il est clair que (T(z),z) < ||T|| ||z]|* < ||T|| pour tout = tel que ||z|| < 1. Pour mon-
trer I'inégalité inverse, on peut utiliser Cauchy-Schwarz appliqué a la forme sesquilinéaire
positive p(z,y) = (T(z),y), ou bien utiliser le spectre et les valeurs propres approchées :
si T est hermitien positif, Sp(T) C [0, +oo[. Comme on sait que ||T| = p(T), il existe
une valeur spectrale de module ||T||, il en résulte donc que ||T|| appartient au spectre ; il
existe donc une suite (z,) C H de vecteurs de norme un telle que (T(z,), x,) tende vers
A= T
Exemples d’hermitiens positifs : les projecteurs orthogonaux ; les produits S*S, avec S
quelconque ; le carré d’un hermitien.

Exemples, commentaires.

Supposons que T soit diagonal dans une base orthonormée, avec coefficients dia-
gonaux (A,) (réels); l'opérateur f(T) est 'opérateur diagonal de coefficients (f(\,));
démonstration : passer a la limite a partir du cas polynomial.

Supposons que T soit 'opérateur My, : L2(0,1) — L2(0,1) de multiplication par une
fonction ¢ réelle continue. On voit que pour tout polynéme P l'opérateur P(M,,) est
I'opérateur de multiplication par la fonction s € [0,1] — P(p(¢)), donc a la limite f(M.,,)
est 'opérateur de multiplication par s — f(¢(s)), c’est a dire que f(M,) = Myo,,.

Si f est une fonction réelle positive sur K = Sp(T), alors f(T) est hermitien positif :
il suffit de considérer g(s) = 1/ f(s) qui est une fonction continue sur K. Alors ¢g(T) est
hermitien et f(T) = (g(T))? est hermitien positif.

Exercice proposé : soient S un opérateur quelconque sur H, et f une fonction continue
sur [0, +o00o[; montrer que Sf(S*S) = f(SS*)S.

Le cas hermitien sur un espace réel. Complexification

Soit H un espace de Hilbert réel, dont le produit scalaire sera noté x .y pour éviter
les confusions avec le produit scalaire dans le complexifié ; le complexifié de H est I’espace
He = H + ¢H de tous les vecteurs z = x 4 iy ou =,y € H; cette écriture est simplement
une écriture symbolique commode pour un couple (z,y) € Hx H. SiA=a+1ib € C, on
pose \z = (ax — by) +i(by + ax). On vérifiera les axiomes d’espace vectoriel complexe. . .

On définit le produit scalaire (complexe) sur He en posant

(z+iy, 2’ +iy') = (@ +iy) . (2" —iy') = (v.2" +y.y) +ily. 2" —2.y).

Lorsque z = x+iy, on voit que (z,2) = z.x+y .y = ||z||>+|ly||?, ce qui donne un produit
scalaire sur H x H dont la norme associée est ||z|| = (||=(|* + HyHQ)1 ?.Siz=z+1i0, on
a 2] = l=[].

A tout opérateur T € L£(H) on associe 'application T¢ de He dans lui-méme définie
par Tc(z +iy) = T(z) +iT(y) ; on vérifie facilement que T¢ est C-linéaire. De plus :

Papplication T — T¢ est un homomorphisme isométrique de R-algébres de Banach
unitaires. De plus, (T*)c = (T¢)* et T¢ est inversible si et seulement si T est inversible.
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Il est clair que 'application est R-linéaire, que (ST)c = ScTc, (Idy)c = Idn, ; si
z =x 41y,

ITc ()1 = IT@)I* + 1T < ITI Wl + yl*) = ITI ][,

donc || T¢|| < ||T] ; I'inégalité inverse est claire en regardant les vecteurs z = x 4 i0. Pour
I’adjoint,

(T(z) +iT(y), 2" +iy') = (T(z) +iT(y)) . (¢" —iy');
En développant, chaque produit scalaire T(u).v’, avec u = z,y et v/ = /.y sera trans-
formé en u.T*(v") et il n’y a plus qu’a remonter les morceaux.

Si P € R[X], il résulte de la propriété d’homomorphisme unitaire que (P(T))c =
P(T¢). Si T est hermitien, son image T¢ est un opérateur hermitien de spectre K =
Sp(T(C) réel.

Cours n° 17, Mercredi 24 Novembre 1999.

Spectre réel

Si H est un espace de Hilbert réel et si T € L(H), on constate que le complexifié T¢
est inversible dans L(Hc) si et seulement si T est inversible dans £(H).

En effet, sl existe S € L(H) tel que ST = TS = Idy il en résulte que ScT¢ =
TcSc = Idg,., donc T est inversible. Inversement, supposons T¢ inversible ; alors T est
injectif : si T(x) = On, alors T¢(x + i0g) = Op,, donc z + i0 = 0, donc = = O ; de
plus T est surjectif : pour tout x € H il existe z = 2’ + iy tel que T¢(2') = x + 0, ce
qui donne T(z") = z; on en déduit que I'inverse est continu, soit par le théoreme des
isomorphismes, soit en utilisant la norme de (T¢)™!.

Il en résulte que pour tout A € R, 'opérateur T — A Idy est inversible si et seulement
si Tc — AIdp, est inversible. Si on introduit le spectre réel de T en posant

Spr(T) ={A€R: T — Aldy non inversible }

on voit que Spy(T) = RNSp(T¢). Cette notion de spectre réel n’est pas tres intéressante
en général, car il est possible que Spg(T) soit vide et ne donne aucune information. Mais
dans le cas ou T est hermiten, on sait que T¢ est hermitien aussi, donc son spectre est
réel et Spr(T) = Sp(T¢) dans ce cas.

Passons au calcul fonctionnel continu pour les hermitiens réels. Si P est un polynome
réel et si T € L(H) est hermitien, on a T¢ hermitien, P(T¢) hermitien, donc

IP(D)| = [(P(T))cll = IP(Te)ll = IPllcspre))-

Si on pose K = Sp(T¢) = Spr(T) et si f est une fonction réelle continue sur K, on
a dit qu'il existe un polynéme P € C[X] tel que |f(s) — P(s)| < e pour tout s € K.
Comme s est réel, il est clair que si Q € R[X] est le polynéme obtenu a partir de P en
prenant comme coefficients les parties réelles des coefficients de P, alors Q(s) = Re P(s),
donc [f(s) — Q(s)] = |Re(f(s) — P(s))| < |f(s) — P(s)| < e. On voit donc que I'algebre
AR des fonctions polynomiales a coefficients réels est dense dans Cg(K). On continue la
démonstration comme avant. On obtient donc

Corollaire. Soient H un espace hilbertien réel et T € L(H) autoadjoint ; il existe un et
un seul homomorphisme d’algebres de Banach unitaires réelles o7 : Cr(Spg(T)) — L(H)

tel que pr(2sp(Ty) = T. On notera f(T) = @r(f).
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De plus, o1 est isométrique, (f(T))* = f(T) est hermitien pour toute f (forcément
réelle dans ce contexte) et f(T) commute avec tout opérateur S qui commute avec T.
On a

Spr(f(T)) = f(Spr(T)).

La démonstration de 'unicité a été oubliée dans le théoreme complexe; elle se
démontre comme ['unicité dans le cas réel, que nous allons donner maintenant. Soit
K = Spg(T) et soit ¢ un homomorphisme d’algebres de Banach réelles unitaires de
Cr(K) dans £(H) tel que ¢(zk) = T ; par définition, on a p(2%) = p(1) = Idg = T?, et
¢(2%) = T* pour tout k > 1 (la fonction 2& est la fonction monéme s — s¥) ; il en résulte
puisque ¢ est de plus linéaire que pour toute fonction polynomiale f : s — P(s), I'image
o(f) est P(T) = ¢1(f). De plus, ¢ est continue par définition des homomorphismes
d’algebres de Banach, et I’ensemble

E={feCr(K):o(f)=¢r(f)}

est donc fermé, et il est dense puisqu’il contient I’algebre Ar qui est dense dans Cr(K);
cet ensemble E est donc égal a Cr(K), donc ¢ = ¢r.

Composition de fonctions

Soit H un espace de Hilbert sur K = R ou C ; soient T un opérateur hermitien sur H,
et f une fonction réelle sur K = Sp(T) ; alors S = f(T) est hermitien et Sp(S) = f(K).
Posons L. = f(K); pour toute fonction continue g sur L, a valeurs dans K, on peut
considérer I'opérateur g(S) = g(f(T)). On a

g9(f(T)) = (g o /)(T).

Démonstration : 'application ¢ : ¢ — g o f est un homomorphisme d’algebres de

Banach unitaires complexes de C(L) dans C(K). La composition ¢ = T 01 est un ho-
momorphisme d’algeébres de Banach unitaires complexes de C(L) dans L(H), et ¢(z1,) =
er(¥(z)) = e1(f) = f(T) = S. D’apres I'unicité, ¢ est égal a 'homomorphisme g,
donc ¢(g) = (g0 f)(T) = g(S) = g(f(T)).
Remarque. La limitation a f réelle vient du fait que nous n’avons introduit pour 'instant
que le calcul fonctionnel g(S) pour S hermitien; nous devons donc demander pour
I'instant que S = f(T) soit hermitien, donc f réelle; cette restriction sera levée plus
tard.

Application : racine carrée des hermitiens positifs

On prend encore K = R ou C. On rappelle que si T est hermitien positif, alors
Sp(T) C [0,+oc[. La fonction s > 0 — 4/s est continue sur le spectre de T, ce qui
permet de définir /T = f(T). D’apres la propriété d’homomorphisme, on a (v/T)? =
f?(T) = 2x(T) = T. De plus, on a vu que f(T) est hermitien positif puisque f est réelle
> 0 sur le spectre de T.

Proposition 5.1.1. Pour T hermitien positif, l'opérateur /T est I'unique hermitien
positif S tel que S = T.

Démonstration. Soit S un opérateur hermitien positif tel que S? = T ; considérons le
spectre K = Sp(S) C [0, +oc[, et considérons sur K la fonction f : s — s2, puis sur
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L = f(K) C [0, +oo[ la fonction g(t) = v/t. Du fait que K C [0, +oc[, on vérifie que
g(f(s)) = Vs%2 = s pour tout s € K, donc le résultat de composition nous donne, puisque

(
gof=

N

S= (g0 f)(S) =g(f(9)) = g(S?) = g(T) = VT.

Bien entenu il n’y a pas unicité si on ne demande pas que la racine soit positive : il suffit
de considérer —v/T pour avoir une autre racine hermitienne.

Calcul fonctionnel, suite : le cas unitaire

Un U € L(H) est dit unitaire si U*U = UU* = Idy. Remarquer qu’un unitaire
est normal. La théorie est plus intéressante si K = C, ce que nous supposerons dans ce
paragraphe.

Exemples. Soient T un opérateur hermitien, et K = Sp(T) ; si f est une fonction continue
sur K, & valeurs complexes et telle que |f(s)] = 1 pour tout s € K, il en résulte que

U = f(T) est unitaire. En effet, (f(T))* = f(T) donc
U"U = /(T)(T) = (F/)(T) = I(T) = Idg,

et U*U = UU*. Considérons par exemple f(t) = (1 + it)/(1 — it) pour tout t € R; on
vérifie que cette fonction est de module 1 ; elle donne une bijection continue de R sur le
cercle unité privé du point —1. Si T est hermitien, alors f(T) = (Idyg +4T)(Idy —iT) ™!
est unitaire.

Exercice proposé. Soit A un opérateur sur H, tel que ||A|| < 1; montrer qu’il existe un
unitaire U sur H & H, admettant une représentation matricielle

o=(2 %)

ot B, C et D sont & choisir parmi &A*, +/Idg —AA*, &/Idyg —A*A.

Remarque. On a U*U = Idy si et seulement si U est une isométrie de H dans H, c’est a
dire que |U(z)|| = ||z|| pour tout z € H.

On écrit
[U(2)]|* = (U(z), U(z)) = (U"U(x), z).
Si U*U = Idy, il en résulte que |U(z)||* = ||z||* pour tout = € H ; réciproquement, si U
est isométrique il en résulte que

<(U*U>(x)v $> = <23, QL‘>

pour tout x, ce qui entraine ((U*U)(x),y) = (x,y) pour tous x,y par polarisation, puis
U*U = Idy.
Les opérateurs unitaires sont exactement les opérateurs isométriques surjectifs.

Si U est unitaire, il est surjectif puisqu’inversible, et isométrique puisque U*U = Idy.
a l'envers, si U est isométrique, alors U*U = Idy ; si U est surjectif, son inverse algébrique
existe et sera lui aussi isométrique donc continu, donc U est inversible, et I'inverse est
U* puisque c’est déja I'inverse a gauche.

Si on a seulement U*U = Idy, U est une isométrie de H sur im(U).
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Exemple : isométrie U de Lo (0, 1) sur Ly(0,1/2) donnée pour toute f € Ly par U(f)(s) =
V2 f(25) si 0 < s < 1/2 et 0 sinon.

Lemme. Si U est unitaire, son spectre est contenu dans le cercle unité T.

Démonstration. Il est clair que ||U|| = 1, donc Sp(U) est contenu dans le disque unité
fermé. Par ailleurs si |\| < 1, on écrit U—AIdg = U(Idg —AU*) qui est inversible puisque
|AU*|| = |\ < 1.

Rappel : la norme de P(T) quand T est normal est égale au max de |P(\)| pour
A € Sp(T) (quand T est normal, alors P(T) est normal, donc sa norme est égale au
rayon spectral, et par le petit théoréme spectral, le spectre de P(T) est P(Sp(T))). Les
unitaires sont normaux, donc cette remarque peut leur étre appliquée.

Le probleme de Stone-Weierstrass ici : les polynémes ne sont plus denses dans C(T) ;
il faut ajouter la fonction z (qui est égale a 1/z pour les points z du cercle).

On considere ici I'algebre de toutes les fonctions f sur K = Sp(U) C T de la forme

N N N
VzeK, f(z)= Z apz’ = Zakzk + Za_kzk.
k=0 k=1

k=—N

11 est facile de constater qu'il s’agit d’une algebre de fonctions (plus facile sur la premiere
expression), stable par conjugaison (plus clair sur la deuxiéme), contenant les constantes
et séparant les points de T, donc de K (prendre z — z!) Cette nouvelle algebre A est donc
dense dans C(K), et on va appliquer la méme stratégie : définir une isométrie linéaire de
A dans L(H).

Soit

f(z) = Z apz”

k=—N

une fonction de A et

P=a_n+anuX+-+aXN 4+ +angX.

On a f(z) = 2z NP(z), donc |f(2)| = |P(z)| pour tout z € T. Considérons T =
ZI,;T:?N arU*, que l'on aura envie d’appeler f(U). On note que T = U~NP(U). Ceci
aide a vérifier que 'on a bien l'isométrie cherchée, puisque ||T| = ||P(U)|| grace au

caractere unitaire de U™N,
Pour tout nombre A € T, on a |f(\)| = |P(\)], donc

N
1fllcao) = [IPllea) = IP(U)] = || Z a, UF
k=—N

Y

ce qui donne comme avant une isométrie a partir de la nouvelle algebre A. On termine
comme avant.



MT404, Cours n° 18, Lundi 29 Novembre 1999.

Fin du cas unitaire : on considere un opérateur unitaire U d’un espace de Hilbert
complexe H ; le spectre K = Sp(U) est contenu dans le cercle unité T du plan complexe.
On considere 'algebre A de toutes les fonctions f sur K de la forme

. . . N
ot les (cy) sont des coefficients complexes. On a vu que si on pose V.= >, ¢ U* (les
puissances négatives s’interpretent facilement puisque U est inversible), on a

N
V]| =sup{| > cre™|:e? €K}
k=—N

Ceci permet de voir d’abord que V ne dépend que de la fonction f € A, et permet de
définir f(U) pour f € A, avec de plus || f(U)|| = || fllck)- De plus 'algebre A est dense
dans C(K) par Stone-Weierstrass. On en déduit comme d’habitude un prolongement a
C(K). On peut maintenant énoncer un énoncé tres voisin de celui qui est dans le poly,
énoncé qui regroupe les cas hermitien et unitaire.

Théoréme 5.4.2. Soient H un espace hilbertien complexe et T € L(H) autoadjoint ou
unitaire ; il existe un et un seul homomorphisme d’algébres de Banach unitaires complexes
ot : C(Sp(T)) — L(H) tel que or(zsp(ry) = T. De plus, o1 est isométrique; or(f)
commute avec tout opérateur qui commute avec T et, pour tout f € C(Sp(T)) on a
or(f)* = p1(f) (donc f(T) est normal). Enfin,

Sp(f(T)) = f(Sp(T)).

Exemples et applications

Faisons le point sur les hermitiens positifs ; les différents morceaux ont été vus déja,
mais de fagcon un peu éparpillée; si T est un opérateur hermitien, les trois conditions
suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur T est hermitien positif.

2. Le spectre de T est contenu dans [0, +0o0[.

3. Il existe un opérateur S tel que T = S*S (ou bien il existe V hermitien tel que
T =V?).

Démonstration. Si T est hermitien, on a vu que pour toute valeur spectrale \ de T il
existe une suite (z,) de vecteurs de norme un telle que A = lim, (T(x,),z,). Si T est
positif, il en résulte que A est réel > 0.

Si K = Sp(T) est contenu dans [0, +o0o[, on peut considérer la fonction continue f
définie sur K par f(t) = v/t. Puisque cette fonction est réelle, V = f(T) est hermitien.
De plus, f2(t) =t pour tout ¢t € K (parce que t > 0), donc f? est la fonction identique
2 ; il en résulte que T = f2(T) = (f(T))? = V2 = V*V.

Si T = S*S, alors T* = S*S* = S*S est hermitien, et on a pour tout x € H

(T(x),x) = (S™S(x),x) = (S(x),S(x)) = 0.
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On en déduit une majoration de (T(z),x) a partir des bornes du spectre : si T est
hermitien et si Sp(T) C [a, b], alors

alr,z) < (T(x),z) < bz, x)

pour tout z € H. En effet, S = T — aldy est hermitien parce que a € R, et on voit
facilement que Sp(S) = Sp(T) —a C [0,b — al, ce qui montre que S est hermitien positif,
donc

0 < (S(z),z) = (T(x),z) — alz, x).

On procede de méme pour b en considérant bIdy —T.

Exemple. Pour tout s € R considérons la fonction f, définie sur R par f,(t) = e®t. Si T
est hermitien, on peut considérer pour tout s 'opérateur U, = f,(T) = €T, C’est un
opérateur unitaire (j’ai oublié de dire pourquoi & ’'amphi : c’est parce que f,f, = 1, ce
qui entraine que U,U* = f,(T)f,(T) = U:U, = Idy). De plus fs, fs, = fs,+s, POUr tous
81,82, donc Uy, Uy, = Ug, 45,. On dit qu’on a un groupe d’unitaires. On verra plus loin
dans le cours (derniere page du poly, théoreme de Stone) une réciproque de ce fait, mais

elle demandera de considérer des hermitiens non bornés.

Exemple. Le shift bilatéral sur ¢2(Z). A toute suite x = (z,)nez dans ¢2(Z) on associe
S(z) € ¢5(Z) définie par S(z),, = x,—1 (décalage d’un cran vers la droite). Il est clair que
S est isométrique, et bijective ('inverse est le décalage a gauche), donc S est unitaire.
On va voir que son spectre est le cercle unité entier. Pour tout A € T, considérons un
vecteur z, ayant n coordonnées successives non nulles égales & n~1/ Za, a7 ),
On voit facilement que ||z,| = 1 et ||S(zn) — Az, = 2//n — 0, donc S — A1dg n’est
pas inversible. On va montrer un autre modéle pour 'opérateur S, qui rend son calcul
fonctionnel facile.

Opérateurs unitairement équivalents. Soient H; et Ho deux espaces de Hilbert, et U :
H; — Hs un opérateur unitaire, c’est a dire que U*U = Idyg, et UU* = Idy,. A tout
opérateur Sy € L(Hs) associons 'opérateur S; = U*SoU € L£(H;p). On vérifie que So — S
est un homomorphisme 1 d’algebres de Banach unitaires de £(Hz) dans £(Hy), et de
plus Sp(S2) = Sp(S1) (parce que S; — Aldy, = U*(Sy — Aldpy,)U). Si Ty € L(Hs) est
hermitien ou unitaire, K = Sp(T2) = Sp(T1), et si on considere ¢ = 1 o p,, on obtient
un homomorphisme ¢ d’algebres de Banach unitaires complexes de C(K) dans £(Hj) tel
que p(zk) = T1, donc ¢ = ¢7,. Il en résulte que pour toute fonction continue f sur K,

f(T1) = (f(T2)) = U f(T2)U.

Revenons au shift bilatéral. Considérons l'espace Hy = L2([0, 27]) muni de la mesure
dt/2m et de la base (hy)nez ol h, est la fonction définie par h,(t) = e (base de
Fourier). Considérons sur Hy l'opérateur To de multiplication par la fonction g définie
par g(t) = e'. Par aileurs on considere I'espace H; = ¢5(7Z), avec sa base naturelle (e,,)nez
(le vecteur e,, a pour coordonnées e, (m) = 0y m, symbole de Kronecker). Considérons
I'isométrie surjective U de Hy sur Hy définie par U(e,) = h,, pour tout n € Z, puis
I'opérateur U*T2U. On voit que cet opérateur envoie e, sur e,y; pour tout n : c’est
le shift a droite S. On voit donc que le shift S sur ¢5(Z) est unitairement équivalent a
I'opérateur de multiplication par la fonction ¢t — e sur Hs.

On a dit que le calcul fonctionnel des opérateurs de multiplication est simple : si f
est une fonction continue sur T, Popérateur f(Ts) est opérateur de multiplication par la
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fonction t — f(e'). Les considérations de ce paragraphe sont un prélude au contenu du
chapitre 7 : on y verra que les longs développements de ce chapitre 5, un peu prolongés,
permettent de dire que tout opérateur hermitien ou unitaire est unitairement équivalent
a un opérateur de multiplication, pour lequel on a dit que le calcul fonctionnel était
simple !

Autrement dit : on verra que tout était simple, mais c¢’était difficile de s’en apercevoir.

Le cas général : opérateurs normaux

Il n’y a pas vraiment de raison de s’arréter aux opérateurs hermitiens ou unitaires.
Ce ne sont que deux cas particuliers des opérateurs normaux, et la théorie du calcul
fonctionnnel continu se généralise dans son bon cadre a ces opérateurs. Il y a cependant
des difficultés supplémentaires, qui ont conduit a renoncer a faire figurer ce cas dans le
poly.

Dans les deux cas particuliers de calcul fonctionnel traités en cours, l'opérateur
adjoint T* était directement une fonction de T : trivialement dans le cas hermitien,
puisqu’alors T* = T, mais aussi dans le cas unitaire ot T* = T~!. Cela ne sera plus
vrai dans le cas général d’un opérateur normal, et il faudra demander explicitement
que I'homomorphisme @1 envoie la fonction Zkg sur T* (en notant comme d’habitude
K = Sp(T)).

Il faut aussi généraliser nos polynomes : si la fonction zx est envoyée sur T et la
fonction Zk sur T*, alors I'image de zkzk doit étre TT* ; dans le cas hermitien ou unitaire,
la fonction zxZk s’exprime & partir d’'un polynome en zk (2% dans le cas hermitien et 1
dans le cas unitaire) ; ceci n’est plus vrai maintenant, et la fonction zxZk est une nouvelle
fonction qui doit étre gardée dans notre algebre de “polyndémes” ; bien str le probleme
ne s’arréte pas 13, et nous devons considérer z? Zj; pour tous entiers p, ¢ > 0. On pourrait
dire que nous devons considérer 1'algebre C[X, Y] des polynomes en deux variables, puis
prendre l’ensemble des fonctions sur K = Sp(T) obtenues en remplacant X par zk et
Y par Zk. Disons simplement que notre algebre de base A qui remplacera 'algebre des
polynomes sera 'algebre de toutes les fonctions f sur K de la forme

N
VzeK, f(z)= Z Cp g2 7.

p,q=0

On a envie de poser ensuite

N
f(T) = Z Cp,q TP (T7)9,

p,q=0

mais on n’est pas encore sur que l'opérateur ainsi écrit ne dépend que de la fonction f
sur K.

La stratégie de démonstration sera toujours la méme : l'algebre A considérée est
dense dans C(K) par Stone-Weierstrass (facile), et 'application que nous avons en téte
sera isométrique. Nous admetrons sans démonstration le résultat qui suit.

Théoréme. Soient H un espace hilbertien complexe et T € L(H) normal ; posons K =
Sp(T) ; il existe un et un seul homomorphisme d’algébres de Banach unitaires complexes
ot : C(K) — L(H) tel que pr(zk) =T et o1(Zx) = T*. On notera f(T) = o1 (f).
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De plus, ¢t est isométrique, (f(T))* = f(T) (donc f(T) est normal) et f(T) com-
mute avec tout opérateur S qui commute avec T. On a

Sp(f(T)) = Sp(f) = f(Sp(T)).

Composition : le cas général

Soient T un opérateur normal, K = Sp(T) et soit f une fonction continue sur K.
Posons L = f(K) € C; on a un homomorphisme d’algebres de Banach 1 de C(L)
dans C(K) défini par ¥(g) = g o f pour toute g € C(L). Considérons ’homomorphisme
¢ = 1o pr, et cherchons les images de 21, et Zr,. On voit que 9 (21,)(t) = 2(f(t)) = f(t)
pour tout ¢t € K, donc ¥(z1,) = f, et ¥(ZL)(t) = f(t), donc ¥(ZL) = f. On a donc
o(z1) = f(T) et o(z) = f(T) = (f(T))*; d’apres Punicité, on en déduit que ¢ = p(T).
On obtient donc en toute généralité :

g9(f(T)) = (g o /)(T).

Cours n° 19, Mercredi ler Décembre 1999.

6. Quelques classes d’opérateurs

6.1. Applications linéaires compactes

Définition 6.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach ; une application linéaire con-
tinue T € L(E, F) est dite compacte si'image T(Bg) par 'application T de la boule unité
fermée By de l'espace E est relativement compacte (en norme) dans F. On note K(E, F)
I'ensemble des applications linéaires compactes de E dans F. On pose L(E) = L(E, E).

Rappelons qu’'une partie A d’'un espace topologique séparé X est dite relativement
compacte dans X si A est compacte. Dans le cas d’un sous-ensemble A d’un espace de
Banach E, il est agréable de retenir un critere qui utilise le caractere vectoriel de I’espace
ambiant : pour que I'adhérence de A soit compacte dans I'espace de Banach E, il faut et
il suffit que A vérifie les deux conditions suivantes :

— ’ensemble A est borné ;
— pour tout € > 0, il existe un sous-espace vectoriel L. C E de dimension finie tel
que tout point de A soit a une distance < ¢ de L, :

Ve e A, dist(x,L:) <e.

Si 'adhérence de A est compacte il est facile de vérifier que le critere est satisfait ; on va
esquisser la démonstration de I’autre direction. Supposons les deux conditions du critere
vérifiées et soit (x,) une suite dans A. On va montrer d’abord que pour tout £ > 0 on
peut extraire une sous-suite telle que ||z,, — x,,|| < € pour tous k,¢. On commence
par trouver z), dans A tel que ||z, — 2},|| < €/8 pour tout n ; ensuite d’apres le critere
appliqué avec £/8 il existe un espace de dimension finie L tel que tout point de A soit a
distance < €/8 d’un point de L ; on peut donc trouver y,, € L tel que ||y, — .|| < €/8, ce
qui donne ||z, — y,|| < /4. Par ailleurs la suite (z,,) est bornée, donc il existe M tel que
|zn]| < M pour tout n, donc |ly,| < M + £/4 est bornée aussi, et située dans ’espace
de dimension finie L ; d’apres Bolzano-Weierstrass, on peut trouver une sous-suite (yy, )
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convergente, qui vérifiera donc pour k, ¢ assez grands ||yn, — yn,| < €/2. En revenant
aux (z,) on obtient |z, — zp,|| < € avec I'inégalité triangulaire.

On appliquera ce premier pas successivement avec € = 1/2,1/4, etc... en prenant
a chaque fois une sous-suite de la sous-suite précédente, puis on prendra une sous-suite
diagonale qui sera de Cauchy, donc convergente dans ’espace complet E.

Proposition 6.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach ; I'ensemble IC(E, F) est un
sous-espace vectoriel fermé de L(E, F).

Soient E, F et G des espaces de Banach, S € L(E,F) et T € L(F,G);si S ou T est
compacte alors TS est compacte. En particulier, IC(E) est un idéal bilatére de L(E).

Démonstration. Soient T; et Ty deux applications linéaires compactes de E dans F, et
considérons les ensembles A1 = T1(Bg), Az = T2(Bg) et A = (T1+T2)(Bg) ; appliquons
le critere précédent a I’ensemble A ; tout d’abord, T;+T5 est continue, donc A est borné ;
ensuite, pour tout € > 0 il existe deux sous-espaces vectoriels L; et Ly de dimension finie
de F tels que, pour j = 1,2, tout point de A, soit & une distance < ¢/2 de I’espace L;. Le
sous-espace L = L; + Ly est de dimension finie et les points de A; sont a fortiori a une
distance < €/2 de L. Soit y un point quelconque de A ; on peut écrire y = T (z) + Ta(x),
avec € Bg, donc T;(z) € Aj. Il existe 21,22 € L tels que || T;(x) — 2| < /2, d’ou
résulte que ||z — (21 + 22)|| < € et dist(y, L) < e.

Pour voir que I’ensemble des opérateurs compacts est fermé dans L(E,F) : voir le
poly.

Montrons pour finir les propriétés de composition. Supposons S € L(E, F) compacte ;
si K C F est compact et contient I'image S(Bg), alors T(K) est compact et contient

I'image TS(Bg), donc TS est compacte. Pour Pautre cas, voir le poly.
|

Exemples 6.1.1.

1. II est clair que tout opérateur T de rang fini est compact : en effet, ’ensemble
T(Bg) est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de dimension finie. D’apres le
résultat précédent, toute limite T en norme d’opérateur d’une suite (T,,) d’opérateurs
de rang fini est compacte. C’est une méthode assez efficace pour vérifier que certains
opérateurs sont compacts : par exemple, si ¢,, — 0, opérateur A, de ¢, dans £, (ou de
co dans c¢g) défini par A.((x,)) = (chzy) est compact.

On commence par remarquer que la norme de A, dans £(¢,) est majorée par ||c||oc-
Ensuite, pour tout entier N on consideére la suite ¢ telle que C7(1N) =c, sin < N et
N = 0 sinon; Vopérateur Txy = A, est de rang fini, et ||A. — Tn|| est majoré par
e — ¢ |0 = sup,,~ |cn| qui tend vers 0 parce que la suite (c,,) tend vers 0.

Exercice proposé. On prend ¢, = 27" pour tout n > 0. Alors A, est compact de cg
dans cg d’apres ce qui précede ; montrer que pourtant I'image de la boule unité fermée
de ¢y n’est pas fermée.

2. Pour toute fonction f intégrable sur [0, 1] définissons la fonction continue V(f)
comme dans ’exemple 5.2.1,

(V) = / f(s)ds:

pour tout p tel que 1 < p < +o00, désignons par V,, 'opérateur de L, = L,(0,1) dans
C([0,1]) qui associe a f € L, la fonction continue V(f); alors V, est compact lorsque
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p > 1:on voit en effet en appliquant Hélder que [V(f)(s)—V(f)(t)| < |s—t|*/9 pour toute
feBy, (oul/p+1/qg=1), donc A = V,(Bg,) est borné dans C([0, 1]) et équicontinu
(ici ¢ < 400, donc 1/g > 0 et la fonction §(t) = t*/9 tend vers 0 avec t), donc A est
relativement compact dans C([0, 1]) par Ascoli.

On verra un peu plus loin que Vi n’est pas compact de L; dans C([0, 1]).

Critéres de non compacité

S’il existe § > 0 tel que A contienne une suite (infinie) (x,,) telle que ||z, — Tm|| > 6
pour tous m # n, alors A n’est pas relativement compact : en effet, la suite ne peut avoir
de sous-suite convergente.

Il suffit d’un peu moins : s’il existe § > 0 tel que pour tout N > 1 on puisse trouver
x1,...,on dans A tels que ||z; — x;|| > § pour tous i # j, alors A n’est pas relativement
compact.

En effet, si A était relativement compact on pourrait recouvrir A, donc A, par
une famille finie de boules ouvertes de rayon §/2 centrées en des points y1, ...,y ; si
x1,...,xN sont des points de A tels que ||z; — x;|| > 0, on constate que chaque boule
B(yk,d/2) ne peut contenir qu’un seul des points z; ; il en résulte que N < p.

Revenons a Vi ; pour tout N considérons N fonctions fi,..., fn dans la boule
unité de L; définies ainsi : la premiere fonction f; vaut N sur [0,1/(2N)[, puis —N
sur [1/(2N),1/N[; les fonctions suivantes sont translatées de 1/N a chaque fois; on a
fol |fj(s)|ds = 1 pour tout j; on constate que les fonctions V(f1),...,V(fx) sont des
“fonctions triangle” a supports disjoints, dont le maximum est 1/2, ce qui entraine que
pour tout N, 'ensemble A = V;(By,,) C C([0,1]) contient N points y; = V(f;) tels que
IV(fi) = V(fj)lleoc = 1/2 pour tous i # j, donc A n’est pas relativement compact.

Proposition 6.1.3. Soient E et F deux espaces de Banach et T € L(E,F) ; notons By
la boule unité fermée de E.

(i) Supposons T compact ; alors T est continu de Bg, munie de la topologie faible,
dans F muni de la topologie de la norme ; en conséquence, pour toute suite (z,,) de points
de E convergeant faiblement vers 0 la suite (T(x,)) converge en norme vers 0.

(i) Supposons E réflexif; alors T est compact si et seulement si : pour toute suite
(x,,) de points de E convergeant faiblement vers 0, la suite (T(x,,)) converge en norme
vers 0 ; de plus, I'ensemble T(Bg) est compact (en norme) dans F lorsque T est compact.

Démonstration. Supposons T compact, et soit K un compact de F contenant T(Bg) ;
I'identité de K, muni de la topologie de la norme, dans K muni de la topologie faible
est continue ; comme K est compact, c’est un homéomorphisme. Comme T est continu
de Bg muni de la topologie faible dans K muni de la topologie faible, il en résulte que
T est continu de By faible dans F muni de la norme. Si (z,) est une suite qui converge
faiblement vers 0 dans E, elle est bornée dans E, donc (T(z,,)) tend vers 0 en norme par
ce qui précede.

Lorsque E est réflexif, la boule Bg est faiblement compacte, donc son image T(Bg)
est faiblement compacte dans F, donc faiblement fermée, donc fermée ; puisque T(Bg)
est relativement compacte, elle est en fait compacte. Supposons encore E réflexif et que
(T(zy,)) converge vers 0 en norme dans F pour toute suite (x,) qui tend faiblement vers
Og ; soit (x,,) une suite dans By ; d’apres le théoreme 3.3.1, il existe une sous-suite (zy,, )
qui converge faiblement vers un point x € Bg ; alors (x,, — x) converge faiblement vers
0, donc T(z,, ) — T(z) converge en norme vers 0 d’apres ’hypothese ; on a ainsi montré
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que pour toute suite (z,,) C Bg, il existe une sous-suite (T(zy, )) qui converge en norme,
donc T est compact.

Théoréme de Riesz

Lemme. Soit Z un espace normé de dimension n ; on peut trouver dans la boule unité
de Z une famille A d’au moins 2" points dont les distances mutuelles sont > 1/2 : si
x,y € A et x #vy, alors ||x —y|| > 1/2, et card A > 2.

Démonstration. Soit A une famille maximale de points de la boule unité By de Z dont les
distances mutuelles soient > 1/2. Alors les boules de rayon 1/2 centrées aux points de A
recouvrent By : en effet, si x € By et x ¢ A, on ne peut pas, d’apres la maximalité de A,
ajouter le point x & la famille A pour former une nouvelle famille A’ de points a distances
mutuelles > 1/2; cela signifie qu’il existe un point y € A tel que d(y,z) < 1/2, donc
x est bien contenu dans une boule de rayon 1/2 centrée en un point y de A. Soit V le
volume de By ; puisque Z est de dimension n, les boules de rayon 1/2 ont un volume égal
a 27"V (dans le cas réel : j’ai oublié de le dire & ’amphi ; si on est en dimension complexe
n, la dimension réelle est 2n, et le résultat sera vrai aussi, mais pas précis) ; puisque les
boules de ce rayon centrées aux points de A recouvrent By, on a (card A)27"V > V|
d’otu le résultat.

Théoreme. Si la boule unité d’un espace normé X est compacte, alors X est de dimension
finie.

Démonstration. Si X était de dimension infinie, il contiendrait pour tout n un espace F,,
de dimension n. Alors Bx contiendrait Bg,, donc contiendrait pour tout n une famille
d’au moins 2" points a distances mutuelles > 1/2. Le critére de non compacité précédent
nous dit que Bx ne peut pas étre compacte.

Théorie spectrale des opérateurs compacts

Proposition. Soit E un espace de Banach, réel ou complexe; si S € L(E) est compact
et si A # 0, le sous-espace Ey = ker(S — A1dg) = {y € E : S(y) = Ay} est de dimension
finie.

Démonstration. Pour tout = de F = Ey on a S(z) = Az, ou bien x = A\~1S(z). L’opérateur
A~1S est compact, ce qui entraine que sa restriction & F est compacte, et égale & I'identité
de F. Il en résulte que l'identité de F est compacte, ce qui implique qur la boule unité
Br est compacte, donc F est de dimension finie.

Corollaire 6.1.2. Soient S € L(E) un opérateur compact et A # 0 ; I'opérateur S— A 1dg
est un isomorphisme si et seulement s’il est injectif, ou bien si et seulement s’il est
surjectif.

Démonstration. Puisque A # 0, on écrira S — AIdg = —A(Idg —A~!S), et on se ramenera
a létude de T = Idg —9', avec S’ = A~!S compact.

Considérons donc T = Idg —S, avec S compact. On montre d’abord que la chaine
croissante des noyaux Nj = ker T¥ est stationnaire.

Supposons le contraire ; puisque ST = TS, on a aussi TS = ST* donc S(Ny) C Ny.
Puisque Nji_1 C Ny et Np_1 # Ng pour tout k > 1 (et Ni_; fermé, comme noyau de Tk-1
continue), on peut trouver un vecteur xy € Ny, tel que ||z| = 1 et dist(xg, Ng—1) > 1/2.

Considérons 1 < j < k; alors T(xy) € Ni—1, S(x;) € N; C Ni_1, donc T(xx) +
S(x;) € Nig_1 est loin de zy, :

[ — (T(ax) +S()| = [1S(zr) = S(z;) > 1/2.
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L’image de la boule unité par S contient alors une suite de points a distances mutuelles
> 1/2, ce qui contredit la compacité de S.

Supposons l'opérateur T surjectif et ker(T) # {0} ; il existe y; # 0 tel que T(y;) =0
puisque T est surjectif, on peut trouver par récurrence yj tel que T(yx) = yr—1 pour tout
k > 2. Alors T*(y;) = 0 mais T*~1(y.) = y1 # 0, ce qui montre que ker(T*~1) # ker(TF)
pour tout £ > 1, contrairement a ce qui a été vu ci-dessus. L’opérateur T est donc injectif,
donc bijectif continu, donc un isomorphisme.
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MT404, Cours n° 20, Lundi 6 Décembre 1999.

On continue I’étude de la théorie de F. Riesz des opérateurs compacts. On suppose
donc que S € KL(E), et on pose T = Idg —S. On va d’abord revenir sur le principe qui a
fait marcher la démonstration de “T surjectif si et seulement si T inversible”.

A. Si M; C My C E, avec M; sous-espace fermé, T(Msy) C My, alors pour tout
z € My on aura
dist(S(x), M) = dist(x, My).

C’est & peu pres évident : on suppose que T(z) = x — S(x) € My, c’est a dire que z et
S(z) sont équivalents pour la relation d’équivalence qui définit le quotient My /My, et par
ailleurs dist(z, M) est la norme de la classe de z dans le quotient, pour tout z € Ms.

B. Si (K,d) est un espace métrique compact, il existe pour tout € > 0 un nombre
Nk (e) qui majore le cardinal des familles (x;) de points de K telles que ||z; — x;|| > ¢
pour tout i # j.

11 suffit de recouvrir K par un nombre fini N de boules ouvertes de rayon £/2, et de
s’apercevoir que N convient comme nombre N (¢).

C. Soit T = Idg —S avec S compact et soit une chaine My C My C ... C My de sous-
espaces fermés de E, deux a deux distincts tels que T(M;) C M;_; pour j = 1,... k.

Alors k < Nk(1/2), ot K = S(Bg).

Puisque M; # M,_1, on peut trouver pour tout j > 1 un vecteur x; € M; tel que
ril| <1etdist(x;,M;_1) > 1/2. On note que T(M;) C M;_; entraine que S(M;) C M;
J RIS
pour tout ¢ > 0. Si1 <14 < j <k, on aura S(x;) € M; C M;_1, donc

1S(2;) = S(zi)[| = dist(S(w;), Mj—1) = dist(z;,M;_1) > 1/2,

ce qui montre que les points (S(z;))¥_; sont des points du compact K = S(Bg) qui sont
1/2-écartés ; leur nombre est donc inférieur ou égal a Nk (1/2).

On a encore besoin d’un lemme :

Lemme. Si la restriction de T au sous-espace fermé F C E est injective, il existe une
constante ¢ > 0 telle que ||T(z)|| > c||z| pour tout x € F; il en résulte que T(F) est
fermé.

Sinon, il existe une suite (x,) C F de vecteurs de norme un telle que T(z,) = =, —
S(z,) — 0. Comme S est compact, il existe une sous-suite (z,, ) telle que S(x,, ) converge
vers un vecteur y ; puisque z,, — S(z,, ) converge vers 0, il en résulte que (z,, ) converge
vers y, donc y € F, |ly]| =1 et T(y) =y — S(y) = 0, contradiction de l'injectivité de T
sur F. Donc ¢ > 0 existe, et on sait alors que T est un isomorphisme de F sur T(F), donc
I'image de F est fermée.

Terminons la démonstration commencée la semaine derniere :

Corollaire 6.1.2. Soient S € L(E) un opérateur compact et A # 0 ; 'opérateur S— X Idg
est un isomorphisme si et seulement s’il est injectif, ou bien si et seulement s’il est
surjectif.

On a déja vu le co6té surjectif, et on se rameéne comme avant au cas de T = Idg —S.
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Supposons T injectif ; on a vu dans le lemme précédent que T est alors un isomor-
phisme de E sur T(E), donc I'image de tout sous-espace fermé est fermée ; il en résulte
par récurrence que T*(E) est fermé pour tout k& > 1; si T n’était pas surjectif, on au-
rait im(T%) # im(T*~1) pour tout k& > 1 (facile). On pourrait alors former une chaine
arbitrairement longue

Mo=THE)cM; =TFYE)c...cMy_, =T(E) c My =E

de sous-espaces fermés, deux a deux distincts, tels que T(M;) C M;_1, ce qui contredit
le principe C démontré ci-dessus.

Si F est un sous-espace vectoriel fermé de E, on appelle codimension de F la dimen-
sion du quotient E/F (finie ou +00). Si F est de codimension finie n, on peut trouver un
sous-espace vectoriel G de dimension n tel que E =F & G.

Supposons que X soit de dimension finie et T € £(X) ; la codimension de T(X), c’est
a dire la dimension de X/T(X), est égale a dim X — dim T'(X). La relation classique de
l'algebre linéaire dim(X) = dim ker(T) 4+ dim(T(X)) peut donc se traduire par

dimker(T) = codim T(X).

On va voir que cette propriété subsiste pour T = Idg —S quand S est compact.
Théoréme 6.1.2 : alternative de Fredholm. Soient E un espace de Banach et S € K(E) ;

(i) pour tout X\ # 0, I'image de A1dg —S est fermée et de codimension finie et I'on a
codimim(AIdg —S) = dimker(AIdg —S) ;

(7i) (ici K = C) le spectre Sp(S) est fini ou formé d’une suite tendant vers 0. Toute
valeur spectrale non nulle est valeur propre.

Démonstration. En remplagant S par S/\ on se ramene a A = 1, et a étudier 'opérateur
T = A1ldg —S8, égal a Idg —S dans ce cas : on a vu que ker(T) est de dimension finie.

On doit montrer de plus que dimker(T) = codim T(E). Dans le poly, on procede
par récurrence sur la dimension de ker(T); ici, on va seulement expliquer les cas des
dimensions 0 et 1. Si dimker(T) = 0, on sait que T est surjectif d’apres le corollaire
2, donc codimT(E) = 0 = dimker(T) dans ce cas; soit T = Idg —S avec S compact
et dimker(T) = 1; d’apres le corollaire 2, on a im(T) # E; on choisit 2y de norme
un de fagon que ker(T) = Kxg, puis une forme linéaire continue zj telle que ||z§|| = 1
et xi(zg) = ||zo]| = 1. On considére la projection P continue de E sur ker(T) définie
par P(x) = z{(x)xo; on désigne par Ey son noyau, c’est a dire que Eg = kerzj. On a
E = ker(T)®Ey, et on voit que la restriction de T a Eg est injective et que T(E) = T(Ey).
On a vu que sous ces conditions T(Eg) = T(E) est fermé. On sait que T(E) # E; soit
donc yo ¢ im(T) et posons T'(x) = T(x) + zj(x) yo pour tout x € E. L’opérateur T’
est obtenu en ajoutant & T l'opérateur de rang un R : x — z{(x) yo, donc T/ = Idg —S’
avec S’ = S — R compact. Déterminons le noyau de T'; la relation T’(x) = 0 entraine
T(x) =0 et z5(z) = 0 (parce que yo ¢ im(T)) donc = € Eg, puis x = 0 parce que T est
injectif sur Eg. On voit donc que T est injectif ; d’apres ce qui a été vu, il en résulte que
T’ est surjectif. Mais clairement, E = T"(E) C T(E) + Kyo C E, donc E = T(E) & Ky
ce qui montre bien que codim T(E) = 1.

On va maintenant montrer que si 1 est dans le spectre de S, alors 1 est valeur propre
et 1 est isolé dans le spectre de S. Si 1 n’est pas valeur propre de S, 'opérateur T est
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injectif, donc surjectif d’apres le corollaire 2, donc Idg —S est inversible et 1 n’est pas
dans le spectre de S.

On va donner une démonstration courte mais un peu artificielle du point (i) : on
montre que si A # 0 est dans le spectre de S, il est isolé dans ce spectre. Si (A,,)n>0 était
une suite de valeurs propres de S distinctes de A et qui converge vers A # 0, on aurait
pour tout n > 0 un vecteur x,, de norme un tel que S(x,,) = A\, z,,. Soit F le sous-espace
fermé engendré par la suite (z,,),>0; il est clair que F est S-invariant, ce qui permet de
considérer la restriction S’ de S & F. Alors z, = (A — \,,) "' (A 1dp —5')(z,,) pour tout
n > 0, ce qui montre que T = AIdg —S’ a une image dense dans F (I'image contient tous
les vecteurs (z,,)n>0), donc égale a F puisqu’on sait que I'image d’un tel T’ est fermée
d’apres la partie (7). Il en résulte que T’ est un isomorphisme, donc A ¢ Sp(S’), ce qui
est impossible puisque Sp(S’) est fermé et contient les (\,). Donc A est isolé.

Exercice proposé. Si T = Idg —S, S compact, on a vu que I'image T(E) est fermée
et de codimension finie ; montrer que la dimension de E/T(E) est égale a la dimension
du noyau de T. Si z7,...,x} est une base du noyau de 'T, montrer que y € T(E) si et
seulement si 27 (y) =--- =z} (y) = 0.

Formulation classique de 'alternative de Fredholm (1903). Soit S un opérateur compact
de E. On admettra que 'S est compacte de E* dans E* (voir poly).

— ou bien les deux équations z — S(x) = y, z* — 'S(2*) = y* admettent pour tous
seconds membres y € E, y* € E* une solution unique x € E, z* € E*.

— ou bien les équations homogenes z — S(z) = 0, z* — 'S(z*) = 0 admettent un

meéme nombre fini £ > 0 de solutions indépendantes, 1,...,z, et z7,..., 2. Dans ce
cas, pour que I’équation x — S(x) = y admette une solution x € E, il faut et il suffit que
zi(y) = 25(y) = -+ = 25 (y) = 0, et pour que 'équation z* — *S(z*) = y* admette une
solution z* € E*, il faut et il suffit que y*(z1) = y*(z2) = -+ = y*(xx) = 0.

Pour ce point de vue classique, on pourra consulter le livre de F. Riesz (Legons
d’Analyse Fonctionnelle).

Exercice proposé (et commencé) : équation du type de Volterra (1897). La fonction
g étant donnée, C* sur [0, 1] et nulle en 0, montrer qu’on peut trouver pour tout A # 0
une fonction continue f telle que

/08(1 — A\ tsin(s? — t2))f(t) dt = g(s)

pour tout s € [0, 1].
On commence par dériver pour obtenir

(1= ALsin(s? — s2))f(s) — A" / 25 cos(s? — 2)f(1) dt = g'(s)
c’est a dire ’
f(s) =7t /S 2scos(s® — 1) f(t) dt = ¢'(s).
Montrer que l'opérateur V défini S?JI‘ C([0,1]) par
(V)(s) = /s 2s cos(s? — t2) f(t) dt
est compact, que son rayon spectral eséJ nul, et que le probleme posé se ramene a I’étude

de V — \1d.
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Théoreme 6.1.3. Toute application linéaire compacte normale d’un espace de Hilbert
complexe H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres.

Démonstration. Soient H un espace de Hilbert complexe et S € L£(H) une application
linéaire compacte normale ; pour chaque valeur propre A notons E) l’espace propre de
S associé (il est possible que 0 soit, ou ne soit pas valeur propre ; si H est de dimension
infinie, 0 est toujours dans le spectre, mais S peut quand méme étre injectif). Si A # 0
est valeur propre, on sait que Ey est de dimension finie ; ’espace Eq (qui est le noyau de
S) peut étre de dimension infinie, ou bien de dimension finie, ou encore réduit a {0} si S
est injectif. On doit démontrer que :

—les E sont deux a deux orthogonaux ;
— le sous-espace engendré par les Ey est dense.

Alors si By est une base hilbertienne de Ejy, la famille [ J, By sera la base voulue.

Si T est normal on remarque que
IT(2)[I* = (T(2), T(z)) = (z, T*T(2)) = (z, TT*(z)) = [ T*(=)|]%,

ce qui montre en appliquant & T = S — AIdg que S(z) = Az équivaut & S*(z) = Az.
Les espaces E) sont donc stables par S et S*, donc leur somme est stable, ainsi que
I’adhérence F de cette somme.

Siz € Ey et y € E, alors (S(x),y) = p(z,y) = (x,S*y) = A(z,y) ce qui montre que
les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux.

On a noté F le sous-espace fermé de H engendré par les Ey. Montrons que F est égal
a H, c’est & dire que FX = {0}. On a S(F) C F et S*(F) C F. Il s’ensuit que S(F+) c F+
et S*(F1) c F. Notons S; € L(F1) la restriction de S. Alors S} est la restriction de S*,
donc S; est normal. Remarquons que S; est compacte, qu’elle n’a pas de valeur propre
(puisque tous les sous-espaces propres sont dans F) ; par le théoréeme 2, le spectre de Sy
est réduit a {0}. Par la proposition 5.2.1, la norme de S; est égale au rayon spectral de
S1, c’est & dire 0; on a donc S; = 0; si on avait F- # {0}, les vecteurs non nuls de F+
seraient dans le noyau Eq de S, ce qui est impossible comme on ’a expliqué (on a mis le
noyau dans F). On a donc F+ = {0}, d’ot le résultat.

Cours n° 21, Mercredi 8 Décembre 1999.

Oubli : lorsque S € KC(E), on a vu que tout A # 0 qui est dans le spectre de S est isolé dans
le spectre, et alors ? il en résulte que dans toute couronne {z : ¢ < |z| < ||S||} (avec e > 0)
il n’y a qu’'un nombre fini de valeurs propres (sinon il y aurait un point d’accumulation).
On découpe en couronnes successives C,, = {z : 27"71 < |2] < 27" ||S||}, pour n > 0, on
range le nombre fini de valeurs propres contenues dans C,, a la suite des précédentes, et
on construit ainsi une suite (\,) qui tend vers 0.

Compact hermitien réel

Dans le cas d’'un opérateur hermitien compact S sur un espace de Hilbert réel H, le
théoreme de diagonalisation marche aussi. Quand H # {0}, on peut démontrer I'existence
de valeurs propres ainsi : l'opérateur complexifié Sc est hermitien compact (exercice
facile) ; si H # {0}, alors H¢ # {0}, donc il existe A (réel) et un vecteur z = z + iy € H¢
non nul tels que Sc¢(z) = Az, ce qui donne puisque A est réel que S(z) = Az, S(y) = Ay ;
puisque z est non nul, x ou y est non nul, et on a obtenu un vecteur propre de S. La
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démonstration fonctionne comme avant : si F désigne ’espace engendré par tous les sous-
espaces propres Ey de S, on vérifie comme avant que F- est stable par S. La restriction
de S & F+ n’admet aucun vecteur propre (ils sont tous dans F), donc F+ = {0}.

Remarque 6.1.3. Le théoreme de diagonalisation des normaux est un théoreme sur C;
déja en dimension réelle deux, une matrice normale 2 x 2 n’est pas forcément diagonal-
isable sur R (prendre tout Simplement une rotation d’angle différent de k).

Exemple. Etude de V*V, ot (Vf)(s) = [; f(t) dt, opérant sur Ly(0,1). On a

Ve = [ (Ve

Puisque V*V est hermitien compact, on peut trouver une base orthonormée de L2(0,1)
formée de vecteurs propres; les valeurs propres sont > 0. Les fonctions de I'image de
V*V sont dérivables, et si (V*V)(f) = Af avec A # 0, il en résulte que f est de classe
C*. En dérivant deux fois, f” = —A71f, A > 0. On résout par les méthodes habituelles
cette équation différentielle du second ordre, en tenant compte des conditions f(1) = 0,
f/(0) = 0. D’apres le signe de A, on cherche une combinaison de sin et cos. La valeur
de la dérivée en 0 exclut les sinus, donc f(s) = cos(at) avec cos(a) = 0, et a® = X. On
obtient A\ = (7/2 + kn)?, k = 0,1,... De plus, V est injectif, donc V*V aussi et il n’y
a pas de noyau : on est str d’avoir trouvé tous les vecteurs propres possibles, donc les
fonctions (fx)k>0 définies par fi(s) = cos((7/2+ km)s) forment une base orthogonale de
L2(0,1).

Exercice proposé. Exprimer V*V comme opérateur a noyau K(s,t).

6.2. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Bases hilbertiennes en deux variables : si (f,)n>0 est une base hilbertienne de
La(X, 1) et (gn)n>0 une base hilbertienne de Lo(Y,v), il en résulte que les fonctions
(s,t) = fim(8)gn(t) (ot m,n prennent toutes les valeurs entieres > 0) donnent une base
orthonormée de 'espace Ly(X X Y, u @ v).

Exemple. Soient (X, i) et (Y, r) deux espaces mesurés et K(s,?) une fonction de carré
intégrable sur X x Y. On définit un opérateur Tk par

T f(s) = /Y K(s, 1) £(t) du(t).

On va d’abord montrer que t — K(s,t)f(t) est intégrable pour presque tout s, et on va
montrer que Tk est défini de Ly (Y, v) dans Ly (X, u).

Avec Cauchy-Schwarz, on a
Tt < ([ KEOI@1aw) < ([ K0P o) ([ 1#oF e
ce qui donne en réintégrant

/X Tref ()2 dpa(s) < ( /X KGO das) / FOR do()

On trouve a posteriori que 'intégrale qui définit Tk est absolument convergente pour
presque tout s. On voit donc que || Tk|| < [|K||2.
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Si Ky est de la forme ZTNn,n:O A fm (8)gn (t), on voit facilement que Tk, est de
rang fini (I'image est contenue dans Vect(fo, ..., fn). Si K,, tend vers K en norme Ly, il
en résulte que les opérateurs de rang fini Tk convergent en norme d’opérateur vers Tk,
qui est donc compact. On verra un peu mieux un peu plus loin.

On calcule I'adjoint de Tk : c’est 'opérateur de noyau K*(¢, s) = K(s, t).

Supposons que X = Y et que K soit un noyau hermitien ; il existe alors une base
orthonormée (f,) telle que Tk (f,) = Anfn pour tout n > 0. Si on exprime K(s,t) =

Zm7n Cm,nfm(s)fn(t), on VOlt que

T(fp)(s) =Y Cmn / Fn(8) () fo(8) dt = com pfin(s) = Apfo(s),

ce qui montre que ¢, , = Ap, et les autres coefficients ¢, ,, pour m # p sont nuls. On
voit donc que tout noyau hermitien K sur X? se représente sous la forme

+oo
K(s,t) = Z )\nfn(s)fn—(t)

ou les \,, sont réels, et (f,) une base orthonormée.

Lemme 6.2.1. Soient E et F deux espaces hilbertiens, B une base hilbertienne de E et
B’ une base hilbertienne de F ; pour tout T € L(E,F) on a :

Y. WL TOP =) ITO)I?= Y IT @)

beB,b’ eB’ beB b eB’

(valeur finie > 0 ou bien +00). Cette quantité ne dépend pas des bases B et B’ choisies.
Démonstration. Pour z € Eet y € F on a
12 =D Kz 0, vl = > 1wl
beB b eB/
d’ott la premiére assertion. Il est clair que Y, 5 ||T(D)||* ne dépend pas de B’ et que

Syep IT*()]]? ne dépend pas de B, d’out la deuxieme assertion.
|

1/2
Pour T € L(E,F) on pose || T||2 = <EbeB HT(b)HQ) ou B est une base hilbertienne
de E. Posons L2(E,F) = {T € L(E,F) : || T||2 < +oc}.

Définition 6.2.1. Soient E et F deux espaces hilbertiens ; un opérateur T € L2(E,F)
est dit de Hilbert-Schmidt.

Exemples.

Prenons d’abord E = F = C". Un opérateur T est représenté par une matrice (a; ;)
dans la base canonique; si (e;) désigne la base canonique, on a | T(e;)||? = >, |a; ;|2
donc la norme Hilbert-Schmidt est égale a

1Tl = (3 agl?) .

1,j=1
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Si E = F = {3, un opérateur T peut se représenter par une matrice infinie (a; ;), et
on voit de méme que la norme Hilbert-Schmidt est égale a

+oo
1Tl = (3 gl

1,j=0
Revenons aux opérateurs Tk. Si on écrit
+oo

K(S,t): Z Cm,nfm(s)gn—<t)7

m,n=0
on constate que Tk (gp) = >, Cmpfm, donc | Tk (gp)||* =D, [em.p|?, et ensuite

D Tk )P = D lempl = KI5 < +oo.
p

m,p

Exercice proposé. Réciproquement, soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt de Ly (YY)
dans Lo (X), et soit (g,) une base hilbertienne de Ly(Y). Soit F,, = T(g,,). Alors

+o0o
= Z Fn(s)g (t)
n=0

définit une fonction de Lo(X x Y), et T = Tk.

Théoreme 6.2.1. Soient E et F deux espaces hilbertiens ;

(i) I'ensemble L?(E,F) est un sous-espace vectoriel de L(E,F) ;

(i1) pour tous opérateurs S, T € L2*(E,F) et toute base hilbertienne B de E, la
famille ((S(b), T(b)))veB est sommable ; I'application (S,T) — 3, 5(S(b), T (b)) est un
produit scalaire sur L2(E,F), indépendant de la base B.

On note (S, T) — (S, T)s ce produit scalaire ;
(i74) muni de ce produit scalaire, L?(E,F) est un espace hilbertien ;
(iv) on a L?(E,F) C K(E,F).

Démonstration. Voir poly.

Soit T € L(H), ou H est un espace de Hilbert réel ou complexe. On appelle module
de l'opérateur T V'opérateur |T| = vV T*T. 1l s’agit d’un opérateur hermitien positif.
On remarque que
Ve e H, [T(z)| = [||T|(=)]-
En effet,

ITI@)[]° = (IT|@), IT](2)) = (I TP(@),2) = (T*T(x),2) = | T()|*

On montre qu’il existe un unique opérateur u nul sur ker(T) tel que T = u|T|. On
dit que u est la phase de T.

Soit T € Lo(E); d’apres 'égalité ci-dessus il est clair que |T| est Hilbert-Schmidt
aussi, avec la méme norme Hilbert-Schmidt que T. Puisque |T| est hermitien positif
et compact, il possede une suite de valeurs propres (A, (|T|)) (comptées avec leur mul-
tiplicité : j’ai oublié de le préciser). On dit que ces valeurs propres sont les nombres
singuliers de T, et ils sont notés (s,(T)). On a donc

+o0o

ITlle = [T/, = (3 sa(T)?) "%

n=0
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MT404, Cours n° 22, Lundi 13 Décembre 1999.

Réparation d’une omission

Soient E un espace de Banach complexe, T € L(E) et A € Sp(T) ; nous distinguerons
trois cas :

1. Le scalaire A\ est une valeur propre de T, autrement dit T — A Idg n’est pas injectif.

2. Le scalaire A\ est une valeur propre de !T, mais n’est pas une valeur propre de T';
d’apres le lemme 5.2.4, cela se produit si et seulement si T — AIdg est injectif mais n’a
pas une image dense dans E.

3. Le scalaire A n’est une valeur propre ni de T, ni de ‘T, mais \ est quand méme dans
le spectre de T. Alors, T — AIdg est injectif, son image est dense mais n’est pas fermée.

Définition. Soient E un espace de Banach complexe et T € L(E); on appelle spectre
ponctuel de T I'ensemble Sp,(T) des A € C tels que T — AIdg ne soit pas injectif (c’est
I’ensemble des valeurs propres de T). On appelle spectre résiduel de T 1’ensemble Sp,.(T)
des \ € C tels que T — AIdg soit injectif, mais son image ne soit pas dense. On appelle
spectre continu de T I’ensemble Sp_.(T) des A € C tels que T — A\ Idg soit injectif, & image
dense mais pas fermée.

On voit que I'on a A € Sp_(T) si et seulement si : A € Sp(T) et T — AIdg est injectif
a image dense ; en effet, 'image de T — AIdg n’est alors pas fermée : si elle était fermée,
elle serait égale a E, 'opérateur T — A Idg serait un isomorphisme et \ ne serait pas dans
le spectre de T.

7. Décomposition spectrale des opérateurs autoadjoints et unitaires

Un des objets importants que 'on veut introduire dans ce chapitre est celui de pro-
jecteur spectral. Commencons par un exemple simple. Supposons que T soit un opérateur
hermitien d’'un espace de Hilbert H séparable, réel ou complexe. Supposons de plus T
compact. Si on veut découper l'espace de Hilbert H en deux sous-espaces tels que le
premier concerne les valeurs propres positives ou nulles, et 'autre les valeurs propres
< 0, la solution est tres simple : on sait qu’il existe une base hilbertienne (e, ), >0 formée
de vecteurs propres de T, c’est a dire que T(e,) = \,e, pour tout n; on sait que A, est
réel pour tout n. Posons

H, = Vect{e,, : A, >0}, H_ = Vect{e, : A\, < 0}.

Il est clair que 'on obtient ainsi une décomposition orthogonale de H en deux sous-
espaces fermés invariants par T, et la restriction de T a H est hermitienne positive.
Notons P le projecteur orthogonal sur Hy et P_ le projecteur orthogonal sur H_.

On peut envisager la question sous ’angle du calcul fonctionnel. Si f est une fonction
continue sur R, on a vu que f(T)(e,) = f(An)en, pour tout n; on voit donc qu’on
obtiendrait P_ si on appliquait froidement cette formule a la fonction non continue
g = 1j_o o ; on aurait ainsi g(T)(e,) = e, si A, < 0 et g(T)(e,) = 0 sinon, ce qui donne
bien g(T) = P_. L’un des objectifs du chapitre est de justifier ce calcul fonctionnel
borélien.

On va traiter le cas particulier de cette fonction g “a la main”. La fonction g est
I'indicatrice d’'un ouvert. On peut I'obtenir comme limite simple croissante d’ une suite de
fonctions continues, par exemple en définissant f,, par f,(t) =1sit < —-27", f,(t) =0
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sit >0 et f, linaire sur le segment [—27",0]. On vérifiera que (f,,) est croissante. On
sait que S,, = fn(T) est un opérateur hermitien. De plus, puisque f,+1 — f, est une
fonction réelle positive, il en résulte que S,,+1 — S,, est hermitien positif, c’est a dire que

(Sn(2), ) < (Sny1(2), )

pour tout x € H. De plus, la norme de S,, est le sup de f, sur le spectre de T, donc
[Snll < 1.

Lemme. Soit (S,,) une suite bornée d’opérateurs hermitiens, croissante pour I'ordre des
hermitiens. Il existe un opérateur hermitien S tel que

Vz € H, |[Sp(z)—S(z)| —0

lorsque n — +o00.

Démonstration. Soit M = sup,, ||S,|| ; puisque la suite (S, (x), z) est croissante et bornée
par ||S, | ||=]|? < M ||z||?, elle est donc convergente. Par polarisation il en résulte que
i (S,(2).4) = B(z.y)

existe pour tous x,y, et |B(x,y)| < M ||z|| ||y||- En passant & la limite et en utilisant le
caractere hermitien de S,, on trouve que (z,y) — B(z, y) est une forme hermitienne. Pour
y fixé, on a une forme linéaire continue x — B(x,y), que 'on peut représenter par un
produit scalaire avec un vecteur qu’on appellera S(y). On aura donc B(z,y) = (z,S(y)),
et en utilisant le caractére hermitien on a aussi B(x,y) = (S(x),y). Il est clair que S est
linéaire et la majoration précédente donne [|S|| < M. Par ailleurs S est hermitien parce
que B est hermitienne.

Puisque (S(z),x) = B(z,x) est limite croissante de (S, (z),z), on a (S,(x),z) <
(S(x), x), ce qui montre que S —S,, est positif. Mais pour un hermitien positif V on a vu
avec Cauchy-Schwarz appliqué & la forme positive o(z,y) = (V(x),y) que

IV@)II* = ¢(z, V(@) < Velz,2) vVe(V(z),V(z) < V(V(2),2) VIVI V()]

Il en résulte en appliquant a V=S —S,, que
IS(2) = Su(@)[| < V2M /(S(z) — Su(2), 2)

tend vers 0 quand n — +oo0.

Revenons au probleme de P_ ; la suite croissante de fonctions continues (f,,) tend
vers 1j_o o[, donc S, = f,,(T) est une suite croissante bornée d’opérateurs hermitiens,
qui converge vers un hermitien S au sens du lemme précédent (c’est la topologie forte
des opérateurs, voir poly, chapitre 3). On va montrer que S est un projecteur. Fixons m
et x € H. Alors f,,,(T)(fn(T)(x)) converge vers f,,,(T)(S(x)) quand n tend vers 'infini.

Je n’ai pas réussi a conclure a 'amphi. J’aurais du dire : la suite (f,, fn)n converge
en croissant vers f,,, mais aussi uniformément (petit exercice), donc f,,(T)f,(T) con-
verge vers f,,(T) quand n tend vers U'infini. Le paragraphe précédent montre donc que
fm(T)(S(x)) = fm(T)(x). En reprenant la limite en m, il en résulte que S(S(x)) = S(x),
donc S est un projecteur hermitien, donc un projecteur orthogonal.

On pourrait poursuivre cette approche : on vient en gros d’expliquer comment
définir les projecteurs spectraux pour les ouverts du spectre ; on suit la démonstration du
théoreme de Riesz (dual de C(K)) pour arriver jusqu’aux fonctions boréliennes bornées. . .
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Mais en fait on choisira une autre voie dans la section suivante. Le théoréme final
est le suivant :

Théoréme 7.2.2. On se donne un espace de Hilbert H et un opérateur T € L(H). On
suppose, ou bien que K = C et que T est normal, ou bien que K = R et que T est
hermitien. Soit K = Sp(T), et soit L (K, B) I'espace des fonctions boréliennes bornées
sur K, a valeurs dans K ; il existe un unique homomorphisme 1t d’algebres de Banach
unitaires sur K, de L (K, B) dans L(H) tel que :

Yr(zk) = T et pour toute suite bornée (g,) C Lo (K, B) convergeant simplement
vers g, la suite 1{1(gy,) converge fortement vers 11 (g), c’est a dire que

Ve e H, |l¢r(gn)(@) — vr(g)(x)| — 0.

De plus, en notant f(T) = (f), on a (f(T))* = f(T). Si f = 1p est la fonction
indicatrice d’un borélien B de K, 'opérateur Pg = 15(T) est un projecteur orthogonal.
Son image Eg est invariante par T et par T, et le spectre de la restriction T|g, de T a
Eg est contenu dans B.

Remarques. Premiere remarque, que j’ai oubliée de dire & 'amphi : évidemment ¢ (f)
coincide avec le résultat o1 (f) du calcul fonctionnel continu lorsque f est continue ; cela
vient de I'unicité dans le calcul fonctionnel continu.

ATTENTION. L’homomorphisme ¢ n’est pas isométrique (pour la norme uniforme
sur L) ; en fait il n’est pas injectif en général. Si A\g est un point du spectre et si
J = 145}, le projecteur spectral Py, correspondant peut étre nul : en effet, on peut
vérifier que tout vecteur non nul de I'image de ce projecteur doit étre vecteur propre de
T, avec valeur propre \g. Si A\ n’est pas valeur propre, 'image du projecteur sera nulle.

Démythification des opérateurs normaux

On dit que deux opérateurs Ty € L(H;1), T2 € L(Hs) sont unitairement équivalents
s’il existe un opérateur unitaire U de H; sur Hs tel que

T, =U"T,U.

On a expliqué que dans ce cas, T et Ty ont le méme spectre K ; I'un des deux est normal
si et seulement si 'autre est normal, et dans ce cas, le calcul fonctionnel continu pour
T, se déduit de celui de Ty par la méme formule

f(T1) =U" f(T2) U,

pour toute fonction continue f sur K. On va suivre cette idée pour le calcul borélien :
trouver un modele simple pour les opérateurs normaux (le modele des opérateurs de
multiplication), expliquer le calcul borélien pour ces opérateurs simples, et ramener le
résultat par équivalence unitaire. Le théoreme de représentation des normaux s’énonce
ainsi :

Théoréme 7.2.1. Soient H un espace hilbertien séparable complexe et T € L(H)
un opérateur normal ; il existe un espace mesuré o-fini (2, A, n), une fonction g €
Lo (€2, A, 1) tels que T soit unitairement équivalent a l'opérateur M, de multiplication
par g, défini sur Lo(Q, A, 1) par

VE € Lo(R, A, p), Yw € 9, My(§)(w) = g(w)é(w).
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La restriction H séparable est une restriction technique, qui tient a des problemes
de théorie de la mesure : on a envie de se limiter au cas o-fini, et c’est ¢a qui introduit
un caractere dénombrable.

A ce détail pres, expliquons comment on déduira I’homomorphisme 1 de ces con-
sidérations : on va construire le calcul fonctionnel borélien 1y, pour l'opérateur de
multiplication M, ; puisque T est unitairement équivalent a Mg, il existe un unitaire
U:H — La(Q, u) tel que T = U* M, U, les deux opérateurs T et M, ont méme spectre
K, et on posera

Yr(f) = U ihn, (/) U

pour toute fonction borélienne bornée f sur K.
Opérateurs de multiplication et spectre

Soient (€2, .4, 1) un espace mesuré o-fini et g € L>(Q, A, 1) (pour abréger nous
noterons simplement (€2, 1) dans la suite, lorsque la mention de la tribu A ne sera pas
utile) ; si & est une fonction de Lo(€2, 1), il est clair que le produit g€ est bien défini en
tant que classe de fonctions et que ||g€ll2 < ||g]| [|£]|2. Par ce qui précede, ||[My|| < ||g]|so-
On voit facilement que M, est normal (point oublié¢ & ’amphi).

Proposition 7.1.1. Le spectre de M, est I’ensemble des A € C tels que, pour tout € > 0
Iensemble {s € X : |g(s) — A| < €} ne soit pas p-négligeable.

Admis, voir poly.

On posera K = Sp(M,) ; c’est I’ensemble des valeurs essentielles de g ; ¢’est donc un
compact de C. On admettra (exercice) qu’on peut choisir un représentant g de g, qui
soit une vraie fonction mesurable de (£2,.4) dans (C, B), mais qui de plus prenne toutes
ses valeurs dans K. Dans toute la suite, on supposera qu’on a choisi ce représentant
particulier g, et on traitera ¢ comme une vraie fonction mesurable, prenant ses valeurs
dans K.

On a vu en exemple dans le chapitre calcul fonctionnel que le calcul des opérateurs
de multiplication est simple : si f est une fonction continue sur K, on a

f(Mg) = Moy

On va se laisser guider par cette formule pour définir le calcul borélien de M,. Posons
pour toute fonction borélienne bornée f sur K

¢<f) = Mng-

On remarque que f o g est la composition de deux vraies fonctions mesurables, donc
c’est une fonction mesurable sur (€2, 4), bornée puisque f est bornée, ce qui permet de
considérer l'opérateur de multiplication par f o g sur Lo(€2, u).

Il faut montrer que 1 possede les propriétés demandées dans 1’énoncé du théoreme

7.2.2. 11 est clair que ¥(f1f2) = ¥(f1)¥(f2), car ¥(f1f2) est Vopérateur qui multiplie

§(w) par
(fif2)(g(w)) = fi(g(w)) fa(g(w))

et qui peut s’obtenir en multipliant successivement £ par f; o g puis par f10g. Si f =1
sur K, alors 1 o g est la fonction constante égale a 1 sur 2, donc ¥ (1) est 'identité
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de La(€, u). Ceci montre que ? est un homomorphisme d’algebres unitaires. De plus
IMfogll < [If ©glloc < flloo montre que 9 est continue de Lo (K, B), muni de la norme
du sup, a valeurs dans £(H) muni de la norme d’opérateur.

Passons aux autres propriétés : on voit que zx o g = g, donc ¥ (zk) est la multi-
plication par g, soit (zx) = M. Pour finir, soit (f,,) une suite de fonctions bornées,
disons par M, qui converge simplement vers f sur K ; pour toute & € Lo (2, p), la suite
de fonctions

w = [ fa(g(@))E(w) — flgw))§(w)?

converge simplement vers 0 sur ) en étant dominée par la fonction intégrable fixe
4M? [£]?. D’apres le théoreme de Lebesgue, on aura que

19 (fa)(€) = D) = /Q [fa(9(w))€(w) = fg(w))é(w)|* du(w)

tend vers 0 quand n — 400, ce qu’il fallait démontrer.

7.2. Décomposition spectrale

On va maintenant esquisser ’approche du théoreme de représentation 7.2.1. Donnons
une illustration dans un cas simple. Supposons que T soit un opérateur autoadjoint
compact sur H ; il existe alors une suite (\,,)n>0 tendant vers 0 de valeurs propres de T ;
supposons ces valeurs propres deux a deux distinctes et non nulles ; le spectre K de T
est 'adhérence de I’ensemble des points de la suite (\,,), c’est a dire que

K={0}U{\, :n >0}

Par ailleurs, on peut trouver une base orthonormée (e,),>o0 de H formée de vecteurs

propres de T, qui vérifient donc T(e,) = Ane, pour tout n > 0. Choisissons maintenant

un vecteur r = ::(’) cnen tel que ¢, # 0 pour tout n > 0. Pour toute fonction f

continue sur K, 'opérateur f(T) est liﬁ)pérateur qui vérifie f(T)(e,) = f(An)en pour
(e @]

tout n > 0; on a donc f(T)(x) = >, 2y f(An)cnen ; considérons la mesure pi, sur K

donnée par g, = 372 |¢,|?0x, . On a

“+o0
D@2 = 3 1) lenl? = /K POV eV = 1712, 000
n=0

ce qui montre que Papplication f — f(T)(x), définie de C(K) dans H, se prolonge en
une isométrie u, de Ly (K, p1,) dans H. Décrivons plus en détail 'application u, : chaque
fonction g € La(K, ;) est déterminée par la donnée de ses valeurs aux points A, disons
g(A\n) = dy,, qui vérifient

+o0
> ldnl?lenl? = llgll3 < oo
n=0

L’opérateur u, agit par u,(g) = Z::B dpcpen. On voit que u, est surjectif sous les
hypotheses que nous avons faites ; par ailleurs, faisons agir la multiplication par zx sur
Lo (K, pz) ; la fonction g devient ¢" = zkg, dont la valeur au point A, sera d), = \,d,,, et
sa traduction u,(¢') = uy(zkg) est

400 +00
ua:<ZKg) = Z d;LCnen = Z )\ndncnen = T(’U@(g))
n=0 n=0
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On voit qu’a travers le “dictionnaire” wu,, 'opérateur T correspond a la multiplication
par zk sur Lo(K, ) : c’est équivalence unitaire cherchée.

L’opérateur u, est surjectif sous les hypotheses que nous avons faites ; mais ce n’est
pas toujours le cas : supposons que les valeurs propres ()\,) restent comme avant, mais
que chaque espace propre Ej  soit maintenant de dimension deux, engendré par deux
vecteurs propres e, et e/ de norme un et orthogonaux. L’espace H se découpe en deux
morceaux, le morceau Hy engendré par les (e,,) et le morceau Hy engendré par les (e],) ;
si on garde x = ) cpep, on voit que les vecteurs f(T)(x) restent toujours du coté du
morceau Hj ; 'isométrie u, définie sur Ly (K, p,) n’est plus surjective, son image est le
premier morceau Hy, et on a simplement représenté un morceau de 'opérateur T. Si on
veut récupérer I’autre morceau, il faudra prendre un deuxieme vecteur 2’ =) cpe;,, qui
fournira une isométrie u, d’une autre copie de Lo(K, ;) sur le deuxieme morceau Hs.
Pour représenter T, il faudra recoller les deux morceaux, en définissant un espace mesuré
Q) formé de deux copies de K, par exemple Kx {1} et Kx {2}, ce qui donne Q = Kx{1,2},
définir la fonction de multiplication g sur € par g(A,j) = A (la multiplication par zk sur
chaque copie de K), et la mesure p en ajoutant les deux mesures définies sur les deux
bouts. Cette longue explication est censée éclairer ce qui se passe réellement dans le cas
général.

Soient H un espace hilbertien complexe, T € L£(H) un élément normal et z € H un
vecteur fixé non nul ; il sera commode de noter

fox=f(T)(x)

pour toute fonction continue f sur K = Sp(T) (certains reconnaitront qu’on est en train
de définir une structure de C(K)-module sur H). On notera F, le sous-espace vectoriel de
H obtenu en considérant tous les vecteurs de la forme f.x, lorsque f varie dans C(K) ;
ce sous-espace n’est pas fermé en général.

On va généraliser ce qui a été dit ci-dessus : on va montrer qu’on peut représenter
ce qui se passe sur F, pour 'opérateur T, en utilisant la multiplication par zk dans un
espace La(K, ;). On veut donc que

— la correspondance f € C(K) — f.z € F, soit isométrique, de la norme Lo (K, 1)
vers la norme de H

— que la multiplication par zx du coté de Ly (K, ) corresponde a l'action de T du
coté de H, c’est a dire que (zxf) .z =T(f.x).

Le deuxiéme point est automatique, puisque (zx f) .z = (zx f)(T)(z) = Tf(T)(x) =
T(f.x). Le probleme est de trouver p,. Si on a isométrie, on aura aussi conservation du
produit scalaire de Lo (K, p1,) & H, donc on aura

(fi-x, fa.2) = (f1, f2) :/Kflfz djig

pour toutes f1, fa, et en particulier si fo = 1, on devra avoir, puisque 1.z = x

/K flpe = (£,1) = (f .2, 2) = (F(T)(x), )

pour toute fonction continue f sur K. Mais ¢ : f — (f(T)(z), z) définit une forme linéaire
continue sur C(K) ; de plus, lorsque f est réelle positive, f(T) est hermitien positif donc
¢(f) > 0 dans ce cas ; d’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe une mesure
positive u, sur K qui vérifie les équations voulues.
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Pour I'instant la correspondance isométrique f — f .z est définie de C(K), muni de
la norme Ly (K, p.), & valeurs dans le sous-espace non fermé F, ; puisque C(K) est dense
dans Lo (K, p,.), on peut prolonger en une isométrie u, de Ly(K, p1;) sur E; = F,. On a
de plus

T(uz(f)) = ua(2xf)

pour toute fonction f € Lo(K, ). Tout ceci montre que la restriction de T au sous-
espace stable E, est unitairement équivalente a la multiplication par zx dans Lo(K, ;).
Pour continuer, on décomposera H en somme directe orthogonale d’espaces de la
forme E,, correspondant & une famille dénombrable de vecteurs x (parce que H est
séparable), et on fabriquera 2 en recollant cette suite de morceaux : voir poly !!

Cours n° 23, Mercredi 15 Décembre 1999.

Exercice proposé. Soit f € L(,.A), p une mesure o-finie sur (£2,.A4) ; soit (B,,) une
base dénombrable d’ouverts de C (tout ouvert de C est réunion d’une sous-famille de
cette famille) ; on pose

V:U{Bm:,u{wEQ:f(w)EBm}:O}-

Montrer que K = C\ V est un compact non vide. Montrer que || f||;, () = max{|z| :
z € K}. Soit Ao € K et soit f définie sur Q par f(w) = f(w) si f(w) € K et f(w) = Ag
sinon. Montrer que f = f presque partout (pour p). Montrer qu’il existe une classe
g € Lo (Q, 1) telle que gf = 1 (presque partout) si et seulement si 0 ¢ K.

8. Décomposition spectrale d’un opérateur autoadjoint (non borné).

8.1. Opérateurs «non bornés»

Préliminaires algébriques

Dans cette sous-section il ne sera question que d’algebre linéaire : pas un poil de
topologie. Soient E et F deux espaces vectoriels ; une application linéaire partiellement
définie (plus loin, on dira un opérateur) T de E dans F est donnée par un sous-espace
vectoriel dom(T) de E appelé domaine de T et une application linéaire (usuelle) f de
dom(T) dans F ; pour tout z € dom(T) on pose T(x) = f(z).

Autrement dit, la donnée T est celle de (E,F,dom(T), f). Dans la suite, on ne
fera plus la distinction entre f(x) et T(x), lorsque x € dom(T), et on laissera tomber
completement f.

On appelle image de T le sous-espace im(T) = T(dom(T)) de F.

Soit T une application linéaire partiellement définie ; le graphe de T est le sous-espace
vectoriel du produit E x F égal a Gr(T) = {(z,T(z)) : « € dom(T)}. La restriction a
Gr(T) de la premiere projection est injective.

Réciproquement, soit G un sous-espace vectoriel de E x F et supposons que la res-
triction de la premiere projection a G soit injective. Autrement dit, si (z,y) € G et
(x,y") € G, alors y = 1/ ; ou encore : si (0,y) € G, alors y = 0. On pourra dire que G est
un graphe partiel.

Tout graphe partiel ainsi défini est le graphe d’une unique application linéaire par-
tiellement définie T : exercice facile. La correspondance qui a T associe son graphe est
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une correspondance bijective entre applications linéaires partiellement définies et graphes
partiels.
Désormais on dira opérateur au lieu d’application linéaire partiellement définie.

On appelle extension d'un opérateur T tout opérateur S tel que Gr(T) C Gr(S). On
écrit alors T C S.

Soient S et T deux opérateurs de E dans F ; on définit I'opérateur S 4+ T en posant
dom(S+T) = dom(S)Ndom(T) et en posant (S+T)(z) = S(z) + T(x) pour tout vecteur
x € dom(S+T).

Soient E, F et G des espaces vectoriels, T un opérateur de E dans F et S un opérateur
de F dans G ; on définit la composition ST de ces deux opérateurs en posant d’abord
dom(ST) = {z € dom(T) : T(z) € dom(S)} et en posant (ST)(x) = S(T(x)) pour tout
x € dom(ST).

Exercice évident proposé : Si R est un opérateur de G dans un quatrieme espace vectoriel
H, on a (RS)T = R(ST).

Un opérateur T de E dans F est dit injectif si 'application T : dom(T) — F est
injective. Soit T un opérateur injectif de E dans F'; le sous-ensemble de F x E égal a
{(y,z) € F x E: (z,y) € Gr(T)} est le graphe d'un opérateur T~! (de domaine im(T))
appelé inverse de T. Clairement T~ est injectif et (T~!)~! =T.

Exemples.

1. On prend E = F = Ly(R), dom(T) est I'espace des fonctions C! & support compact
et T(f) = f' pour f € dom(T).

2. Cet exemple se décline en trois variantes.

—2a: on prend E = F = Ly([0,1]), dom(T;) est I'espace des fonctions C! sur [0, 1]
et T1(f) = f' pour f € dom(Ty).

—2b :on prend E = F = Ly([0,1]), dom(T2) est 'espace des fonctions f qui sont C*
sur [0,1] et telles que f(0) = f(1) =0, et To(f) = f’ pour f € dom(Ty).

—2c:onprend E = F = L,([0, 1]), dom(T3) est 'espace des fonctions f qui sont C*
sur [0, 1] et telles que f(0) = f(1), et T3(f) = f’ pour f € dom(T3).

Ca a l’air de pinaillages ridicules, mais on verra plus loin a propos des adjoints qu’il
y a des différences importantes dans les propriétés de Ty, Ts et Tj.

La topologie revient

Soient E et F' deux espaces de Banach ; un opérateur de E dans F est dit densément
défini si son domaine est dense dans E.

Par exemple, les opérateurs T, T, Ty et T3 des exemples ci-dessus sont tous
densément définis.

Définition 8.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach ; un opérateur de E dans F est
dit fermé si son graphe est un sous-espace fermé de E x F. Un opérateur de E dans F
est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Soit S une extension fermée de 'opérateur T ; alors Gr(S) contient Gr(T), donc son
adhérence Gr(T). Il s’ensuit qu’un opérateur T est fermable si et seulement si Gr(T) est
le graphe d’un opérateur. On appellera fermeture de 'opérateur T I'opérateur T tel que
Gr(T) = Gr(T). En particulier, pour que I'opérateur T soit fermable il faut et il suffit
que l'on ait Gr(T) N ({0} x F) = {(0,0)}. On en déduit immédiatement :
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Proposition 8.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur de E dans
F ; pour que T soit fermable il faut et il suffit que pour toute suite (x,,) de dom(T) qui
converge vers 0 dans E et telle que T(z,) converge dans F vers un vecteur y, on ait
y=0.

Exemple. Fermetures de T, Ty, Ty et Ts.

Commencons par T de 'exemple 1, défini sur Ly(R). On va montrer que T est fer-
mable et isoler un candidat pour la fermeture. Supposons que (f, g) soit dans I’adhérence
de Gr(T); il existe une suite (f,) C Céomp telle que f,, — f dans Ly et f], — g dans L.
Quitte & passer a une sous-suite on peut supposer qu'il existe E C R tel que R \ E soit
négligeable et tel que f,(t) converge vers f(t) pour tout ¢ € E. En particulier, E est non

vide, et il est méme dense dans R. Fixons a € E, et soit z € E; pour tout n on a

) = o) + [ .

et la convergence dans Ly implique la convergence des intégrales sur les segments bornés,
donc compte tenu de tout

Mais la fonction G(z) = fam g(t) dt est continue pour tout z, et on peut redéfinir f sur
Pensemble négligeable R \ E par la formule f(z) = f(a) + [ g(t) dt. Il en résulte que f
est continue, et qu’il existe une fonction g € Lo telle que

Yy
Ve <y, fly) = f@)+ / o(t) dt.
On a introduit ’ensemble
Yy
G1 = {(f.9) € La(R) x Lo(R) : Vo <y, f(y) = f(z) + / o(t) dt}.

On vient de montrer que I'adhérence de Gr(T) est contenue dans G; ; pour savoir que T
est fermable, il suffit de voir que G est un graphe : c’est clairement un espace vectoriel,
et si (0,¢9) € G1, on aura fj g = 0 pour tous x < y, ce qui signifie que g est orthogonale
a toutes les fonctions en escalier, qui sont denses dans Lo (R), donc g = 0, ce qu'il fallait
démontrer.

Exercice proposé. Montrer que I’adhérence du graphe de T est égale a Gj.

On appelle H;(R) (espace de Sobolev) I'espace des fonctions f € La(R) telles qu’il
existe g € La(R) telle que (f,g) € G1. On dit que g est la dérivée généralisée de f, et
on note simplement g = f’. La fermeture de T de I'exemple 1 et donc l'opérateur T de
Ly(R) dans lui-méme dont le domaine est H;(R) et qui est défini par T(f) = f’ pour
f € Hi(R).

On définit de méme 1'espace H; ([0, 1]) des fonctions f € Ly([0,1]) (en fait f sera
continue) telles qu’il existe une fonction g € Ly ([0, 1]) telle que f(z) = f(0) + [y g(t)dt,
pour tout x € [0, 1].

Si on se rappelle opérateur-exemple V de Lo ([0, 1]) dans lui-méme qui associe a
chaque g € Lo([0,1]) sa “primitive” nulle en zéro, on voit que H;([0,1]) est égal a
im(V) + K1.
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On peut vérifier que les fermetures des variantes 2a, 2b, 2c sont définies sur les
domaines

—a: f e Hy([0,1])

~ b f e Hy([0,1]) et f(0) = f(1) =0

—c: f e Hy([0,1]) et f(0) = f(1).

Dans les trois cas j = 1,2,3 la valeur de T,(f) quand f est dans le domaine est
égale a f', la dérivée généralisée de f.

Proposition 8.1.2. L’inverse d’un opérateur injectif fermé est fermé.

Démonstration. Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur fermé de E dans
F;onaGr(T™!) = p(Gr(T)) ot p : ExF — F x E est ’homéomorphisme (z,y) — (y, ),

donc Gr(T~1) est fermé.
]

Exemple. Revenons a l'opérateur borné V de Ly([0,1]) dans lui-méme; si S est une
application linéaire continue de E dans F, elle définit un opérateur de la facon la plus
évidente : on pose dom(S) = E et S(x) aura le sens habituel pour tout x € E; c’est ce
qu’on fera pour V ; on se rappelle que V est injectif ; on peut donc définir un V=1 au
sens des non bornés, dont le domaine est im(V) ; puisque V est continu, son graphe est
fermé, donc V! est fermé. On peut vérifier que V—! est densément défini. Les opérateurs
fermés et densément définis forment la classe la plus intéressante dans cette théorie.

8.2. Spectre des opérateurs fermés

Définition 8.2.1. Soient T un opérateur d’un espace de Banach E dans lui méme et
A € C; on dit que A est une valeur réguliére de T si T — A Idg est une application linéaire
bijective de dom(T) sur E et si 'application linéaire réciproque définit une application
linéaire continue de E dans lui méme. On appelle spectre de T le complémentaire Sp(T)
dans C de I’ensemble des valeurs régulieres de T.

Exemple. Soit F un sous-ensemble fermé non vide de C, et désignons par dxdy la mesure
de Lebesgue de C ~ R?. Dans l’espace Lo(F,dxdy), on veut définir un opérateur non
borné M qui multiplie une fonction f par la fonction zg : z € F — 2. On a un domaine
tout indiqué,

dom(M) = {f € Ly(F, dzdy) : / ((x +iy) f(z +iy)|? dedy < +o0}.
F
Montrons que tout A ¢ F est une valeur réguliere, c’est a dire que Sp(M) C F. Si A ¢ F,
il existe puisque F est fermé un £ > 0 tel que |z — A| > € pour tout z € F. L’application

de multiplication par (z — A)™! est donc bornée par e~ sur Ly(F, dzdy), et elle sera
I'inverse de M — A 1Id. Il resterait a vérifier que M — A 1Id est injective, surjective. ..
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Oubli : on appelle Ry(T) l'inverse de T — A1Id, quand A est une valeur réguliere de
Iopérateur T.

Retour sur un exemple de spectre. Soit 1 une mesure sur C, positive et non nulle, don-
nant une mesure finie a tout compact. On considere dans La(1) = La(C, ) application
de multiplication par z, définie sur le domaine

— {f € Lau / 22 £(2)? du(z) < +oo},

ce qui donne un opérateur, en général non borné, qu’on notera M, qui agit sur f € D
par (Mf)(z) = zf(2), et Mf € La(u). On peut décrire 'appartenance de f au domaine
D en une seule formule,

/C (14 2[2) | £ () du(z) < +oo.

On suppose d’abord que A € C est tel que pour tout € > 0, on ait que B = B(\, ¢) vérifie
w(B) > 0. On peut considérer la fonction f = 1p, qui est dans le domaine D, et qui
n’est pas dans la classe nulle puisque u(B) > 0. On a (M — \)f| = |z — A1 < e1p.
Ceci montre que |[(M — A)f|l2 < e/ f]l2; si inverse Ry(M) de M — A1d existait, il
devrait vérifier |[Rx(M)|| > 1/e, pour tout € > 0, ce qui est impossible. Il en résulte que
A € Sp(T).

Remarquons en passant : si p est la mesure de Lebesgue de C, toutes les boules
ouvertes sont de mesure > 0, donc le spectre de M est C tout entier dans ce cas. On
obtient aussi que Sp(T) = C dans un cas un peu dégénéré, celui ou T n’est pas fermé :
en effet, sl existe une valeur réguliere A pour T, Popérateur R (T) est continu, donc son
graphe est fermé, donc le graphe de l'inverse T — A\ 1d de R)(T) est fermé, donc T — A 1d
est fermé, donc T est fermé ; si T n’est pas fermé, il n’existe donc aucune valeur réguliere,
par conséquent Sp(T) = C.

On suppose inversement que A € C est tel qu'il existe eg > 0 tel que u(B(X, g9)) = 0.
Considérons la fonction mesurable bornée g définie sur C par g(z) = (z—\)"Lsi[z— )\ >
g0 et g(z) = 0 sinon. La multiplication M, est bornée sur Ly (1) puisque g est bornée, et on
va voir que M, = Ry(M). Si f € dom(M), on voit que M, (M(f)—=Af) = g(2—A) f est égale
a f en dehors de B, et a 0 dans B ; mais puisque p(B) = 0, on a bien My (M(f) —Af) = f
en tant que classe. Inversement, si h € La(p), on vérifie que My(h) € dom(M) (en effet,

LRI R dnte) = [ 1R bR autz) = [ 120R M dute) < +oc

parce que zg(z) est bornée sur C) et ensuite (M — AId)(My(h)) = h. On a bien montré
que M, = R\ (M).

En bref, le spectre de T est exactement ’ensemble des A\ € C décrit précédemment,
c’est a dire les A dont tout voisinage a une p-mesure > 0.

Sip= E::f) 27"9, , ou (z,) est une suite quelconque de points de C, on déduit de
ce qui précede que le spectre de M est 'adhérence F de I’ensemble des points de la suite.
Cela nous permet de dire que tout fermé non vide de C est le spectre d’'un opérateur.
C’est, vrai aussi pour ’ensemble vide, comme on le verra avec I’exemple qui suit.
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Exemple.

On désigne par V l'opérateur borné de E = Lo([0,1]) dans lui-méme défini par
(V) = fot f(s)ds. L’image de V est I’ensemble D des fonctions F de H([0,1]) qui
sont nulles en 0, et on a vu que V est injectif. On peut donc considérer 1'opérateur
T = V!, dont le domaine est D.

Evidemment, 0 est valeur réguliere de T et Ro(T) = V. Pour A # 0, cherchons a
résoudre ’équation Tz — Az = y, pour y € E donné (on cherche x € D). Puisque T
est surjectif, on peut écrire y = Tz, avec z = V(y) € D. En appliquant V on trouve
x — AVzx = z, soit Vo — A"z = —A712. On sait que A~! n’est pas dans le spectre de V
(qui est réduit & {0}) donc on peut résoudre,

r =Ry 1(V)(=A"12) = - A7IR, 1 (V) (Vy).

On vient donc d’identifier Ry(T) = —A7'R,-1(V) V. Finalement, on constate que tout
nombre complexe est valeur réguliere de T, donc le spectre de T = V! est vide.

Lemme 8.2.1. Soient T un opérateur injectif fermé d’un espace de Banach E dans lui
méme et \ une valeur réguliére de T non nulle ; alors \~! est une valeur réguliére de T—!
et on a

Ry-1(T71) = =ATR,(T) = —AIdg —A?R,(T).

Démonstration. On veut résoudre pour tout y € E I’équation (T~ — A" 1dg)(z) = y
(on cherche z € dom(T~!) = im(T)). Puisque A est réguliere pour T, on peut écrire
y = (T — \Id)(2), avec z = Rx(T)(y). On sait alors que z € dom(T) = im(T~1!), donc il
existe u € im(T) tel que z = T~1(u). L’équation proposée est donc

T ) = Atz = (T = AId)(T Hu) = u— AT (u) = T~ H(=Mu) = A= D).

Il en résulte que x9 = —Au convient. Par ailleurs, T~! — A7 Id est injectif (donc la
solution zg est unique) : si z € dom(T!) et T~!(z) — Al =0, alors x = AT () €
dom(T) et T(z) = Az implique z = 0 puisque X\ est réguliere pour T. Si Ry-1(T™1)
existe, on a donc

z =Ry 1(T 1) (y) = —du= —AT(2) = AT R\(T)(y).

Il reste a expliquer pourquoi l'opérateur T Ry (T) est borné. Cela provient de 1’égalité
(T — AId)RA(T) = Id, qui donne TR (T) = AR»(T) + Id, qui est bien continu.

Proposition 8.2.1. (i) Le spectre d’un opérateur fermé T d’un espace de Banach E
dans lui méme est une partie fermée de C.

(ii) L’application A — R (T) est continue et dérivable du complémentaire du spectre
dans L(E).

Démonstration. Montrons le premier point; si Sp(T) = C, le spectre est bien fermé ;
nous supposons donc maintenant Sp(T) # C; quitte a remplacer T par T — A\1dg, on
peut supposer que 0 est valeur réguliere de T. Posons S = Rg(T) = T~!. Il résulte alors
du lemme 1 que Sp(T) = {\ € C\ {0} : ™! € Sp(S)} et comme Sp(S) est une partie
compacte de C, Sp(T) est une partie fermée de C.

Pour le point (i7), voir le poly.
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8.3. Adjoints

Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur densément défini de E
dans F ; on définit le transposé de T, qui est un opérateur de F* dans E*, de la fagon
suivante : le domaine de 'T est I’ensemble des y* € F* telles que la forme linéaire
x € dom(T) — y*(T(z)) soit continue.

Dans le cas ou y* € dom(*T), cette forme linéaire continue, définie sur le sous-espace
dense dom(T) C E, se prolonge de facon unique en une forme linéaire z* € E* continue
sur E. On pose alors ‘T(y*) = z*. On a donc

("T)(y") (@) = y"(T())
pour tous x € dom(T) et y* € dom(T*).

Soient E et F deux espaces hilbertiens et T un opérateur densément défini de E dans
F ; on refait la méme chose en identifiant les formes linéaires continues sur E ou sur F a
des produits scalaires avec des vecteurs de E ou de F. On définit I’adjoint de T qui est
un opérateur T* de F dans E en définissant dom(T*) comme ’ensemble des y € F tels
que z € dom(T) — (T(x),y) soit continue ; dans ce cas cette forme linéaire se prolonge
a E tout entier par densité, donc il existe un vecteur T*(y) € E tel que

Vo € dom(T), (z,T"(y)) = (T(z),y).

Un opérateur T de E (hilbertien) dans lui méme est dit autoadjoint si T = T*.
On dit que T (densément défini sur un Hilbert) est symétrique si

(z,T(y)) = (T(2),y)

pour tous z,y € dom(T). Tout autoadjoint est symétrique mais l'inverse n’est pas vrai.

Cours n° 25, Mercredi 5 Janvier 2000.

Résumé. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T un opérateur densément défini
de E dans F. Le couple (y,z) € F x E est dans le graphe de T* si et seulement si

(+) (T(u),y) = (u,z)

pour tout u € dom(T). En effet, la forme linéaire v — (T(u),y) est alors continue
puisqu’elle est égale & u — (z,u) et dans ce cas on a * = T*(y) par définition de
I'adjoint. Il est clair que la condition () définit un ensemble fermé de couples (y, x), ce
qui montre que T* est toujours un opérateur fermé.

On dit que T densément défini sur E hilbertien est symétrique si

(T(z),y) = (z, T(y))

pour tous z,y € dom(T). Cela revient a dire que T C T*. Si T = T*, on dit que T est
autoadjoint.
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Exercice traité. Adjoints des exemples 2a, 2b, 2¢ du cours numéro 23.

Posons E = Ly([0, 1]). Dans ’exemple 2c, on définit un opérateur T, dont le domaine
est

De = {f € H'([0,1]) : £(0) = f(1)}

et on pose ensuite T.(f) = if’ pour toute f € D, ; on va montrer que T, est autoadjoint
(ca n’est pas tout a fait la méme définition qu’auparavant, mais c’est celle qu’il faut pour
trouver un exemple d’opérateur autoadjoint).

On montre d’abord que T, est symétrique, c’est a dire que

(f1,Te(f2)) = (Te(f1), f)
pour toutes fi, fo € D.. Or

(12 Te(f2)) = /0 £ = [hGR)] / G = /O () Fo = (Te(f1). o)

(le terme [](1) est nul parce que toutes les fonctions ont la méme valeur en 0 et en
1 par définition de D.). On montrerait de la méme fagon que 'exemple 2b, défini sur
= {f € H([0,1]) : f(0) = f(1) = 0} est symétrique : c’est évident puisque Tj C T.
On sait donc déja que D, C dom(T%), et que T:(f) = T(f) = if’ pour f € D..
Il reste a voir que dom(T}) C D.. Dire que (g, h) est dans le graphe de T} signifie que
g € E est dans le domaine de T} et que h = T%(g) € E vérifie

(f,h) = (Te(f), 9)
pour toute fonction f € D.. On a si (g,h) € Gr(T%)

[ [

pour toute f € D.. Posons H(t) = f h(s)ds. On obtient par intégration par parties

/fh—fH /fH ra /fH
—/Olf’ﬁ=/2f§ /fzg
=/01f’m

pour toute f € D.. Puisque la fonction fy = 1 est dans D., on obtient puisque f} =0
que H(1) = 0. On remarque que ’ensemble des f’, lorsque f € D, est exactement
l’ensemble de toutes les fonctions k de E = Lo qui sont d’intégrale nulle sur [0,1] (en
effet, K(t f k(s)ds est une fonction de D, puisque K(0) = 0 et K(1) = fol k =0,
donc K € Hl([O 1]) veriﬁe K(0) = K(1), donc k est la dérivée (généralisée) d’un élément
de D.). Cet ensemble des fonctions d’intégrale nulle est égal & (C1)+, et I’équation
précédente indique que H —ig est orthogonale & (C1)*, donc H—ig € (C1)*+ = C1. On
obtient que H —ig est une fonction constante, donc g = —iH + Cte ; comme H(0) = H(1)

ce qui donne

ou encore
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et que H est une fonction de H([0, 1]), il en résulte que g € D... On a déja vu que D, C
dom(T?%), et on a maintenant dom(T%) C D., donc dom(T?) = D. et pour g € dom(T%)
on a T%(g) = ig’ = T.(g), ce qui montre que T. est autoadjoint.

En suivant la méme méthode, on vérifie que 'adjoint de T, défini sur D, = H([0, 1])
par T,(f) = if’, est 'opérateur T} défini sur D, = {f € D, : f(0) = f(1) = 0} par
Ty(f) = if’. L’adjoint de Tp est T,. Il en résulte que T} est un exemple d’opérateur
symétrique qui n’est pas autoadjoint.

Exercice. Montrer que I'opérateur T défini sur Ly (R) par dom(T) = HY(R) et T(f) = i f’
pour f € dom(T) est autoadjoint.

a. Soit X le sous-espace de Ly (R) formé des fonctions k a support borné et d’intégrale
nulle ; montrer que si k € X, alors K(t) = fioo k(s) ds définit une fonction K € H(R).
Montrer que X est dense dans La(R).

b. Montrer que T est symétrique (utiliser le fait que si fi, fo € HY(R), il existe des
suites t,, — £oo telles que f1(t,,)f2(t,) — 0).

c. Soient (g,h) € Gr(T*) C La(R) x Lao(R) et H(t) = fg h(s)ds; en travaillant sur
un intervalle borné [a, b], avec des fonctions f nulles hors de [a, b], montrer que H — ig
est constante sur [a,b] ; en déduire que H — ig est constante sur R et conclure.

Proposition 8.3.1. Soient E et F deux espaces hilbertiens et T un opérateur densément
défini de E dans F ; alors T* est fermé. Pour que T soit fermable, il faut et il suffit que
T* soit densément défini. Dans ce cas, on a T = (T*)*.

Démonstration. Voir poly.

8.4. Décomposition spectrale

Proposition. Soit T un opérateur autoadjoint sur E hilbertien complexe ; alors +i est
valeur réguliere de T.

Démonstration. On montre d’abord que [[(T £ i1d)(x)|| > ||z| pour tout z € dom(T).
En effet, 1’égalité
(T(z),z) = (z,T(x))
montre que (T(z),x) est réel, puis
[(T(z) £iz, z)| = (T(z), ) £ i{z,2)| = (z,2)
montre que ||z|? < || T(x) £ix| ||z|. Il en résulte que T 44 Id est injectif, et que I'inverse,
s'il existe, est continu (de norme < 1).

On montre ensuite que 'image de T + ¢Id est dense dans E. Prenons T + ¢1d par
exemple ; sinon, il existe y # 0 orthogonal a l'image, (T(z) + iz,y) = 0 pour tout
x € dom(T). On a donc

(T(z),y) = (z,iy)
pour tout x € dom(T), ce qui montre par (%) que y € dom(T*) = dom(T) et T(y) =
T*(y) = iy, donc (T(y),y) = i(y,y) # 0. Ceci est impossible puisque (T(y),y) est réel.

Finalement, on montre que T 47 Id est surjectif. Ecrivons pour T +¢Id par exemple.
Soit y € E; il existe une suite (z,) C dom(T) telle que T(x,) + iz, — y. Puisque
|(T(xn) + izn) — (T(zm) + ixm)|| > |20 — Zm]|, il en résulte que (x,) est de Cauchy,
donc converge vers x € E. Puisque T(z,,)+iz, converge, il en résulte que T(x,,) converge,
donc la suite (x,,, T(z,)) du graphe de T converge. Puisque T est fermé, il en résulte que
la limite est dans le graphe, et c’est (z, T(z)). On a donc y = T(z) + iz € im(T + 1d).

37



Proposition. Soit T un opérateur autoadjoint sur E hilbertien complexe ; considérons
Iopérateur borné S = R;(T) = (T —ild)~!. On a S* = (T +41d)~!, et S est normal.

Démonstration. Soient 31,92 € E, 11 = S(y1) et 2o = (T +iId) " (yo); alors z1, 15 €
dom(T) et

(S(y1),y2) = (w1, T(wa) + ima) = (T(z1) — imy, m2) = (y1, (T —i1d) " (2)).

On a donc S* = (T +i1d)~L. Soit u; = S*(z1) ; alors uy; € dom(T) et T(uy) + iu; = 21
montrent que T(u;) € dom(T), donc u; € dom(T?), et (Id +T2)(u1) = y1. Mais Id +T?2
est injectif (on a (z 4+ T?(x),z) = (x,z) + (T(z), T(z)) > 0 pour x # 0), donc u; est
'unique solution de (Id +T?)(u) = y1 ; or uz = S(S*(y1)) serait une autre solution, pour
les mémes raisons. On a donc S*S = SS*.

Puisque S est normal, il est unitairement équivalent & un opérateur S; de multipli-
cation par une fonction mesurable bornée h sur un espace La(p) : il existe un unitaire
u:E — Lo(p) tel que S = u* My, u; puisque S est injectif, Sy est aussi injectif et la fonc-
tion h est presque partout non nulle. On transporte algébriquement toute la situation
sur La(p). Le domaine de T était précisément D = im(S), donc ¢a devient

Dy =im(Sy) = {f € La(p) : f = hk, k € Lo(p)} =

—{f € Lal): [ IFO/MOF du(t) < +20)

et Ty —ild = S;* est la multiplication par 1/h. Alors Ty est la multiplication par
g = 1/h +i. Comme T, est autoadjoint, cette fonction g est réelle. Le spectre de T
est 'ensemble des valeurs essentielles de g, comme dans un des exemples traités. On a
T =u" My up.

Exemple. L’opérateur T(f) = if’ sur Lo(R) se représente par transformée de Fourier
par la multiplication par t € R — t.

On pose f(t) = (2r)~1/2 Jz €™ f(x) dx pour f € Li(R)NLa(R); on sait que f — f
est isométrique pour la norme Ly(R), donc se prolonge en un unitaire u de Ly(R). On
sait aussi que if’ (t) = tf(t), ce qui montre le résultat.

Soient H un espace hilbertien et T un opérateur densément défini autoadjoint de H
dans H; on peut, comme dans le cas borné, définir un calcul fonctionnel borélien pour
T : écrivons T = uM,u*. Si f est une fonction borélienne bornée sur Sp(T), on pose
f(T) =uMyoqu*.

Exemple. On peut définir v, = €T olt T est autoadjoint non borné (s réel); il est
représenté par la multiplication par la fonction de module un €**9 (g est réelle), donc
vs est unitaire, et on a ainsi un groupe d’unitaires. Dans le cas T(f) = if’ sur Ly(R),
on voit que vy = €T se représente du coté Fourier par la multiplication par ¢t — et
On en déduit que (vs) est dans ce cas le groupe des translations sur Ly(R), défini par

vs(f) (@) = fz = ).
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8.5. Le théoréme de Stone

Soit H un espace hilbertien ; on appelle groupe a un parameétre d’unitaires une famille
(vt)ter d’éléments unitaires de £(H) telle que :

(i) pour tous s,t € R on a vy = vsvy ;

(73) pour tout = € H I'application t — v(x) est continue.

Théoreme 8.5.1. Théoreme de Stone. Soit H un espace hilbertien complexe séparable ;
soit (vt)ter un groupe a un parametre d’opérateurs d’unitaires ; il existe un opérateur
autoadjoint T sur H tel que vy = e**T pour tout s € R.
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