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Exercice 1

Notations: Ici L' désigne lespace L'([—m,7]). C Uespace des fonctions continues sur
[—m, 7], on rappelle que le second est dense dans le premier. Si f € L' on pose

fn) = % /_ fB)e it nez

k=m
Sm(f,x) = Z f(k)e™  (les sommes partielles)
k=—m
: (m+1)zx
m o sin ()
Om(x) = M= L
e

1. Vérifier la deuxieme égalité de la ligne précédente.
2. Montrer que limy,| oo [|07 (7)]|1 = 00. (On pourra remarquer que |sinz| < [z].)

3. Montrer que f — (f(n)) définit une application continue
P . Ll — Cp.
On rappelle que les fonctions en escalier sont denses dans L!.

4. Montrer que ®7'(B,(0,1)) n’est pas bornée dans L' (On pourra utiliser la
deuxiéme question). En déduire que le complémentaire de ®(L') est dense dans
Co.

5. Montrer que 'on a

Slfo) = / F(1)om( — t)dt

On revient a l'espace C muni de la norme || .||« et on pose

6. Montrer que S, € C* et que ||Sn|| < [|0m][1. Montrer que ||Sy|| = ||0m]|1

7. Conclure qu’il existe une partie dense de C pour laquelle

sup Sy (f) = +o0.



Exercice 2

Soit A = {0,1} et E = AN I'espace des suites (z,,) telles que Vnx, = 0 ou z, = 1.

1. Soitk € N, ny,...,n; desentiers, € = (ey,... ,ex) € A¥onpose O(k,ny,... ,ng,€) =
{r € E: Vi< kx,, = ¢.}, T est la plus petite topologie pour laquelle ces
ensembles sont ouverts. Montrer que 7 est la topologie la moins fine telle que
les applications £ — A p, : = +— x, soient continues (A étant muni de la
topologie discrete). On appelle 7 la topologie produit.

2. (Les propriétés “élémentaires” de 7.) Montrer que tous les ensembles O(k, ny, ... ,ng, €)
sont fermés pour 7, que 7 est séparée mais que 7 n’est pas la topologie discrete.

3. Montrer que (F,7) est un espace compact.

4. Soient (z,y) € E* on pose
} : %0 — Y]
d e _
('1.7 y) - 2n

Montrer que l'on a défini une métrique sur F et que la topologie associée a d
est 7.

5. Soit

dFE—R: xr—>§:2$n

gt
n=0 3

Montrer que ® est continue et que son image est I’ensemble triadique de Cantor
C, en déduire que E est homéomorphe a C.



