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Probléeme numéro 3

Partie I

On désigne par H I’espace de Hilbert complexe Lo (0, 1). Pour toute fonction f € H, on pose

vs € [0,1], (Tf)(s):(1—5)/Stf(t)dt+s/ (1= 1) f (1) dt.

0

a. Montrer que T définit un opérateur linéaire continu de H dans H. Montrer que T est
hermitien et compact.

b. Montrer que pour toute f € H, la fonction T f est continue ; montrer que si f est continue,
Tf est de classe C? et calculer (Tf)”. Montrer que I'image T(H) contient toutes les fonctions g
de classe C? sur [0,1] telles que g(0) = g(1) = 0. En déduire que T est injectif sur H.

c. Montrer que si f est vecteur propre de T pour une valeur propre A # 0, alors f est de

classe C? et vérifie une équation différentielle ordinaire. Trouver toutes les valeurs propres de T,
et donner une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T.

d. Calculer 3% k=2 sin(kws) sin(knt) pour tous s,t € [0, 1].

Partie I1

1. Soient (X, d) un espace métrique compact et xo un point fixé dans X ; on pose Cq 5, (X) = {f €
C(X) : f(xzo) = 0}, et on suppose que A est une sous-algebre de Cy ,,(X), stable par passage au
complexe conjugué (f € A implique f € A) et qui sépare les points de X ; montrer que A est
dense dans Cy 4, (X) (pour la norme uniforme ; pour étudier A, on pourra se servir de l’algebre
A=A+C1).

2. On désigne par Co(R) l'espace des fonctions continues sur R qui tendent vers 0 & l'infini. Pour
tout @ > 0 on note E, le sous-espace vectoriel de Cy(R) formé des combinaisons linéaires de
fonctions de la forme z — P(x) e“””z7 ou P décrit I’ensemble des polynémes ; on note A I'espace
vectoriel engendré par tous les E,, lorsque a varie dans |0, +o00].

a. Montrer que A est dense (pour la norme uniforme) dans Cy(R).
b. Soit w un nombre réel ; montrer que la fonction x — U= est limite uniforme sur tout

compact de R d’une suite (P,,) de fonctions polynomiales, qui vérifient |P,,(z)| < ell=® pour tout
z € R et tout n > 0.

c. Montrer que si u est un nombre réel tel que |u| < a, 'espace E,4, est contenu dans
ladhérence de E, (découper ’étude de la convergence uniforme en deux parties, un intervalle
borné bien choisi et son complémentaire). Montrer ensuite que E; est contenu dans I’adhérence
de E, pour tout b > 0.

d. Déduire des questions précédentes que E, est dense dans Cy(R), pour tout a > 0.

e. Montrer que si f est une fonction continue a support compact, il existe pour tout € > 0
un polynome P tel que

/ |f(x) e—az*/2 —P(z) e—ax”/2 |2 e~ dp < £2.
R

En déduire que E, est dense dans Ly(R) ; montrer qu'il existe une base hilbertienne (f,,)n>0 de
Lo(R) formée de fonctions de la forme f,,(z) = Py (x) e=v*/2
est une fonction polynomiale de degré n.

, ou pour tout n > 0 la fonction P,



