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Soient X un espace analytique complexe réduit purement de dimension d, Y
un sous-espace analytique fermé de X de dimension ¢, z un point non-singulier
de Y, et choisisons un plongement local en z dans un ouvert de C", de facon
que Y soit le sous-espace lineaire C* x {0}.

ey

X xPr 1t x P15 By O(X) —— C(X) C X x P!

X x P17t 5 By X

P Yycxccer
Soient {D,,} la famille finie des espaces reduits sous-jacents aux composantes

irreductibles de dimension n-2 du diviseur ¢(~*(Y), et denotons aussi V,, :=
K'(Dy), Wy = éy(Dy).

Théoréme 0.1. Soient X C C™ un espace analytique réduit, Y C X un sous-
espace non-singulier, et x € Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) Le couple de strates (X°,Y) satisfait les conditions de Whitney en x.
2) On a l’égalité dim ("1 (x) =n—2—t, ol t =dim Y.
3) Le diviseur exceptionnel ensembliste |~ (V)] C Y x PP~ 1=t x P11 st
Y -Lagrangien et donc pour tout « les images V, et W, de D, sont en
Y -dualité projective. Dans ce cas, |k~ *(Y)| est réunion des Y -duauz des
V.

Démonstration. O

Lemme 0.2. Soit X C C™ un sous-espace analytique réduit de dimension d,

et soit Y C X un sous-espace non-singulier de dimension t. Si X EX C denote
Pespace de deformation de X sur le cone normal Cxy, et C(X),C(Y) denotent
les espaces conormauz de X,Y respectivement dans C" x C™. Alors Uespace
conormal relatif

q:Cp(X) - x—-C
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est isomorphe d lespace de deformation de C(X) sur le cone normal Co(x),c(x)nc(y)
en tant qu’espaces analytiques (reduits ?) sur C. En particulier, la fibre ¢=1(0)
est isomorphe au céone normal de C(X)NC(Y) dans C(X).

Démonstration.

Soient I C J les ideaux coherents de O,, qui definissent les sous-espaces
X, Y respectivement, et appelons ® & l’espace de deformation de C'(X) sur le
cone normal Co(x),c(x)nc(y)- Notons d’abord que tous les deux espaces, D et
C¢(X), sont des sous-espaces analytiques de C x C” x C™, et prenons une carte
locale de facon que Y C X C C™ deviens C* € X C C" avec des coordonnées
locaux :

(Uayh--wytazt-‘rla"'aznyala“- ;at;bt-‘rla"'abn)

Choissisons des équations locaux (fi,..., fr) pour X dans C", telles que
leurs formes initiales in s f; engendrent l'idéal in;I de gr;Ox := > J™/Jm+!
engendré par les formes initiales des éléments de I, c’est-a-dire 'idéal définissant
le cone normal Cxy de X le long de Y. Alors, on sait que les equations
Fi(v,y,2) := v "™ fi(y,vz), i = 1,...,r o n; =sup{n|f; € J"} définissent
localement 1’espace X L. € dans C x C", en plus, louvert X\ f~1(0) est iso-
morphe & X x C*, en tant que des espaces analytiques sur C*, via le morphisme
¢ definit par (v,y,2) — (v,y,vz).

Maintenant, on peut construire I’espace conormal relatif

q:Cf(X) - x—C

et grace & que X\ f~1(0) est un ouvert avec des fibres X(v) isomorphes a X,
I'isomorphisme ci-dessus nous donne immediatement que C'¢(X)\ ¢~!(0) est iso-
morphe a C(X) x C*.

En outre, notons que comme J = (z¢41,...,2,) dans C", alors l’espace co-
normal C(Y) est donné par les equations (z¢11, ..., 2n,a1,...,a:) dans
C™ x C™. Pour autant, si on choisis des equations locaux (g1, ..., gs) pour C(X)

comme ci-dessus, alors les equations G; (v, y, z,a,b) = v~*ig;(v,y, vz, va, b) définissent
localement I'espace © % C, ot la fibre p—! (0) est le cone normal Ce(x),c(x)nc(v)

et louvert D\p~1(0) est isomorphe & C'(X)xC* avec le morphisme (v, y, z, a, b)
(v,y,vz,va,b).

Utilisons ce dernier morphisme, pour definir un automorphisme de I’espace
ambient

Pp:CxC"xC" — CxC"xC"
(U? y) Z? a7 b) — (/U7 y7 UZ’ /Ua” b)
lequel est un isomorphisme sur 'ouvert dense C* x C™ x C™. Ainsi, si on prends

lespace analytique C(X) x C* dans le but, alors, d’apres ce qu’on vient de dire,
P~ HC(X) x C*) =D \ p~1(0)avec sa structure réduite.



Local polar varieties 3

Finalement, rappelons nous que les deux fleches servant a definir le mor-
phisme ¢, sont induites par les projections

CxC"xC"—-CxC"—C

et donc on a un diagramme commutatif :

. P .
Cr(X)—CxCrxCr—=CxCr xC»

P,k

X——CxC"——=CxC"

~

C

X
—h_
i

q

Ainsi, tout ce qu’il nous reste a verifier ¢’est que 'image par 1) de C'¢(X)\ ¢~ *(0)
c’est precisement C'(X) x C*, puisque on sait deja que ¥~ !}(C(X) x C*) =
D\ p~1(0) et donc les deux espaces auront un ouvert dense en commun et pour
autant sa fermeture aussi.

Soit (y, z) € X un point lisse, alors les formes

Vhi2) = (G G0, G ) ) )

?
32t+1

engendrent le sous-espace lineaire de C" de toutes les formes qui s’annulent
sur ’espace tangent T(y’Z)XO7 i.e. tous les points de C(X) en-dessus de (y, z).
Analoguement, soit (v,y, z) € X un point lisse de X\ f~1(0), alors les formes
8FZ GFZ 8FZ 6F1

VF(v,y,2) = —(v,y,2), -, — (v,y,2), m— (v,y,2),- - , =—(v,y, 2

o) = (G ) S ) ) S 0 )
engendrent le sous-espace lineaire de C™ de toutes les formes qui s’annulent sur
Pespace tangent T\, , -y X(v)°, i.e. tous les points de Cf (%) en-dessus de (v, y, 2).
Mais, d’apres notre choix de (v,y, z), on sait que ¢((v,y,2)) = (v,y,vz) est un
point lisse de X x C* et en particulier (y,vz) est un point lisse de X. En plus,
notons que :

OF;

—n, Ofi
—(,y,2) =v " =—(y,vz
ayj( Y, %) ay; (y,v2)
an’ o —ni+1 afz
5o (09:2) = v S (g 02)
et donc
OF; OF; _ i1 0fi —ni+1 Ofi
¢(Uayaza ayj (Uay7z)a aZk (U’?J’Z)) - (U,y,’UZ,U ay] (y,’UZ),’U aZk (y,’UZ))

= (v,y,vz,v" " TV fi(y, vz))
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est bien un point de C(X) x C*, et comme v # 0, les v " TV fi(y,vz) en-
gendrent a nouveau la fibre sur (v,y,vz) de C(X) x C* — X x C* et donc ¢
surjecte C¢(X) \ ¢~ 1(0) sur C(X) x C*. O



