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Introduction 

On trouvera ici un premier apergu sur certains invariants discrets des singularit6s 
analytiques complexes, invariants dont la totalit6 se laisse reprdsenter par un 
<(grand polygone de Newton >> (cf. w 6) que l'on peut associer/~ chaque singularit6. 
[Mais qui, pour une courbe plane, n'est pas du tout son polygone de Newton au 
sens usuel.] 

Bien que la raison originelle d'introduire ces invariants soit technique (cf. 
th6or6me 4 ci-dessous), il s'est av6r6 a posteriori que certains d'entre eux appa- 
raissent de fa~on tr6s naturelle dans divers probl6mes et en particulier, pour une 
singularit6 isol6e d'hypersurface f ( z  o . . . . .  z,)=0,  on peut lire sur le polygone de 
Newton mentionn6 ci-dessus les taux d'6vanescence des diff6rents points critiques 
quadratiques d'une morsification t = f +  a z o g6n6rique de f ,  en fonction du para- 
m6tre de morsification a. On peut aussi lire sur ce polygone le plus petit entier N 
tel que toute fonction g dont le d6veloppement de Taylor ne diff6re de celui de f 
que par des termes d'ordre > N + 1 soit topologiquement (ou 6quisinguli6rement) 
6quivalente ~t f (cf. th6or6me 8 ci-dessous) et on peut encore y lire divers exposants 
de gojasiewicz, ainsi que la suite #* des nombres de Milnor des sections planes 
g6n6riques de notre hypersurface. Par ailleurs, d'une part ce <(grand polygone de 
Newton>) est un invariant d'6quisingularit6 (cf. th6or6me 6') et d'autre part, on 
dispose de premiers indices sur la fa~on dont il ddcrit la g6om6trie de la singu- 
larit6; on peut par exemple caract6riser en termes de ce polygone les singularitds 
isol6es d'hypersurfaces 6quivalentes (pour une certaine relation d'6quisingularit6) 

_N +1 ~t des singularit6s du type de Pham-Brieskorn: Zo N~  =0. Enfin, ce 
polygone est tr6s ((calculable)). 

La construction est ici enti6rement pr6sentde dans le cas particulier des singu- 
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laritts isoltes d'hypersurfaces, qui est plus simple de ce point de vue et permet 
dtj/t de prtsenter les iddes principales. Darts un prochain travail j ' t tendrai la 
thdorie au cas gtntral  et 1/~, les varit t ts  polaires autres que les courbes joueront 
leur vrai r61e. 

Je ne parle pas ici de la filtration de l'homologie 6vanescente relative dtcrite, 
comme il est expliqu6 dans [I.E. R] 3.6.4, par les invariants {eq/m~} 6tudits ici. 
J 'esptre revenir sur ce sujet et renvoie le lecteur, en attendant, fi[I. E. E] ou, pour 
le lien avec la monodromie,/~ ILl aprts avoir lu le th to r tme  6" ci-dessous. Saul 
pour la terminologie, je n'utilise d'ailleurs pas ici l'identit6 constatte par L~ Dfing 
Tr~ng et moi entre la courbe F qui me servait d'intermtdiaire essentiel de calcul 
dans [C.E.W.] chap. II, w 1, et la courbe polaire, dont l'usage trait pr6n6 par 
Thom dans l'&ude de la monodromie relative. Mon but ici, comme dans [C. E.W.], 
est la construction algtbrique d'invariants de la gdomdtrie <<~ 6quisingularit6 
pras)>, et non d'invariants de nature topologique ou cohomologique. Bien stir, 
le lien entre les deux points de vue prtsenterait un grand inttrat, et en particulier 
un lien prtcis entre les invariants introduits ici et la monodromie;  de plus, cette 
6tude algtbrique s'est trouvte fort encouragte par son raccord avec le point de 
vue de Thorn, et de nombreuses discussions avec lui. Je l'en remercie beaucoup. 

Je remercie vivement Michel Merle dont le beau rdsultat pour les courbes 
planes, cit6 au w 5, m'a confort6 dans mon optimisme concernant l'inttrat des 
{eq/mq}. D'ailleurs, ce rdsultat, joint au th tor tme 9 ci-dessous, montre comment 
l'on peut, ~t partir du polygone de Newton d'une section plane gtntrique du dis- 
criminant de la dtformation miniverselle d'un germe de courbe plane irrtductible, 
reconstruire explicitement la courbe/ i  6quisingularit6 prts:  si l'on veut, c'est un 
exemple de <<reconstruction du centre organisateur>> au sens de la thtorie des 
catastrophes de Thorn (voir IT] et [T4] ). 

Une partie de ce travail a 6t6 effectute /t Harvard en Avril et Septembre 1974, avec l'aide du 
NSF GP 362-69. 

w 1. Introduction des invariants (eq, mq) 

Soit f (zo, . . . ,  z,) = O, f e (9, + 1 ~- C {z0, ..., z,}, une 6quation pour un germe d'hyper- 
surface/t singularit6 isolte (Xo, 0)~(~,+1,  0). Soit U un voisinage de 0 assez petit 
pour que f converge, et que je me permettrai de plus de rttrdcir arbitrairement 

plus bas, et enfin soit 7~: Z -+ U l'6clatement de l'idtal (~zJ I . . . . .  ~ ] . C u ,  idtal 
qui sera not6 j ( f ) .  c z , /  

La description de Z comme adhdrence darts U x IP" du graphe du morphisme 

t ~?( �9 d f ]  [qui est bien dtfini hors de 0 U - {0} --, IP" dtfini par (z o . . . .  , z,)~-~ \ ~  :. 
~z,]  , , j  

parce que f = 0  est /t singularit6 isolte] nous fournit un diagramme: 

Z G ~ I ~  

I 

U 
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o6 G est la restriction & Z de la projection U z I ~  IP". J 'appellerai G le morphisme 
de Gauss associ6 & f .  

1.1. Proposition-d~D'nition. Pour tout entier 1 _< i<  n et tout / -plan (H, 0 )c  (~"+' ,  0), 
consid6rons l'ensemble F u des points de IP" correspondant ~t des hyperplans de 
~,+1 contenant H;  F u est un sous-espace lin6aire de dimension n - i  de IP". 
Consid6rons d'autre part l 'ensemble S ~ des points p de U - {0} tels que l 'hyperplan 
tangent en p ~ l'hypersurface de niveau de f passant par p, d6finie par f ( z )  - f ( p )  = O, 
contienne (en direction) H, alors, on a, d'apr6s la description ci-dessus: 

(G - '  (F,,)) = 

(fermeture de S~ dans U). Ce sous-espace analytique ferm6 de U sera appel6 
varidt~ polaire associ6e h f et H, et not6 S u. 

1.2. Th6or+me 1. Pour  tout 1 <_ i<  II, il ex is te  un ouvert  de Zar i sk i  dense V (i) de la 
grassmanienne des i-plans de (C "+x, O) tel que si H e  V (~), S u soit une intersection 
complOte fi singularitd isol&, de dimension dim o S u = n + 1 - i, et de multiplicitO d 
l'origine mo(S~  ) = p(i) off p~i)= #(i)(Xo, 0) est le hombre de Mi lnor  de l ' intersection 
de (Xo,0) avec un i-plan gdnOral de (C"+1,0). En fair, on a m6me, si H~V( i ) :  
p(X o c~ H ) = m  o (SH)=(SH,  H)o = S  ), off ( , )o dksigne la multiplicitO d' intersection 
ell  O. 

Preuve.  La premi6re assertion est une cons6quence du th6or6me de Bertini; 
pour l'6nonc6 sur la multiplicit6, voir [C. E.W.] chap. I, w 2, apr6s avoir remarqu6 
que la vari6t6 polaire relative ~ H: z o . . . . .  z~=0 a pour 6quations: 

_ = ~  
~zi+l  ~z ,  

1.3. Consid6rons maintenant la normalisation ,7: ,Z-~ Z de Z, et soit D c Z le divi- 
seur exceptionnel du morphisme compos6 (<< 6clatement normalis6 ,) ~: Z " ,  Z ~ U. 

D est le sous-espace de 2 d6fini par l'id6al t <1, ~ / t '  ~ qui est inversible, 
\~z 0 ' " '  c z . !  

puisqu'il est l 'image r6ciproque par n de i {?f ( ? J ]  \ ? z  o . . . . .  ? z . !  " gS'z qui est inversible par 

la propridt6 fondamentale des 6clatements. A chaque composante irrdductible 
D~ de D est associ6e une fonction d'ordre VD, sur g'.+, comme suit: &ant donn6 
he(9.+1, VD,(h ) est l 'ordre avec lequel s'annule ff*(h)=ho~ le long de D i, au voi- 
sinage d'un point g6ndral de D~. Ceci a un sens, puisqu'il existe, par les propri6t6s 
des diviseurs sur les espaces normaux, un ouvert analytique dense et connexe 
(puisque D i e s t  irrdductible) de D i en chaque point duquel (Di)rr d et Z. sont lisses. 

Pour un id6al I de 6).+, on posera 

vD,(I ) = min VD,(h ). 
hel 

Par ailleurs, il existe un ouvert de Zariski dense Wdu IP" des directions d'hyper- 
plans de ~"+ ' ,  tel que le nombre 1 des composantes irr6ductibles de la courbe 
polaire S u soit ind6pendant de H e  W, et que de plus, 6crivant la d6composition 
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1 

de Sn en ses composantes irr6ductibles Sn = ~ ~,  la suite des multiplicit6s en 0, 
q = l  

(mo(Fq); 1 < q < / )  et la suite des multiplicit6s d'intersection ((q, Xo)o; 1 < q < l )  
soient 6galement ind6pendantes de H e W. De plus, on a (~, Xo) o > m o (F~), ce qui 
permet de d6finir des entiers positifs e~ et mq par: mq =mo (Fq), eq + m~ = (F~, X0) o . 
La preuve de toutes ces assertions se trouve en fait dans la d6monstration du 
th6or6me 2 ci-dessous, mais en attendant, raisons l'importante: 

1.4. Remarque. On a: 

1 

eq = #(" + 1)(X o, 0), 
q = l  

l 

mq = ~"~(Xo, 0). 
q = l  

La preuve est fournie par le calcul de ([C.E.W.] chap. II, w 1, 1.2), et 1.2. 

Le r~sultat qui explique l'ubiquit6 des ~ dont nous parlerons plus bas est: 

1.5. Th6or~me 2. Pour un germe d'hypersurface fi singularit# isol~e, avec les nota- 
tions introduites en 1.3, on a: L'ensemble de couples d'entiers {(%, mq)}red est Ogal 
g~ l'ensemble de couples d'entiers {(vD,(j(f) ), VD,(~))}red, Off le suffixe red signifie 
que chaque couple d'entiers est ~crit une seule fois, m6me si le calcul par compo- 

santes irrdductibles le fournit plusieurs fois, j ( f ) =  ( ~ - ,  ..., ~ t .  (9,+1, et 
est l'id#al maximal de (9.+ t. \ O Z  o u Z, , l  

D#monstration. Le morphisme de Gauss G fait de Z une famille des courbes 
polaires, param6tr6e par 1P" et au-dessus d'un ouvert de Zariski de IP", cette 
famille de courbes a une r6solution simultan6e, cf. [Ta], fournie par Z ~ Z .  
Ceci montre que chaque composante irr6ductible d'une courbe polaire assez 
g6n6rale est l'image dans (C "+~, 0) d'un germe de courbe non singuli6re dans Z, 
transverse au diviseur exceptionnel D, et passant par un point g6n6ral d'une des 
composantes irr6ductibles de D, que l'on peut donc utiliser pour calculer yD. 
Le th6or6me 2 se ram6ne alors ~t un calcul 616mentaire. 

1.6. Corollaire 1. La suite (eq, mq)r~a ne d#pend que de la fermeture int~grale de 
l'id(al ~ ( f ) ,  et est donc invariant du type analytique de (Xo,O) (voir [C.E.W.], 
chap. I, 1.1). En effet, j ( f ) .  (9 Z = j ( f ) .  (9;, (cf. [HI). 

1.7. Coroilaire 2. Le plus petit exposant O~ (resp. 02) tel qu'il existe un voisinage U 
de 0 dans C ~+1 et une constante C 1 (resp. C2) tels que ron ait l'in#galit( de ~Loja- 

siewicz Igradf(z)[ >= C 1 I f (z)[  ~ (resp. [gradf(z)[ > C21z[ ~ vaut 01 = ~ ,  02=r/, 
t -r q 

{mq) 

D#monstration (cf. [L.T.]). Les in6galit6s sur U 6quivalent ~t des in6galit6s sur Z 
puisque ff est un morphisme propre. Or, Z e s t  un espace normal et j ( f ) .  (9~ est 
inversible; sur Z dire que I (gradf)o~l> Clfo~F/q  se traduit par une inclusion 
(fo ~)Pe ~'(f)o ~)q puisque sur Z une fonction m6romorphe born6e est holomorphe. 
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Ceci 6quivaut encore, puisque sur un espace normal le lieu polaire d'une fonction 
m6romorphe est de codimension 1 ou vide, /~ dire que p. vD,(f)> q. vv,( j( f))  

1 _ q - r a in  {- vD'(f) ) donne le meilleur exposant pour tout i, et l'on voit que 0 p ~vD,(y'(f)) 

0 possible, et donc 01 =max  vD,(f) ! =max = ~  d'apr~s le th6o- 

r~me 2. On proc6de de m~me pour 02. [Le fait que VD,(f)=ve,(~)+VD,~'(f)) 
r~sulte du calcul fait en [C.E.W.], chap. II, 1.2 et de l'argument d6montrant le 
th~or6me 2.] 

w 2. Les (eq, mr et I'op~ration de Thom-Sebastiani 

Soient f ( z  o . . . . .  z , )=0 et g(w o . . . .  ,Win)=0 des 6quations pour deux germes 
d'hypersurfaces ~t singularit6 isol6e (X0,0)c(•"+l ,0)  et (X1,0)c(~m+l,0).  I1 
importe de remarquer que le type analytique de l'hypersurface de (~m+,+2, 0) 
d6finie par f ( z  o, ..., z .)+g(w o . . . .  , w,,)=0 (addition de Thom-Sebastiani) ne 
d6pend pas seulement du type analytique de (X o, 0) et de (X1, 0), mais d6pend en 
g6n6ral du choix des 6quations f et g, i.e. du choix du g6n6rateur de l'id6al d6finis- 
sant (Xo, 0) ~ (C" + 1, 0) et (X 1, 0) c (~"  + 1, 0). En effet, s i f  n'est pas quasi-homo- 
gane, soit U(z o . . . . .  z,) une unit6; l'hypersurface U(z)f(z)+g(w)=O ne sera pas 
en g6n6ral analytiquement isomorphe fi f ( z )+ g(w)= 0 au voisinage de 0. Cepen- 
dant, j'ai introduit dans [I.E.P.] une relation d'bquivalence sur l'ensemble des 
germes d'hypersurfaces: 

D~finition. (X o, 0 ) ~ ( ~  "+1, 0) et (X o, 0 ) c ( ~  "+1, 0) sont (c)-cos6cantes si il existe 
une famille b, un param6tre de germes d'hypersurfaces dont une fibre est iso- 
morphe/x (Xo, 0), une autre fibre est isomorphe ~t (X~, 0) et qui satisfait en chaque 
point la condition (e) que voici: une famille de germes d'hypersurfaces X c I D  
x ~.+1, d6finie par F(z o . . . . .  z,, t )=0  off on suppose que les singularit~s par- 

OF 
courent ID x {0}, i.e. F(0, 0, t ) - 0 ,  ~z  i (0, ..., 0, 0---0, satisfait la condition (e) en 0 
si l 'on a" 

z.) .C (daos  Zo . . . . .  (c) ~ -  ( o . . . .  \ 0 z 0  . . . .  oz--.r 

la barre d6signant toujours la cl6ture int6grale des id6aux. On peut montrer 
assez facilement que deux germes d'hypersurfaces /l singularit6 isol6e (e)-cos6- 
cants ont m6me type topologique, ainsi que toutes leurs sections planes g6n6riques 
(cf. [I. E. E]  w 2). R6ciproquement, une d6formation conservant le type topologique 
des fibres et de leurs sections planes g6n6riques est une (c)-cos6cance (cf. loc. cit. 
et appendice). 

2.1. Th~or~me3. La classe de (c)-cos~cance d'une hypersurface d~finie par 
f(zo,  ..., z , )+g(w o . . . . .  w,,)=0 ne ddpend que de la classe de (c)-cos~cance de 
(Xo, O) et (X1, 0), hypersurfaces dOfinies par f =  0 et g = 0 respectivement. 

La d6monstration est un exercice facile sur la (c)-cos6cance, et laiss6e au lecteur. 



272 [3. Teissier 

Nous noterons [Xo] la classe de (c)-cos6cance et nous venons donc de ddfinir 
une op6ration que nous noterons: [-Xo], [X~]~--.[Xo] k [XI]. Remarquons que 
deux hypersurfaces ~t singularit6 isol6e (e)-cosdcantes sont reli6es par une famille 
d'hypersurfaces A/~* constant ([I.E. R] 2.6) et ont donc marne suite/~* des nom- 
bres de Milnor des sections planes g~n6riques de toutes dimensions passant par 
l'origine ([C.E.W.]). On peut se demander si l'on peut calculer la suite /~* de 
[Xo] • IX1]/~ partir de celle de [Xo] et celle de [XI]. Nous sommes encourages par 
le fait que ~{z  o ..... z , ,w  o ..... w , . } / j ( f + g ) =  q2{z o ..... z ,}~j( f ) |  o ..... wm}/j(g ) 
et doric #l'+"+2~([Xo] A_ [X1])=#I"+I)(Xo)-~r 

Le r6sultat que voici est la raison originelte de l 'introduction des invariants 
(eq, mq). 
2.2. Th~or~me 4. Soit (eq, mq)qe I (resp. (,fq,, nq,)o,~t, ) la suite des invariants associds 
(w 1) aux composantes irr6ductibles des courbes pofaires gbndraIes de f (z o . . . . .  z,) = 0 
(resp. g(w o . . . . .  w~)=0). On a: 

#(~+"+l)([Xo] • IX1]) = ~ min(eq .nq, ,Jq, .mq). 
(q,q')sI • 

[I (resp. I') est l'ensemble des composantes irrOductibles de la courbe polaire gdnOrale 
de f (resp. g),] 

DOmonseration. Choisissons Ies coordonn6es (zo, ..., z,) et (wo, ..., w,,) de telle 
faqon que Zo=0 (resp. Wo=0 ) ddfinisse une section hyperplane gdn6rique pour 
X o (resp. X 0. (Ici ~g6n6rique>> a un sens bien pr6cis: un hyperplan est g6n&ique 
si son intersection avec l'hypersurface a pour nombre de Milnor le nombre de 
Milnor d'une section hyperplane g6n6rique, cf. [C.E.W.] chap. II, 1.6.) 

Nous allons calculer la multiplicit6 de la courbe polaire de l'hypersurface 
f ( z  o . . . .  , z,) + g (w o . . . .  , w,,) = 0 par rapport/~ un hyperplan de 112" +" + 2 d'dquation: 
(1-2)Zo+)~ Wo=0. Cette courbe polaire a pour 6quations 

I ~zl ~z. ~w t 

Z 0 C W 0 

. . . .  ~g =0 
Ow,n 

comme on le voit en la d6crivant comme adhdrence de l'ensemble des points de 
�9 "+"+2-{0}  og l'hyperplan tangent A l'hypersurface de niveau de f + g  est 
parall61e fi l 'hyperplan (1 - 2) z o + 2 w o = 0. 

On peut remarquer que lorsque 2 varie, ces 6quations nous d6crivent un 
syst6me lin6aire de courbes trac6 sur la surface d6finie par le premier paquet 
d'6quations, et cette surface n'est autre que S = SHo X S m off SHo (resp. Sin) est la 
courbe polaire de f (resp. g) par rapport/~ l 'hyperplan Zo=0 (resp. Wo=0 ). Or, 
pour calculer la multiplicit6 ~ l'origine de F~, nous pouvons prendre une r6solution 
des singularit6s de S, disons p: S ' ~  S, et calculer la somme des multiplicit6s de 
l'image r6ciproque par p de l'id6aI maximal de S, restreinte sur la courbe de S' 

d6finie par ( 2 " ~ o o - ( l - 2 ) ~ @ o ) ~  a u x p ~ 1 7 6  uel ' inter-  
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section de F~ avec le lieu singulier de S soit r6duite 5- {0}. En effet, dans ce cas, le 
morphisme p - l (Fz )_ ,  F~ est b im&omorphe ,  et on peut appliquer la formule de 
projection b im&omorphe  pour  le calcul des multiplicit6s (dans le cas d 'une 
courbe,  cette formule est bien classique, cf. [Se]). Ici, notre surface S a une r6solu- 
tion des singularit6s toute trouvde: la normalisat ion p: S = SHo x Sm ~ SRo x SH~ = S, 
puisque SHo (resp. Sn,) est une courbe normale,  donc non singuli6re. En fait Sno 
est union disjointe des normalisat ions des composantes  irrdductibles de SHo, et 
de marne pour  Sn,. Ainsi, [p-l(0)l est en bijection avec I x I '  (off I (resp. I') est 
l 'ensemble des composantes  irr6ductibles de SHo (resp. Sn,)). Ualg6bre analytique 
de S en un de ces points est I17 {tq, ur o6 (q, q')el  x I' et le morphisme S - ,  S est 
d6crit en disant que Fq (resp. Fq',) est donn6 dans I~ "+1 (resp. 117 "+1) pour  une re- 
prdsentation param&rique zi(tq) (O<i<n) (resp. wi(uq,), O<j<m)  et on a donc 
ainsi un morphisme (E2~  (12 "+m+2 dont  I'image est la composante  irr6ductible 
Fq x Fq', de S. I1 nous faut maintenant  calculer la multiplicit6 de la restriction 5- la 

courbe de II~ 2 (coordonn6es tq, uo, ) d6finie par ( 1 - 2 )  (Z(tq))-2~c'~g(w(uq,))=O 
C W 0 

de l'id6al engendr6 par les (zi(tq), ws(uq,)). Or, puisque nos hyperplans sont assez 
gdndraux, (Sno, Ho)o = mo (Sno)= g(") et de marne pour  Sn~ (voir [C. E.W.] chap. If, 
w 1), ce qui implique que nous pouvons  6crire z0(tq)= tqm", zi(tq) = 2 i t~'k' q+ ... avec 
),ietr, ki, q>mq, et de marne Wo(Ur wj(Uq,)=Itsu[/,,,' + ..., avec ls, q,>n r Par 

,if ailleurs, le calcul de ([C.E.W.] chap. II, 1.2) mont re  que ~Tu(Zo(tq) . . . .  ,z,(tq)) 

= ~ .  t{ ,+- . . ,  avec (ell2* et ?g (Wo(U_,),. w,,(Uq,))=~.u~;,'+...~~ avec ~ e g * ,  
~ W  0 '1 . .  ~ _ _ 

ot~ les eq, mq sont bien sflr ceux qui ont 6t6 d6finis au w 1. Finalement,  nous avons 
5, calculer la multiplicit6 de la restriction de l'id6al de C {tq, ur engendr6 par 
(t~',, u~, ~') 5- la courbe d'6quation 

(1 - ;0 (~ t~o + . . . ) -  ,~(~. u~,,' + . . . ) = 0 .  

Ceci peut aussi se calculer comme multiplicit6 d' intersection avec cette derni6re 
courbe de la courbe d6finie par une combinaison lindaire g6n6rale de tq'q, uq,"q', 
c'est-5--dire p .  t ~ ' , - ( 1 - p ) ,  uqY=0. Cette derni6re courbe n'est pas n6cessaire- 
ment r6duite. Cependant  on peut param6trer  la courbe r6duite sous-jacente et 
appliquer le calcul de ([C.E.W.] chap. II, 1.2) pour  t rouver  que la multiplicit6 
d' intersection cherch6e est min(eq, nq,,fq,, mq), tant que ,a,+0, 1. Arriv6s ici nous 
avons donc montr6 

m o (F~) = ~ min (eq. nq,, f r  mq) 
( q , q ' } ~ I  x l '  

tant que zo=O et wo=O sont des hyperplans g6n6riques pour  X o et X1, et que 
2 # 0 , 1 .  

Or les hyperplans de C "+"+2 forment un IP "+"+1 dans lequel on trouve un 
IP" (resp. IP") form~ des hyperplans dont  l '6quation ne d6pend que des variables 
z i (resp. wj). Puisque les hyperplans g6n6riques pour  X 1 (resp. X2) forment un 
ouvert  de Zariski dense de IP" (resp. IP") nous venons en fait de calculer la multi- 
plicit6 de la courbe polaire associ6e 5, une direction d 'hyperplan de ~ , ,+ ,+2 
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correspondant/l un point H e I ~  +"+~ n'appartenant ni ~t IP" ni ~ IP", et tel que 
l'unique droite IP x qui contient H et rencontre IP" et IP" rencontre ces derniers 
en un point de l'ouvert de Zariski dense des directions g6n6riques. L'ensemble des 
tels points H contient 6videmment un ouvert de Zariski dense de lP "+"+a, qui 
rencontre donc l'ouvert du th6or6me 1, ce qui montre que mo(F~) est bien 6gal 
au nombre de Milnor d'une section hyperplane g6n6rique de f ( z  o . . . . .  z,) 
+ g (Wo, ..., w,,)= 0, et d6montre ainsi le th6orame 4. Notons imm6diatement : 

2.3. Remarque. Nous avons en fait, au cours de la d6monstration pr6cddente, 
montr6 que l'on pouvait calculer les invariants (eq/mq) de [Xo] • [X~] et en fait, 
en notant E,, Mr ces invariants 

{ E r l  r { (eq , fq]~ . 
mrr  ed ~ max \ mq n~, ] Jred 

Notons aussi que quand g = w~, il nous faut admettre que la courbe polaire est 
tout entier, mais le calcul pr6c6dent s'applique encore et nous donne: 

kt (n+l)(f(z o . . . .  , z,) + Wko) = ~ min (eq, ( k -  1). mq). 
qel 

Remarque. Le th6or6me 4 nous montre que l'on ne peut pas espdrer exprimer 
p(m+"+l)([Xo] • [Y~]) fi partir seulement de/t* (Xo) et p* (X 0 en g6ndral. En fait: 

2.4. Corollaire. Pour f ( z  o . . . . .  z,)=0, g(w o . . . . .  w,,)=0, les conditions suivantes 
sont Oquivalentes : 

(i) [2(m+n+ l)([ Xo] .J_ [X l ] )=  ~(n+l)(Xo) . ~(m)(xl). 

(ii) m a x ~ e q ~ <  { ~ }  

(iii) Toute section hyperplane Wo=0 g~nOrique pour g(w o . . . .  ,w , )=0  est 
g~n~rique pour f + g =0. 

Preuve. I1 suffit de remarquer que puisque ~eq=lar ~mq=p~")(Xo), 
etc . . . . .  on a l'6galit6 (i) si et seulement si min(eq.nq,, fq,. mq)= eq.nq, quels que 
soient q, q', c'est4t-dire eq. nr < fr �9 mq quels soient q, q'. 

U6quivalence de (i) et (iii) provient de ce que le nombre de Milnor de f ( zo , . . . ,  z,) 
+g(0, w~ . . . . .  w,)=0 vaut #~"+l)(Xo)./~(XI~ H) o6 H est l'hyperplan Wo =0. 

Pour pouvoir donner des corollaires du th6or6me 4, souvenons-nous du: 

Th6or6me 5 (voir Appendice). Pour un germe d'hypersurface (X, 0)=(tI;u+a,0) 
gt singularitO isolOe, toutes les sections hyperplanes Xc~H telles que #(Xc~H) 
=#~m(X) (nombre de Milnor d'une section hyperplane gOn&ique) sont (e)-cos~- 
cantes, et donc ont m~me suite #* (et mYme type topologique, ainsi que routes leurs 
sections planes gOn&iques). 

Nous pouvons obtenir du th6or6me4 des corollaires affirmant que deux 
hypersurfaces sont (e)-cos6cantes, et donc ont meme type topologique, en les 
faisant apparaitre comme deux sections hyperplanes gdn6riques d'une m~me 
hypersurface: par exemple le corollaire 2.6 ci-dessous: 
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2.5. Corollaire (r6pondant fi une question de Thom). Tout germe d'hypersurface 
d singularit~ isolOe est section hyperplane gOn&ique d'une hypersurface d singularitO 
isol~e. 

D~monstration. Soit f ( z  o . . . . .  z . ) = O  une 6quation pour  notre germe d 'hyper-  
surface. Consid6rons l 'hypersurface ~t singularit6 isol6e d6finie par f ( z  o . . . . .  z.) 
+w0 ~+1 =0 .  ( ~ 

D~s que N > S u p ~ e q ~ ,  Wo=0 est une section hyperplane g6n6rique de 
(mq)  

f ( z  o . . . .  , z,) + w~ + 1 = O. 

2.6. Corollaire (Condition pour  que l 'on puisse, ~t 6quisingularit6 pr6s, s6parer 
une variable). Soit f ( z o , . . .  , z , ) = 0  une ~quation pour un germe d'hypersurface d 
singularitk isolOe (Xo, 0). Une condition nOcessaire et suffisante pour que (Xo,O) 
soit (e)-cosOcante d une hypersurface du type ~ plan multiple ~, i.e. ayant une Oquation 

r Z du type f ( 1 . . . . .  z , )+  z~ +1 =0,  et telle que de plus z o = 0  en soit une section g~n~- 
rique, est que tous les  eq/mq soient Ogaux d un mdme entier N. 

D~monstration. Supposons {eq/mq}re d = {N}, et consid6rons f (zo, ... , z,) + w~ +1. 
D'apr6s le th6or6me 4 et son corollaire 2.3, pourvu que z o = 0 soit g6n6rique pour  
f ( z  o . . . . .  z,), les sections hyperplanes w 0 = 0 et z o = 0 sont toutes deux g6n6riques 
(je rappelle que ceci signifie qu'elles ont toutes deux pour  nombre  de Milnor  le 
nombre  de Milnor d 'une section hyperplane g6n6rique de f ( z o , . . . ,  z , )+  w~ + 1 = 0). 
D'apr6s le th6or6me 5, les deux hypersurfaces d '6quat ions  

f ( O , z  1 . . . . .  z ,)+WoU+l=0 et f ( z  o . . . . .  z , ) = 0  

sont donc (e)-cos6cantes, ce qui montre  que la condit ion est suffisante. La r6ci- 
proque donne l 'occasion d '6noncer :  

que c oq e 

seule fois)  est un invariant de (e)-cos~cance, i.e. est constante dans une d~formation 
(e)-Oquisinguli&e, ou d , # *  constantly. 

D~monstration. Soit F(zo,  . . . , z  n, 0 = 0  une 6quation pour  une famiUe d 'hyper-  
surfaces /t singularit6 isol6e, (e)-6quisinguli6re le long de O x ~ (d6fini par 

0FE7 
z o . . . . .  z, = 0), c'est-~t-dire v6rifiant ~t ' pc dans C {Zo, ..., z,, t}, off 

.,{zo 5e=(Zo, . . . ,  z , ) .  ~ {z o . . . . .  z , , t }  et A~= \0Zo . . . .  , . . . .  , 

Nous  voulons montrer  que toutes les fb res  ont, pour  t assez petit, m6me suite 
g" "h 

~e.-3t . La semi-continuit6 analytique du nombre  de Milnor  ([I .E.P.]  w per- 
Lrn~ red 

met de v6rifier qu'il existe un ouvert  de Zariski U du IP" des hyperplans de 
C "+1 • �9 contenant  0 • ~,  tel que si HE U, l 'hyperplan H t = H • {t} de (C "+1, 0) 
soit g6n6rique pour  X t c C "+~ • {t} pour  tout  t assez petit. La (e)-6quisingularit6 
6tant 6quivalente ~t la constance de #*(X~,0), nous avons donc, si H EU, 
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pc,) (Xt c~ Ht,  0) = p(") (X o n H o , 0) pour  tout  t. Choisissons les coordonnhes  z o . . . . .  z, 
de telle fa~on que l 'hyperplan z o = 0  soit dans U, et considhrons la surface 21 de 
G ,+I  x G d ' tqua t ions  

8F ~F 
c~zl (Zo, . . . ,  z,, t) ~z, (Zo . . . . .  z, ,  t ) = 0 ,  

qui n 'est  autre  que la famille des courbes  polaires S n .  
Projetons main tenant  C " + I x C  dans G 2 x  G par  le morph i sme  C "+1 

?F  
X ~ $ '  ~2 X [~ dhfini par :  v o $ =~z~z~' u o $ = Z o ,  to $ =~. 

La restriction de ~,/t 21 est un morph i sme  tiM, dont  on peut varifier que l ' image 
est une surface X o = $ , ( Z ' ) c  C 2 •  C (non n6cessairement r6duite a priori, mais  
qui en fait le sera, et en tous cas cela n 'a  pas d ' impor tance  pour  notre  construction).  
Or, pour  chaque valeur de t, nous d isposons  d 'une paramdtrisation de 21t, donc de 
21o,t, et nous  pouvons  donc, en appl iquant  la construct ion du polygone de Newton  
dans les coordonn6es  u, v fi chaque 21o. t, varifier les faits suivants grfice au fait que 
les (e ~ m ~ (resp. (eta, mt~)) sont les <,premiares paires de Puiseux ~, des paramatr i sa-  
tions des branches de 21o, o (resp. 21o,t). 

1) Les invariants  (d~,mt,),~R des fibres (Xt), t # O ,  sont ind tpendan ts  de t# :0  
assez petit (par 6quisingularit6 g tn t r i que  des familles de courbes du point  de vue 
de la rhsolution simultanhe), et les quotients  (et/mt~) -1 sont les valeurs absolues 
des pentes des ct ths  du polygone  de Newton  de la courbe  Z'o, t dans les coordon-  
ntes  (u, v) (t 4= 0). (s t = "~'o ~ ( C2 x {t}) bien stir.) 

2) Les quotients  o o -1 (eq/mq) sont les valeurs absolues des pentes des ct ths  du 
polygone de Newton  de la courbe  sptciale 21o, o dans les coordonnhes (u, v). 

Par  ailleurs, puisque pt"+~) et /~") sont constants  par  hypothbse,  d 'aprhs 1.4 
nous avons 

t 0 = t t ( n + t )  2 e r = Z  eq 
r q 

Z m', = Y m~ = 
r q 

et de plus, le polygone de Newton 9lo de ~o,o est au-dessus du polygone  de 
Newton  ~ ,  de Zo,t ( t # 0 )  d 'apr~s la d6finition du polygone  de Newton c o m m e  
enveloppe convexe de l 'ensemble des indices (i,j) (dans N 2) des coefficients non 
nuls de m o n 6 m e s  u 'v  J dans l '6quation de Xo.t, et le fait qu 'aucun m o n 6 m e  ne 
peut  appara i t re  quand  t s 'annule.  

La si tuation peut Stre r6sum6e en disant  que l 'on a a priori  une configurat ion 
de polygones  de Newton  c o m m e  celle-ci, pour  Xo., (traits gras) et Zo, o (pointill6s). 
On a bien stir ordonn6 les quotients  e/m par  ordre croissant,  par  la convexit~ 
du polygone  de Newton.  

On peut  r emarquer  que, ~ cause de cette convexi t t ,  min(e  ~ m ~ e ~ m ~ par  
exemple,  si i # j ,  est la surface de l 'unique rectangle ayant  un c t t6  vertical de 
longueur m ~ ou m ~ et un cat6 hor izontal  de longueur  e ~ ou e ~ "" appara lssant  dans 
le dessin, et situ6 sous le polygone  de Newton  91 o. Par  ailleurs, e ~ m ~ est le double 
de la surface d 'un triangle ayant  pour  hypo th tnuse  le i - tme c6t6 du polygone  de 
Newton  et situ6 sous celui-ci. Ceci va nous servir ci-dessous. 



Variht+s polaires. I 277 

exposant 
dev 

~ ( ~  
q 

e~ ~ ~ expost 
c2 . J ~  ~ d e u  

J " ~ (n+1)" 
e3 I "z 

Maintenant  remarquons  que si F(z  o . . . . .  z, ,  t ) = 0  est (e)-6quisinguli6re, il en 
est de marne de F(z  o . . . . .  z , ,  t )+F(wo ,  . . . ,  w,,  t ) = 0  comme on le v6rifie imm& 
diatement, et donc  en particulier ([I.E. R] w 2) le nombre  de Milnor  d 'une sec- 
tion hyperplane g6ndrique des fibres de cette famille (~double), de notre famille 
originelle est constant.  Or, d'apr6s le calcul de 2.2 (th6or6me 4) ceci implique que 

t t ~ ~ -.4 ~  y .  m i n ( 4 -  mr,, e,.," m'~) Z min (e~.mq,, eq, 
(q, q ' I e l  x I (r, r ' ) e R  x R 

et on peut reconnaitre dans le terme de gauche (resp. celui de droite) le double 
de la surface contenue entre le polygone de Newton 9l o (resp. 9l~) et les axes du 
IN 2 dans lequel nous avons t ract  nos polygones.  Nous  avons donc deux polygones 
de Newton,  dont Fun est au-dessus de l'autre, et qui e~ferment la m~me surface: ils 
sont ~gaux, ce qui dhmontre  le thhorhme 6, et en fait un peu mieux, car l ' invariance 
du polygone de Newton est un rhsultat plus prhcis que l '4nonc4 du thhorhme; 
nous venons en fait de mont re r :  

Th6or6me 6'. Le polygone de Newton de la projection dans G 2 (muni des coordon- 
of 

n~es u, v) par v=~oZo, u = z  o de la courbe polaire de f ( z  o . . . .  , z , ) = 0  relative dl une 

direction d'hyperplan z o = 0  g~nOrique, est un invariant de (c)-~quisingularit~, et les 
valeurs absolues des pentes de ses c6tOs sont les (eq/mq) -1. 

Remarque 1 (d'aprhs [C. E.W.] chap. II, 1.2). A des termes d 'ordre  61ev4 prhs, f se 
& 

compor te  sur la courbe polaire comme Z o . - - ,  et nous aurions pu aussi bien 
~Zo 

projeter G" +l dans C 2 par v = f ( z  o . . . .  , z,), u = z o. Le sous-espace critique de cette 
projection est la courbe polaire, et l ' image de celle-ci est une courbe appelhe par  
Thorn le d iagramme de Cerf de f. En fair, nous pouvons  montrer  en appliquant  
l 'argument  ci-dessus aux eq + mq/mq : 

Th6or4me 6". Le potygone de Newton du diagramme de Cer f  de f relatif  D u n e  
direction gOn&ale d'hyperplan est un invariant de (c)-~quisingularitO, et les valeurs 
absolues des pentes de ses c6tes sont les (eq + mq/mq) ~ (car eq + mq est la valuation 
de f sur la q-i~me composante de la courbe polaire). 
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Remarque 2. Bien que cela n'apparaisse pas imm6diatement sur la d6monstra- 
tion pr6c6dente, il est bien probable que l'on peut remplacer la condition de 
(e)-6quisingularit6 (i.e. #*(Xt, 0) constant, apr6s I.E. E w 2) par la condition plus 
faible : ~(" + 1) (X,  0) et/~(") (Xt, 0) constants, ou bien/~(" + 1) (X,  0) + g(") (X~, 0) cons- 
tant, ce qui revient au mame puisque chaque #")(X, 0) est semi-continu, comme 
on le v6rifie facilement. 

Remarque 3. Le polygone de Newton d'un germe de courbe plane d6pend bien 
stir des coordonn6es que l'on choisit pour d6velopper son 6quation en sdrie. 
J'insiste ici sur le fait que l'on a 6crit v = f ,  u = z oet  calcul6 le polygone de Newton 
du discriminant de ce morphisme (~,+1, 0)-~ (tU 2, 0) darts les coordonn6es (u, v). 

Remarque 4. La preuve du th6or6me 6 nous montre, par l 'argument utilisant la 
surface sous le polygone de Newton, que si F(z o . . . . .  z , ,  t ) + F ( w  o . . . . .  w,,  t )=0  
v6rifie ~(kt (2"+2) et /~(2,+~) constants~), F(z o, . . . ,  z , ,  t )=0  v6rifie ((polygone cons- 
tant)> et en particulier ((/~(,+1) et /~(") constants~). 

Remarque 5. On connait des familles de surfaces ~t singularit6 isol6e, /t /t (a) constant 
mais #(2) non constant, et off le Sup{eq/mq} reste constant bien que {eq/mq}r~ d 
change: dans l'exemple trouv6 par Briangon et Speder: 

Zs  + t Z y 6  + x Y T  + X15=O 

on peut v6rifier ~ l'aide de 2.3 que pour la fibre sp6ciale Z S + X Y ~ + X  a5, 
o o {e/mr}re d = {14}. {eq/mq}r~d= {7,14} et pour t4=0, t , 

Question. La constance du nombre de Milnor dans une famille d'hypersurfaces 
/l singularit6 isol6e implique-t-elle la constance du Sup{eq/mq}? (ou, ce qui est 
6quivalent, la constance des exposants de 42ojasiewicz de 1.7). I1 r6sulte en tous 
cas de [C.E.W.] chap. II ou de l'argument de polygone de Newton que si p(,+l) 
est constant, Sup {e~ ~ } < Sup {e'r/mtr}. 

Achevons enfin la preuve du corollaire 2.6: si f ( z  o . . . . .  z.) =0  est (e)-cos6cante 
/~ une hypersurface g(z 1 . . . . .  z , )+z~  +1 =0 telle que Zo=0 soit une section g6n6- 
rale, d'aprbs le th6orame 4, la suite {%/mq}re a de cette derniare hypersurface est 
r6duite/t {N}, donc aussi celle de f = 0 .  

Comme on peut, grfice aux th6or6mes 5 et 6 d6finir la suite {eq/mq} (1) de l'inter- 
section de (X0,0) par un /-plan g6n6ral de (112"+1,0), nous voyons que nous 
pouvons 6noncer en fait, par ((r6currence descendante)): 

2.7. Corollaire. Une condition n~cessaire et suffisante pour qu'une singularit~ 
isol~e d'hypersurface soit (c)-cos~cante ~ une singularit~ du type de Pham-Brieskorn 
i.e. Z~o ~ + z~ 1+1 + _N +1 �9 . - + z , "  = 0  est que pour chaque i, l < i < n + l ,  la suite 
{eq/mq}~a se rdduise fi un entier Ni_l ,  et alors nOcessairement, N o_<= N 1 < . . .  < N,.  

Remarque. I1 r6sulte du th6or6me 6" que le polygone de Newton du diagramme 
de Cerf de (X o, 0) ne d6pend que de la classe de (e)-cos6cance [Xo] de (X 0, 0), et 
en particulier les {eq/mq}re d ne d6pendent que de IX0]. 
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w 3. Avatars des invariants {eq/mq} 

Arriv6s ici, nous avons attach6 ~ toute singularit6 isol6e d'hypersurface des in- 
variants (eq, mq) ne d6pendant que de la cl6ture int6grale darts (~,+~ de l'id~al 
jacobien j ( f )  de notre hypersurface, et tels que la suite de rationnels {%~too}re a 
ne d6pende que de la classe de (c)-cos6cance de notre hypersurface. Nous avons 
reli6 ces invariants d'une part au nombre de Milnor #~,+1) (Xo, 0) de l'hypersurface 
et/ l  celui de sa section hyperplane g~n6rique (cf. 1.4) et d'autre part ~ des expo- 
sants de Lojasiewicz. 

Je vais maintenant montrer que l'on peut calculer ie plus petit entier N ayant 
la propri6t6 que toute fonction g ~ { z  0 . . . .  , z,} ayant m~me d~veloppement de 
Taylor jusqu'fi l 'ordre N inclus que notre fonctions f d6finit, par g=0,  un germe 
d'hypersurface (c)-cos6cante /~ notre hypersurface (X0,0)c(r par 
f = 0 .  

3.1. Th6or~me 7 (am61iorant un r6sultat de L6 D.T. et C. P. Ramanujam [L.R]  
et de Risler [Ri]). Soient f ( z  o . . . .  , z , )= 0, g (z o . . . .  , z , )= 0 d6finissant des germes 
d'hypersurfaces ~ singularit6 isol~e. Si l'on a un isomorphisme de C-alg6bres 
(~,+l/j(f)~_(~,+l/j(g),  les deux germes d'hypersurfaces sont (c)-cos~cants (la 
barre designe la fermeture int~grale des id6aux dans (~,+~). 

D~monstration. Au prix d'un automorphisme analytique, ne changeant pas la 
classe de (c)-cos6cance, on peut supposer j ( f ) = j ( g ) =  j darts (9, + ~. On consid~re 
alors la famille ~ un param~tre d'~quation F(z o . . . . .  z , , v ) = ( 1 - v ) f ( z o ,  . . . , z , )  
+vg(z0,  . . . , z , )=O.  Pour chaque valeur de v, l'id6al 

= . . . .  ' 7 7 7 z .  

est contenu darts j e t  sa fermeture int6grale est 6gale h j pour v =0,  1. Ainsi sa 
multiplicit6 est au moins #~"+~)=e(j), et est exactement /~"+~) pour v =0, 1. On 
en d6duit qu'il existe un ensemble fini S < {v e (E/I v l < 2} tel que Sne  contienne ni 0 
ni 1, et que si yeS,  on ait J~ = j  [ceci par un r6sultat de semi-continuit6 analytique 
des multiplicitbs, cons6quence facile de la semi-continuit6 des longueurs, joint 
au th~or6me de Rees cit6 en [C. E.W.] chap. 0]. Puisque la suite #*(X 0 ne d~pend 
que de ~ ,  on en d6duit l'existence d'un chemin analytique v =v(z) joignant 0 
~t 1 dans {v~(17/lvl<2} et 6vitant S, le long duquel on a 

) 
pour tout %, et qui est donc en particulier une d6formation ~ #* constant reliant 
f = 0  ~ g = 0  (cf. [C.E.W.] chap. I, 2.10), donc une (c)-cos6cance. 

3.2. Proposition. Soient f (z  o . . . . .  z,)=0, feO,+~,  d~finissant un germe d'hyper- 
surface d singularit~ isol& et {eq/mq}re d les invariants associ& en 1.5. 

Pour un entier N, les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

i) N>Sup{eq/m~} ,  

ii) vtu c j ( f ) .  
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D~monstration. Apr6s 6clatement normalis6 Z,--, U de j ( f )  darts un voisinage 
assez petit de 0 dans (I; "+1, comme en 1.1, on est ramen6/ t  montrer  que la con- 
dition i) 8quivaut fi: ~ u .  C'z cd'(.f)" C~, et maintenant  ,j'(.f).(~ est un iddal in- 
versible d 'un espace normal,  et l 'appartenance d'un 616ment fi j(f).6.~ se d6cide 
donc au voisinage d'un point gdndral de chaque composante  irrdductible du 
diviseur correspondant ,  puisque le lieu polaire d 'une fonction m0romorphe  sur 
un espace normal  est soit de codimension 1, soit vide. Ainsi, il nous faut voir 
que i) 6quivaut /t dire que N.vD,(~,O>vD,(S(f)) avec les notat ions de 1.2. Mais 
ceci r6sulle evidemment  du thdor6me 2. 

3.3. Th~or~me8.  Soit f(zo, . . . ,z , , )=0,  fe(~ ,+l ,  dOJ~nissant un germe d'hyper- 
surface ga singularitO isolOe ( X o , 0 ) c ( ~ " + l , 0 ) .  Pour un entier N, les propridt~s 
suivantes sont Oquivalentes: 

i) N > Sup {eq/mq}. 

ii) Toute fonction ge(5',+ a telle que g_f~,~zN+l dOfinit, par g = 0 ,  un germe 
d'hypersurface ayant le m~me type topologique que (Xo, 0). 

iii) Toute fonction ge~,+~ telle que g - f e ~ , v  N+I dOfinit, par g = 0 ,  un germe 
d'hypersurface (e)-cosdcant dl (Xo, 0). 

DOmonstration. Montrons  d 'abord i )~i i i ) .  Pour  cela, notons que si g = f + h ,  
Og_ Of Oh Oh N 

heM/u+ ' ,  nous avons c~z~ c~z~ +-~Tz.' et - - e ~  . D'aprSs la proposi t ion pr6cS- 

dente (3.2), ceci mont re  que j (g )~ f f ( f ) .  Mais la preuve de 3.2 nous mont re  aussi 
en fait que puisque Nmo>eq, nous avons j ( g ) - ( 5 ~ = j ( f ) 0 ~ ,  c'est-/t-dire j (g)  

= j ( f } ,  parce que vD, 0z k >vD, ~ pour  tous i et k; ceci donne iii) d'aprSs 3.1. 

Nous  avons d~j~ vu iii) ~ ii) (w 2), et il nous reste/~ montrer  ii) ~ i). Pour  cela 
consid6rons la famille/~ un param6tre  d 'hypersurfaces d '6quation 

F(z o . . . .  , z,, v)=f(zo,  ..., z,)+v" z~ +1 = 0 .  

Les hypersurfaces fibres de cette famille sont des sections hyperplanes de l 'hyper- 
surface 

f ( z  o . . . .  , z,) + w~ + l = 0 

et ii) implique que toutes ces fibres ont marne type topologique,  donc marne 
nombre  de Milnor ([C. E.W.] chap. I, 1.4), ce qui d'apr6s le th6or6me 5 implique 
(si z o = 0  est g6n6rique) que toutes les fibres de notre famille ont  marne suite/~* 
puisque z o = w  o est toujours une section g6n6rique, ce qui implique /t son tour 
([I. E. R] 2.6) que notre  famille satisfait ta condit ion (c) qui s'6crit ici: 

z~+le(Zo . . . . .  z,). (~fzo+V(N+ 1)z~, ~f cgf) 
~ Z  1 ' . . . ,  ~ Z  n " 

Or, nous pouvons  restreindre cette relation de d6pendance int6grale/t  la courbe 

d6finie par v--0,  c~f . . . . .  Of = 0, qui n'est autre que la courbe polaire S n de 
' ~?zl ~z. 
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(X o,0) correspondant ~t Zo=0. En normalisant (c'est&-dire parametrant) cette 
courbe, ce qui peut s'ecrire comme nous savons: Sn = 0 F~ off 

q 

[ z0  = tg'q 

Fq:]zii=2it:",'+... avec kq, i>mq, 

il vient pour chaque q, en utilisant le critere valuatif de dependance integrale 
(cf. [C.E.W.] chap. 0, 1.4.3, ou [HI lect. 7, ou [L.T] chap. I): 

(N +  1) mq>=eq+mq 

ce qui nous donne en tous cas N >= eq/mq pour chaque q, et donc N_> Sup {eq/mq}. 
Mais supposons maintenant que l'inegalite ne soit pas stricte: il existe alors q 

tel que N.mq=eq,  et ceci entraine qu'il existe une valeur v o de v telte que la 

valuation tq-adique de ~ - +  v o (N + 1) Zo N soit strictement superieure ~t eq = N mq, 

ce qui montrerait que 

( c~ f+vo(N+l ) z~ ,  ~ f )  z'g+' : (Zo . . . .  , z . ) .  . . . .  Oz,  ' 

toujours en utilisant le critere valuatif de dependance integrale. Ceci montre que 
en fait N>Sup{eq/mq} et acheve la demonstration du theoreme 8. 

3.4. Corollaire (~t la Kuiper-Kuo). Soit f c  (_9, + ~ telle que f =  0 definisse un germe 
d'hypersurface ~ singularit6 isolee (Xo, 0). Pour un entier N les propriet~s suivantes 
sont 6quivalentes: 

i) N>02 ,  off 02 est la borne inferieure des exposants 0 tels qu'il existe un 
voisinage U de 0 dans ~,+1 et une constante CelR+ tels que [gradf(z)]> CIzl ~ 
VzeU.  

ii) Toute fonction gE(9,+l, telle que g _ f ~  u+~ definit, par g=0,  un germe 
d'hypersurface (e)-cosecant ~t (Xo, 0). 

D~monstration. I1 suffit d'abouter le corollaire 2 (1.7) au theoreme 8 (3.3). 
Remarquons que si f = 0  et g = 0  sont (e)-cos&antes, f et g ont m~me type 

topologique en rant que morphismes (cf. Appendice). 

3.5. Les (e~/m~) comme , taux d'~vanescence,. Dans ([I .E.E],  3.6.4)j'ai donne 
une interpretation des {%/mq} ou plus precisement des {((eq/mq)+ t) -1} comme 
taux d'evanescence de la hauteur des cellules de gradient construisant l ' ,homo-  
logie evanescente relative>> H,(X t, X t c~ H, ~) off X t =B~ est le sous-espace de 
B~={z~C"+l/Iz[<~} defini par f(zo,  . . . , z , )=t ,  et H est un hyperplan ,assez 
generab> z o = 0. Je vais donner ici une interpretation differente des {eq/mq} comme 
taux d'evanescence, que je relierai ailleurs ~ la geometrie du discriminant de la 
deformation miniverselle de (X o, 0). Voici de quoi il s'agit: choisissons un hyper- 
plan generique z0=0. Je dis qu'alors la famille de fonctions ~"+~ •  
U=Fa(Zo,.. . ,z,)=f(Zo . . . .  , z , )+az  o est une <<morsification>> de la fonction 
u=Fo(z 0, ..., z,)=f(Zo, ..., z,), c'est-~-dire que pour tout a o assez petit non nul, 
la fonction F~o a comme points critiques exactement #~"+~)(Xo, 0) points critiques 
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quadrat iques  donnan t  des valeurs critiques distinctes, ~ l 'int6rieur d 'une boule 
B~ c IIY + t assez petite. De plus, ces points  critiques doivent tendre vers 0 quand 
a - *  0. Je vais mont re r  ici que les {eq/mq} nous d6crivent les diff6rentes ~(vitesses~ 
avec lesquelles ces points  critiques tendent vers 0 quand  a - ~ 0 ;  cherchons en 
effet les points  critiques de F~: il sont les solutions de 

a~ af 
- + a = 0  

~?Zo ~Zo 

O =o 
c~z i Oz~ 

(1 <=i<=n). 

Le second paquet  d '6quat ions d6crit pr6cis6ment la courbe polaire S u cor- 
respondant  b, f e t  Zo=0. Nos  points critiques sont doric sur S n = ~ F  q. Nous  
savons param6t re r  chaque Fq par :  q 

{ ~o (t,,) = r 
Fq : : 

I z~('t~) =21.  t:~,' + . . .  avec kq, i > m  q ( l < i N n )  

[voir  preuve du th6or6me 4]. 
Par  ailleurs, le calcul de ([C.E.W.] chap. II, 1.2) mont re  que (Fq, Xo)0=% off 

, # f  ~f 
X o est l 'hypersurface dafinie par  # %  =0.  Ceci signifie que cgz~zo Fq admet  un 
d~veloppement  de Puiseux" 

-J (Zo(tq) , z , ( t q ) ) : ( q . t ~ " + . . ,  avec (qe I t*.  
~Z 0 ""~ 

Puisque les coordonn6es  de nos points  critiques annulent  (%,  . . . , z , ) + a ,  

nous voyons  que la fonction U = F , ( z  o . . . .  , G ) = j ' + a Z o  a exactement  eq points  
critiques sur la q-i6me composan te  irr6ductible Fq de S u, dont  les coordonn6es  

(9" sont donn6es par  la param6tr isa t ion  de Fq, off l 'on a substitu6 tq-= - + . . . .  
! 

En d 'autres  termes, nous pouvons  6crire un d6veloppement  de Puiseux en 
fonct ion  de a des coordonn6es  des eq points critiques de F a qui sont sur Fq: 

{ 
e ,  -'= (~q, 0 " araq/eq + " "  (~q, 0 = Zo 

l 

Zi = ~q, i " akq" ,/eq + ... 

et kq, i>= mq. I1 est licite de dire que les {mq/eq}  m e s u r e n t  ~<la vitesse~> avec laquelle 
les coordonnhes  de ces points critiques tendent vers 0 avec a. Un  calcul analogue 
mont re  que, pour  le calcul des valeurs critiques, on a" 

u=V.[r.=if +azo)[q=~;q. teg+m"+"" 



Vari6t6s polaires. I 283 

avec yqell2*. En effet, nous avons d6j/t vu que (Xo,Fq)=eq+mq, et donc flFq 
=flq. t~"+mq+ ''' et azo[Fq=~ q. tq"+~"+ ... . Comme nous l 'avons vu plus haut. 

En d6rivant par  r appo r t / t  tq, il vient puisque ~ F q - 0  que flq= ~q. eq+mq' 

et donc flq+ (qE 112", ce qui nous montre  que 

fal l 'q=(f lq-[-Cq). te .+mq-[ - . . .  avec flq+ Cqer  
= OZq" aeq+'nq/eq+ "'" (aqE I~*). 

Nous avons ainsi montr6:  

Th6or6me 9. Dans une morsification gdn6rique d'une fonction f :  (11~ "+ l, O) ~ (r  0), 
f (Zo, ..., z , ) z  if2 {Zo, ..., z,} d singularitO isol6e, rensemble des {(eq/mq)-t }~r coi'n- 
cide avec l'ensemble des taux d'6vanescence des points critiques de Morse vers 

l'origine en fonction du paramOtre de morsification, et l'ensemble des ~(eq/mq)+ 1 ;  
( eq/mq Jred 

coi'ncide avec l'ensemble des taux d'6vanescence des valeurs critiques vers O, en 
fonction du param~tre de morsification. 

w 4. Caical des invariants (eq/mq) 

Le moyen de calculer les invariants (eq/mq) est fourni bien stir par le th6or6me 2, 
et le premier cas h 6tudier est celui d 'un germe de courbe plane irr~ductible: 

4.1. Calcul des (eq/mq) d'un germe de courbe plane. Le th6ordme de Merle. 

Soit f ( zo ,  zO=O l '6quation d'un germe irr6ductible de courbe plane (Xo, 0). 
On sait ([Z]) que le type topologique (et d'ailleurs en fait la classe de (e)-cos6cance 
de (X o, 0)) est d6termin6 par la donn6e de la caract6ristique (n, ill, ..., fig) de 
(X 0, 0), off fl~ est le i-6me exposant caract6ristique de Puiseux, et n la multiplicit6 
de (X 0 , 0). Par  ailleurs, l 'ensemble des valeurs que prend sur (_9 = (9xo, o la valuation 
(t)-adique de r {t} vu comme fermeture int6grale de (9 dans son corps de fractions 
((9-* tU {t}) est un semi-groupe F c N  dont  la donn6e 6quivaut aussi/ t  la donn6e 
de la classe de (e)-cos6cance de (X o, 0). (Voir [Z] et [C. E.W.] chap. II, w 3, [I. E. R] 
w En fait, si nous 6crivons un syst6me minimal de g6n6rateurs de F: 
F =  (/~0, ..., dig), il existe une formule reliant les fli aux/~i: flo = n, et 

[ Z ]  f l i = n i _ l  fli_l--fli_l'4-fli l <i<~g 

off les entiers n i sont d6finis ainsi : on d6finit des entiers I/par I i =pgcd(n ,  fll . . . . .  fli) 
=pgcd( f lo  . . . .  , fli) et les ni par I i l=n~.  li. On peut alors 6noncer:  

4.2. Th/~or~me (M. Merle [Me]). Pour un germe de courbe plane irrdductible, la 

suite {(eq/m~)+ l}red Co'incide avec { ~i } 
n I . . .  n i _  I l=<i=<g' 

4.3. Coro[laire. La donn6e de la muhiplicit6 n e t  de la suite {eq/mq}re a d'un germe 
de courbe irr6ductible ( X o , O) 6quivaut d la donn6e de sa caract6ristique (n, flo,... ,fig), 
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et aussi d fa donnde de son semi-groupe F = (rio . . . .  , fig), et enfin d celle de son type 
topologique ou de sa classe de (c)-cos&ance, ou de sa classe d'Oquisingularit~ au 
sens de Zariski. De plus ces donn~es peuvent dtre d~duites par un calcul ~ explicite . 
de la donn~e du type analytique de l'alg~bre a r t i n i e n n e  (g2/j(f) OU du type analytique 
de (92 / j ( f )  , off (92 = {~{Z0 ,  Z1}. 

D~monstration. Tout d'abord nes t  le plus petit entier tel que j ( f ) c  ~ " -  1 (resp. 
j ( f ) c ~ , a  "-1 puisque ~" - l e s t  int6gralement clos). Par ailleurs, connaissant n et 
les ill, on en d6duit les/Ji par la formule cit6e ci-dessus - et donc les {eq/mg},~d 
grgtce 5. 4.2 --. 

bl. n 
R6ciproquement, si nous d6finissons des entiers b i par fli = - = b  i . li, 

t l  1 , , ,  n i 

la donn6e des {eq/mq} nous donne d'apr~s 4.2 les fll . . . . .  , .... ..~ng 1 

Or/~I b~ nl = - - .  n e t  (bt, n l )=  1. Connaissant n et/)1, nous en d6duisons nl, donc f12 
n~ 

et ainsi de proche en proche les n~ et les/]~, donc finalement F, et aussi la carac- 
t6ristique (n, ill, ..-, fig), en inversant la formule donn6e plus haut. J'ai d6j/~ rappel6 
ici que deux branches planes sont (c)-cos6cantes (branche=germe de courbe 
irr6ductible) si et seulement si elles ont meme semi-groupe ou, ce qui est 6qui- 
valent, m~me caract6ristique. Enfin la construction des {eq /mq}  par l'6clatement 
normalis6 d e j ( f )  qui est aussi celui d e j ( f )  (th6or6me 2) ach6ve de d6montrer 4.3. 

4.4 Remarque. M. Ben Lichtin m'a communiqu6 le r6sultat suivant, dfi 5. MM. 
Y.C. Lu, T.C. Kuo et S.H.Chang: Le degr6 de C~ en 0 (= le  plus petit 
entier r tel que le r-jet soit C~ d'un polynfme P(zo, z~): (1122, 0)---, (03, 0) 
tel que P(zo, Za)=0 soit r6duit et analytiquement irr6ductible en 0 est donn6 par: 

off/~ est le nombre de Milnor de (X 0, 0) d6fini par P(zo, z 0 = 0 .  Ce degr6 de suffi- 
sance doit etre, au vu du th6or~me 8 (3.3), le plus petit entier strictement plus 
grand que Sup {eq/mq}. 

Le th~or~me de Merle va nous permettre de v6rifier que, en effet, pour un 
germe de courbe plane irr6ductible: 

Sup ~e~l ~*+fig-1 
(m~)  n 

En effet, d'apr6s le th6oreme de Merle, il s'agit de v6rifier: 

/]g /*+f ig-  1 
- 1 +  - =  

/I 1 . . . r i g_  1 H 

Or, l'on sait bien [cf. le cours de Zariski cit6 plus haut, p. 10] que u--2a=c 
conducteur de (9 [dOfini par: c - l r  c + N < F ]  oO 6=dimr et que 
#=ng .  f l g - f l g - ( n - 1 )  d'aprOs une formule donnOe par Zariski dans son cours 
(p. 19). 

Ceci fournit l'6galit6 demand6e. 
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4.5. Remarque. M. Merle a aussi calcul6 les {eq/mq}re d d 'un germe de courbe plane 
rhduite, et vhrifi4 que la suite des {eq/mq}r, a ne d6pendait  que des caract6ristiques 
des branches  et de leurs nombres  d ' intersection 2 ~t 2. 

w 5. Caleul des invariants {eq/m~} (suite) 

5.1. Proposition. Soit f (z o . . . . .  z ,)=O, f e llT (z o . . . .  , z,) une Oquation pour un germe 
d'hypersurface fi singularitd isolOe. II existe un ouvert dense U de la vari&O des 
drapeaux de nationalitO (0, 1,2 . . . .  , n + l )  tel que si (0=0 ,  zo=O, Zo=Z~=O . . . . .  
z o . . . . .  z, = O) dOfinissent un drapeau appartenant fi U, on air 

( ef ... z.. ""'7(f) 
z~ ~Zo' ' ~ z , l  

~galit~ des cldtures int~grales d'id~aux dans C { z  o . . . .  ,z,} off ~ = (z  o . . . . .  z,), 

Ddmonstration. Puisque l'id6al engendr~ par  les z i �9 ~ est contenu dans ~ . j ( f ) ,  

il suffit d 'apres  le th6or6me de Rees de mont re r  que les id6aux ont m6me multi- 
plicit6. Or, d 'apr6s ([C.E.W.],  chap. I, 2.10), la multiplicit6 de ~ . j ( f )  est: 

e (~ . j ( f ) )= i~=o  1 pti) 

et la multiplicit6 de l'id6al de gauche n'est autre que la multiplicit4 d ' intersection 

de l 'hypersurface z o �9 0 ~ o = 0  avec la <<courbe superpola i re~ d6finie par  l'id6al 

zl" c~z~' " " '  z , .  . Or, si notre  d rapeau  de plans est g6n6rique, nous avons 

ZO~...~Zi~ ~Zi+l~ . . . ,  . . . ,  

puisque c'est (S H �9 H)o (cf. 1.2). Uadditivit6 des mult ipl ici t& d' intersection donne 
alors le r6sultat. 

5.2. Remarque I. J ' ignore si le r6sultat de 5.1 reste vrai sans l 'hypoth6se de singu- 
larit6 isol6e. 

•J ~f  
5.3. Remarque 2. Si l 'on d6compose la courbe d6finie par  z 1 - 0z~ . . . . .  z , .  ~ - z  = 0  

en ses composan tes  irr6ductibles Ak, on s 'aperqoit  que la suite des ~(Ak'X(~)~ 
~ f  

Os X~' d6signe l 'hypersurface z o . ~ - _  = 0  contient les {(eq/mq)+l}~d de (Xo, 0) 
cz o 
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et qui plus est elle contient aussi l 'ensemble des invariants {(eq/mq)+l}~d de 
l'intersection de X o avec un /-plan g6n6ral, ensemble d'invariants qui est bien 
d6fini d'apr6s le th6or6me 5 et te th6or6me 6. Ce processus nous donne ainsi 
<< dans le d6sordre>> les invariants {eq/rnq} de X o et de ses sections planes g6n6rales. 
On peut se demander si la dimension << fait le tri>> entre les eq/mq de X 0 et de ses 
sections, c'estdt-dire si, notant {eq/rnq} ("+1) la suite associ6e ~t (Xo, 0) et {eq/mq} ~") 
celle associ6e ~t une section hyperplane g6n6rale, on a l'in6galit6: 

f e  )(,+1) f e ,)r 
I n f { - " ~  > S u p {  -" ~ . 
qeI [ m q )  q'~l' (.mq, J 

La r6ponse est n6gative, comme on peut le voir en calculant les invariants de 
f(Zo ' Z1 ' Z2 ' Z3 ) ~___ (Z 2 3 2 5 - zl) + z 0 z 1 + (z 2 - z33) 2 + z~ z 3 mais cependant j 'ai prouv6 
dans IT3]: 

Y~eq(n+l) >~eq(") #(,+1) #(n) 
rnq ~ rnq c'est-/~-dire: - -  > 

ceci correspond /t une sorte de <<convexit6 grossi6re,  du grand polygone de 
Newton que l'on verra au w 6. 

w 6. Le grand polygone d'une singularit~ isol6e d'hypersurface 

6.1. Ce paragraphe va r&umer graphiquement mae partie des r6sultats pr6c6dents. 
Examinons la construction suivante: soit f(zo, ... ,z,)=O ddfinissant une 

singularit6 isol6e d'hypersurface, construisons le polygone de Newton (dans les 

coordonn6es (u, v)) de l 'image par v =ff--~, u = z 0 de la courbe polaire Sn associ6e 

/t l 'hyperplan z 0 =0, suppos6 g6n6ral. Ce polygone de Newton rencontre l'axe 
vertical au point de coordonn6e (0, #~")) (off #u)= #U)(Xo, 0)) (cf. preuve du th6o- 
r6me 6). De ce point, portons une ligne horizontale vers la gauche, sur une lon- 
gueur 6gale/t #l,), puis du point obtenu une ligne verticale sur une hauteur 6gale 

#~,-1). Dans le secteur ainsi obtenu, nous pouvons tracer le polygone de Newton 
associ6 comme ci-dessus ~t X o c~ H, et it6rer cette construction jusqu'au moment  
off nous tra~ons sur une verticale une hauteur 6gale/t  #co)= 1. On obtient ainsi 
d'une part  un escalier gravissant une parall61e g la seconde bissectrice, et dont 
chaque marche a pour hauteur et pour largeur un des #u), et d 'autre part un grand 
polygone rencontrant le saillant de chaque marche. 

Le th6or6me 6' exprime que si l'escalier est constant dans une d6formation 
de singularit6s isol6es d'hypersurfaces, le polygone tout entier est aussi constant. 
Les valeurs absolues des pentes des c6t6s de ce polygone sont bien stir les 
{(%/m~)-1} (~) (1 < i <  n + 1) et l 'on peut remarquer que la seule donn6e du polygone 
d6termine les #u), puisque il est bien clair que l'on peut reconstituer la parallble 
/t la seconde bissectrice mentionn6e ci-dessus, et donc aussi l'escalier compris 
entre le polygone et cette droite. Nous retiendrons donc que l'on peut associer 
/t chaque singularit~ isol6e d'hypersurface un tel <<grand polygone>> qui ne d6pend 
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que de sa classe de (e)-cos6cance et sur lequel on peut life divers caract6res de 
la singularit6, dont  les tx (i), les degrds de (e)-suffisance des sections planes gdn6ri- 
ques (th6or6me 8) et au vu duquel on peut aussi d6cider si la singularit6 est 
(e)-cos6cante/l une singularit6 de Pham-Brieskorn (corollaire 2.7). En fait, apr6s 
5.1, le grand polygone de Newton peut 8tre construit  ~ partir de la seule donnde 
de la classe d ' i somorphisme de l'alg6bre artienne (13 {z o . . . . .  z , } / / ( f ) .  

D'apr6s le th6or6me de Merle, le grand polygone de Newton  d 'un germe de 
courbe plane irrdductible aura g + 1 c6t6s, off g est le nombre  d 'exposants carac- 
t6ristiques de Puiseux de la courbe. Les projections de ces c6t6s sur l'axe vertical 
auront  pour  longueurs:  (1, n~ 
des pentes sont donn6s par :  

- -  1 ,  n 1 ( n  2 - -  1) . . . . .  n 1 ... ng_ l (ng -  1)) et les inverses 

L / \ 

\ n 1 . . . n q _  1 n 1 . . . n g  1 ! 

avec les notat ions du w 4 (cf. [Me]). 

Remarque. I1 est parfois plus commode  de refaire toutes les construct ions en 
rempla?ant les eq par les eq+mq et les tx ") << hor izontaux >> par les /t")+/x (i a). 
Par exemple cela donnerai t  meilleure apparence h la suite des pentes ci-dessus: 

n~ n 1 ... ng 

Les deux points de vue sont bien stir 6quivalents (cf. th6or6me 6"). 

6.2. Pour  terminer, voici un exemple montrant  que l ' invariance du polygone de 
Newton par (e)-cos6cance est un ph6nom6ne assez fin, puisque le nombre  des 
composantes  irr6ductibles de la courbe polaire g6n6rale peut changer lors d 'une 
d6formation satisfaisant la condit ion (c). 

Consid6rons la famille de germes de courbes planes d '6quat ion 

y4 + X9 + t y2 x S = o .  

Cette famille est 6quisinguli6re au sens de Zariski, donc (e)-Squisinguli6re (cf. 
[I .E. R] w 2) mais pour  t = 0  la courbe polaire est irrdductible, et e ~ =24,  m ~ = 3 
et pour  t4 :0  la courbe polaire est r6ductible e t a  deux composantes  donnant  
e~ = 8, m] = 1, e~ = 16, m[ = 2. Cependant,  le grand polygone de Newton ne change 
pas. 

Appendice 

PremiOre partie: Sur la condition (c) (rappels) 

Soit F(zo , . . . ,  z , ,  Yi . . . . .  YR)E Ir {Z o . . . .  , Z,, Yl, .-., Yk} ~- (9,+ 1 +k, tel que, en posant  

5~ (Zo . . . . .  z,). (!,',+ 1 +k et J =  \c?z ~ .... ~z , !  " (9,+1 +k, on air J = ~ 9  ~. 
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On dit que l 'hypersurface (X, 0 ) c ( ~ P + I  x Y, 0) d6finie par F = 0  satisfait la 
condit ion (e) le long du sous-espace Y~-0 • Y d6fini par 5 P au point  0e  17, si l 'on a: 

OF 
- - e ~ . J  (1 =<j=<k) 
Oyj 

OF 
i.e. ~ -  est entier sur 5 g . ~ .  

cyj 

Remarquons ,  pour  6clairer cette condition, que si X est l 'espace total d 'une 
famille (Xy)y~r d 'hypersurfaces 5- singularit& isol6es, et si il existe un entier a tel 
que 5P"c  J ,  alors, les condit ions suivantes sont 6quivalentes: 

OF 
1) -~yi E ~ (1 < j < k ) ,  

OF 
2) - - ~  5a - r  (1 <=j<=k). 

ay~ 

3) F est, localement en 0, analyt iquement  triviale le long de I1, i.e. il existe 
un germe d ' isomorphisme analytique q~: (IE "+a • I1, 0 ) ~ ( ~  ~+1 • Y, 0) compatible 
avec la projection sur I7, et tel que 

F o q) = F(z o . . . . .  z,,  0 . . . . .  0). 

[Ici on a not6 Xy=Xc~( l I ;  "+1 • {y}), fibre de la restriction 5- X de la projection 
C "+1 x I1---, Y donn6e par  notre  choix de coordonn6es.]  

La condit ion (e) peut  donc 6tre vue comme un affaiblissement de la condit ion 
de trivialit6 2) ci-dessus. On peut  d6montrer  ([T4], [I. E. R]) qu'elle est indhpen- 
dante du choix du ghnhrateur F de l'id4al dhfinissant (X, 0 ) c  (GN, 0)e t  du choix 
de ta r6traction (11~ N, 0)---, (Y, 0) ( N = n  + 1 +k). Par ailleurs, on a:  

Th6or~me. Si la  f ibre spkciale (Xo, 0) est d singularit~ isolke, les conditions suivantes 
sont dquivalentes : 

1) X satisfait la condition (c) le long de Yen  O. 

2) Pour tout champ de vecteurs holomorphe O sur IT, il existe un champ de 
vecteurs D sur (un r~presentant assez petit de) ~,+1 x Y qui est rugueux au sens 
de [V], analytique rdel hors de Y, et tangent aux hypersurfaces de niveau de F, et 
se projette sur O par la projection C "+1 • Y ~  Y.. 

3) Toutes les hypersurfaces (resp. functions) (Xy, O) (resp. F(z o . . . . .  z , ,  y)) ont 
m~me type topologique (y ~ Y) ainsi que leurs sections planes g~n~riques de toutes 
dimensions (resp. restrictions aux plans d' un drapeau gOn&ique de plans de ( ~"+ 1, 0)). 

4) La suite #*(Xr,  0) est ind@endante de y ~Y. 

La d6monstra t ion utilise le sch6ma donn6 darts [C.E.W.] chap. II, perfec- 
tionn6 dans [I. E. P.] avec l 'appendice 2 de [T2]. Seul 1)=:, 2) ne peut &re fabriqu6 
directement  5. part ir  de ces r6f6rences. Mais il suffit de remarquer  que si nous 
pensons ~ notre champ de vecteurs sur Y comme 5- une d6rivation 0 de (gr, o, 
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la d6rivation de (9,+1+ k 

OF 
0zl 0 

D = ~ - 
i=O~i=O O~ZI20zi 

[o/l ~ d6signe l'extension naturelle de O /t 117{z o . . . . .  z,, Y1 . . . .  , Yk} par ~z/=0] 

champ de vecteurs satisfaisant, justement parce que I~FI --0%r-r repr6sente un 
__< C sup Iz~l 0 0z i grfice/t la condition (e). On peut ainsi r6aliser, en int~grant 

les champs de vecteurs correspondant/t  des ~?~ (1 __<j____k) formant une base des 
champs de vecteurs sur Y, une trivialisation topologique de F (donc de X) le long 
de Y. Comme par ailleurs, si (e) est r6alis6e, ([T4]) il existe un ouvert dense de 
l'espace des drapeaux de plans de nat io-(k ,k+l  . . . .  , k + n + l )  dans (1~ "+l+k, 
contenant Y tel que (e) soit encore r6alis6 pour l'intersection de X avec chaque 
plan apparaissant dans un drapeau appartenant /l cet ouvert, on obtient le 
point 3). Le point 4) r6sulte de ceci et du fait que le nombre de Milnor est un 
invariant topologique, et enfin 4)~1)  est pr6cis6ment ce qui utilise [C.E.W.] 
et [T/], App. 2. 

Appendice 

Deuxi~me partie 

Introduction. Je montre ici <<# constant ~ #* constant>> (cf. [C. E.W.], Pr6ambule) 
dans un cas particulier: celui d'une famille d'hypersurfaces /t singularit6 isol4e 
qui sont toutes sections hyperplanes d'une m~me hypersurface 5. singularit4 
isol4e. Les notations sont celles de [C.E.W.]. 

Th6or~me 1. Soit (Xo, O)~(C "+i, O) un germe d'hypersurface & singularit6 isol6e. 
Soit (H, 0 )~  ( ff~,+x, O) un hyperplan. Choisissons des coordonn~es (Zo,...  , z,) telles 
que H air pour 6quation z o =0. Les conditions suivantes sont 6quivalentes: 

1) #o(XoC~H,O)=#(o")(Xo,O), i.e. le nombre de Milnor de Xoc~H est celui 
d'une section hyperplane g6n~rique, c'est-fi-dire qu'il est le plus petit possible. 

( O f  O f ) .  (gXoO off la barre d6signe la fermeture int6- 
2) ~oo" (gx~176 .~z t '  "" '  0z , .  

grale. Ceci signifie que H n'est pas adhHent (dans IP") fi rensemble des directions 
d'hyperplans tangents fi (X  1 , O) en des points lisses ([C.E.W.] chap. I, 2.9). 

3) Si pour gEC{z o . . . .  ,z ,}  nous ddsignons par g, E I12{aa , . . . , a , , z l , . . . , z , }  

la sHie obtenue en substituant ~ a i z i d z o dans g; 1 
I1 existe un entier t tel que 

(z l , . . . , z , )  t. (l]{ax . . . .  , a , , z l , . . . , z , } c  L,.,.,~=L " I ~ { a l  . . . .  ,an, z l , ' " ,Z , }  �9 
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De plus, chacune de ces conditions entrahw: 

et 

4) 

(a  = ( a x ,  . . . ,  a , ) ,  z = (Zl  . . . . .  z , ) ) .  

DOmonstration. L'6quivalence  de 1) et 2) est ddmontr6e,  ~ l 'aide d 'un th6or6me 
de Rees, dans  ([C. E.W.], chap. II, 1.6). 

Mon t rons  que 1)<=>3). Nous  pouvons  consid6rer f ,  = 0  (L  = f ( ~  ai zi, Zl . . . .  , z,)) 
c o m m e  d6finissant une hypersurface Z de Y x  •" off nous avons pris Y= ~"  
(coordonn6es a~ . . . . .  a,), si n : ( Z ,  0) -*  (Y, 0) ddsigne la restriction 5. Z de la pro-  
jection Y x  C"--~ Y, la fibre de n e n  dessus d 'un point  y e Y  de coordonn6es  
(al, . . . ,  a,) est i somorphe  a l ' intersection de (X o , 0) par  l 'hyperplan z o - ~ ai zi = O. 
(Tout  ceci est bien stir d6fini en fait dans un voisinage de Y x 0 dans Y x t12" assez 
petit pour  que fa converge, que nous cont inuons  de noter  Y x ~U".) II r6sulte de 
l '6quivalence de 1) et 2) que l 'ensemble des hyperplans  H e  IP" tels que/~o (Xo ca H, 0) 
=/~(")(X o, 0) est un ouvert  analyt ique dense de IP", compldmenta i re  du ferm6 de 
Zariski  form6 des directions limites d 'hyperp lans  tangents ~t X o en des points  
lisses. I1 est donc  6quivalent de dire que /~(X o ca H, 0)=/~")(Xo,  0) et de dire qu'il  
existe un voisinage U de H dans IP", et en part iculier  dans la carte affine de lP" 
co r respondan t  aux hyperplans  Z o -  ~ a i z i = 0  , tel que le n o m b r e  de Milnor  
# ( X  o c~ H' ,  0) soit ind6pendant  de H ' e  U c'est-/t-dire que la famille Z des sections 
hyperptanes  de X o satisfait la condi t ion <<# constant>~ (cf. [I. E. P.], 2.3.2) le long 
de Y x 0 au voisinage de HE Y. D 'apr6s  (Loc. cit.) ceci est pr6cis6ment l '6quivalence 
de 1) et 3). 

Mon t rons  main tenan t  que 3 ) ~ 4 ) .  Si 3) est r6alis6e, fa . . . . .  ~ z f  . est 

suite r~guli~re dans ~{a , z} .  Posons  I I = ( ~ 2 - f " ' " " ~ ,  f a ) ' l l ; { a ' z } \ ~ l  ~ / et une 

I 2 = ( ( ~ 0 ) , ' " " ( ~ @ ~ ) a ) ' i ~ { a ' z } "  Pour  v6rifier que ] 1 = i 2  nous pouvons  

([C.E.W.],  0.7) nous contenter  de v6rifier l 'assert ion suivante:  

I1 existe un voisinage Vde 0 dans Y x C ~ tel que, si T-P~ V d~signe l '6clatement 
normalis6 de l 'Id~al engendr  6 par  /1 dans (gv, nous a v o n s  en un point  t assez 
g6n6ral de chaque composan te  irr~ductible du diviseur exceptionnel  de p , I  2 - (97; ~ 
c I 1 �9 (97, t. Ceci nous assurera de l ' inclusion I2 O i l ,  et nous savons d6j/~ que 
11 ~ I2, donc  11 c 12 . 

Or , /1  est engendr6 par  une suite r6guli6re, et 1/~ = (z~ . . . . .  z,). ~ {a, z}, donc 
pour  un V assez petit, l ' image par  p de chaque composan te  irr6ductible de D est 
( Y x  0)ca V, et chaque composan te  irr6ductible Di de D contient  un ouvert  ana-  
lytique dense U~ tel que en chaque point  te  Ui le morph i sme  Dr~ a --, (Y x 0)c~ V 
induit  par  p soit lisse. De plus, puisque D est p ropre  au dessus de (Y x 0) c~ V, il 
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existe un ouvert analytique dense I/1 de (Yx0)c~ V tel que p-l(V~)~ Ui soit un 
ouvert analytique dense de Ui. Un calcul facile en prenant des coordonn6es 
(cf. [C.E.W.], I, 2.7) montre que pour v6rifier 12. (gr, t ~ I  1. (gr, t e n  un point 
t e p - l ( V 1 ) ~  Ui, il suffit de v6rifier que si P(0 a pour coordonn6es cq . . . . .  c% dans 

(Y• 0) nous a v o n s :  12  �9 l~ {a 1 . . . . .  a,, zl,  . . . ,  z,}/,~' c I  1 �9 112 {a 1 . . . . .  a,, zl, . . . ,  z , } / d  
off s~' d6signe l'iddal engendr6 par (a 1 - a t ,  ..., a , - ~ , )  mais ceci est pr6cis6ment 
la condition que ([C.E.W.], chap. I, 2.7) d6montre 6tre r6alis6e sur un ouvert 
dense de (Y x 0), qui rencontre certainement V~. Montrons maintenant queen fait 

/ \ x 

dans ... ( ~ Z ~ a ) S o i t i 3 1 , i d 6 a l e n g e n d r 6 p a r  ( ( ~ ) a ,  Of 

C (a, z}. 

Puisque 0~i fa = ai (0~o) + ( ~ f ) o  n~ av~ 

I z=I3  +(al,  . . . ,a , )"  (~fzo) =Ix 

et puisque I1=I2,  I 3 + ( a l , . . . , a , ) . ( ~ z , ) = i 2  et puisque I 3 ~ I  2 nous pouvons 

appliquer le lemme de Nakayama int6gral ([C. E.W.], chap. II, 2.4) pour conclure 
]3 =[2, ce qui ach6ve la d6monstration. 

Th6or6me 2. Soit (Xo, 0)~(l~ "+1, 0) un germe d'hypersurface d singularitO isolde. 
Soit H un hyperplan de (ll?"+t,0). Si #(Xoc~H,O)=#t")(Xo,O),  # " ) ( X o ~ H , O  ) 
= #(i)(Xo, O) (0 < i < n). Ceci signifie que deux sections hyperplanes X o c~ H, Xo c~ H' 
quelconques de X o telles que #(Xo c~ H)= #(Xo ~ H', O)= #<")(Xo, O) ont en fair 
m6me suite #*, et peuvent donc 6tre jointes par une dfformation d 1 param~tre d #* 
constant (elles sont (e)-cos~cantes, dans la terminologie de ([I. E. El, 3.2)). En parti- 
culier, elles ont le m6me type topologique. 

Dkmonstration. L'ensemble W des HelP" tels que tousles  #(~ o c~H, 0) soient 
minimaux est un ouvert analytique dense de IP", et de plus, il r6sulte de ([C. E.W.], 
chap. I, 2.7) que si He  W, #ti)(x ~ c~ H, 0)= #(1)(Xo, 0) (0 < i <  n). I1 nous suffit donc 
de montrer que: #t")(X o ~ H, 0)= #(")(X 0, 0 ) ~  He  W e t  pour montrer ce point, 
il nous suffit de montrer que si #(")(X o ~ H, 0)= #~")(X o , 0), il existe un voisinage 
V de H dans IW tel que H'e V~#* (X o c~ H', 0) = #* (X o c~ H, 0) ou encore, d'apr6s 
([I. E. R], th6or6me 3) que la famille Z des sections hyperplanes de X o satisfait 
la condition (e) au voisinage de H, c'est-A-dire ([I.E. El,  2.5) 

(*) ~ f,e(zl, ..., z,) ( ~ L ,  ..., ~z, dans tl;{a, z}, 

~ / c 3 f \  
or, ~-~fa=Zi {~-Y~ ) e t  nous avons montr6 au th6or6me 1, 4)que si H : z o = 0  

v6rifie #t")(X o c~ H, 0)=#(")(Xo, 0) nous avions. (Ceci r6sulte directement de la 
premi6re partie de l'6nonc6 de 4) du Th. 1, et non de la seconde, qui me servira 
ailleurs.) 
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. . . .  8 z ,  ]" 

La condition (,) en r6sulte imm6diatement puisque l'on a toujours, pour deux 
id6aux quelconques d .  M = ~4. ~ .  Q.E.D. 

Remarque. Soit L=IP" l'ensemble des directions limitess d'hyperplans tangents 
X aux points lisses voisins de 0: c'est un diviseur de IP". Nous  venons de montrer 

que IP"-L est l'ensemble des points H~IP" tels que/~"~(Xo, 0)=#~")(Xo c~H, 0), 
que ceci 6quivaut ~t #*(Xo)=(t~("+l)(Xo),#*(XonH)), et enfin que IP"-L est 
l'ensemble des points de IP" off la famille des sections de X o satisfait la condition (e). 
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