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2 Faisceau prismal associé à un morphisme simplicial 5
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0 Introduction

L’origine de ce travail est une question posée par François Treves au second auteur en
1982 :

La première difficulté est que la décomposition simpliciale de ∆ n’induit pas sur les
fibres de f une décomposition simpliciale. Mais nous avons remarqué qu’elle induisait
une décomposition en prismes (produits de simplexes), et que ces décompositions étaient
naturellement isomorphes pour toutes les fibres de points de l’intérieur d’un simplexe de
la base T . Pour rendre compte des dégénerescences de la structure prismale des fibres qui
se produisent par spécialisation sur les faces d’un simplexe de T nous avons introduit les
faisceaux prismaux. Le morphisme simplicial définit canoniquement un faisceau prismal
mais en fait il est bien plus commode de travailler avec un autre faisceau prismal, qui est un
“éclaté” de celui-ci et est trivialisé au dessus de chaque simplexe fermé de T . Sur ce faisceau
trivialisé il est facile de définir les formes de Whitney ; la forme de Whitney d’un prisme
est essentiellement le produit extérieur des formes de Whitney des simplexes facteurs du
prisme. Le calcul permet de définir naturellement les formes de Whitney relatives . Après
avoir représenté (modulo les formes exactes) la forme ω par une combinaison linéaire de
formes de Whitney relatives, on cherche H sous la même forme, et le problème se ramène
finalement à un énoncé d’algèbre linéaire dont la solution est facile.

Ces constructions suggèrent d’étendre au cas relatif la démonstration de Whitney
du théorème de de Rham. La première difficulté est l’extension de la dualité de Poincaré,
puisque la dualité dans les fibres ne se spécialise pas au dessus des faces des simplexes de T .
Pour surmonter cette difficulté nous considérons dans les fibres des fragments des cellules
duales, qui ont la propriété de se spécialiser. Les éléments de ces fragments sont appelés
Baryèmes et ils engendrent un complexe plus gros que le complexe des cochâınes relatives,
mais qui a la même cohomologie. Ceci nous permet d’énoncer un théorème de dualité de
Poincaré relatif, dont la démonstration est analogue à celle du cas absolu. Il ne reste plus
qu’à généraliser au cas relatif les lemmes d’extension de formes différentielles de Whitney
pour terminer la démonstration du théorème de de Rham relatif : la cohomologie du
complexe des formes différentielles höldériennes relatives est isomorphe à la cohomologie
du complexe des cochâınes relatives à coefficients höldériens.

1 Géométrie des morphismes triangulés

1.1 Rappels
ANALYT

Définition 1.1. SoitX ⊂ Rn×Rm un sous-ensemble sous-analytique tel que la restriction
g : X → Rn de la première projection soit un morphisme propre. On rappelle qu’une
triangulation de cette situation est la donnée :

1. d’homéomorphismes sous-analytiques t de Rn×Rm dans lui-même et t0 de Rn dans
lui-même, tels que le diagramme suivant soit commutatif

Rn ×Rm t−−→ Rn ×Rm ⊃ Xypr1 ypr1 yg
Rn t0−−→ Rn = Rn
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2. de décompositions de Rn ×Rm et de Rn en simplexes linéaires de telle façon que
les homéomorphismes t et t0 soient analytiques à l’intérieur de chaque simplexe et
que pr1 soit une application simpliciale. Ces données doivent être compatibles avec
X : si l’image par t d’un simplexe rencontre X, elle est contenue dans X.

Dans la suite, étant donné un morphisme g triangulé comme ci-dessus, nous noterons
∆ le sous-complexe simplicial de Rn×Rm formé des simplexes dont l’image par t rencontre
X. Le sous-complexe simplicial de Rn formé des simplexes dont l’image par t0 rencontre
g(X) sera noté T , enfin f : ∆→ T désignera le morphisme induit par pr1.

Remarques 1.2. 1) D’après l’inégalité de  Lojasiewicz, tout homéomorphisme sous-ana-
lytique t est höldérien sur tout compact : pour tout sous-ensemble compact K de Rn×Rm,
il existe des nombres réels positifs C et α tels que l’on ait : ‖t(y)− t(x)‖ ≤ C‖y − x‖α.
2) L’image par pr1 d’un simplexe est un simplexe et l’image réciproque par pr1 d’un
simplexe est une réunion de simplexes.

1.2 Morphismes et faisceaux prismaux
PRISME

Définition 1.3. Un prisme (resp. un prisme ouvert, resp. un prisme fermé) est un produit
de simplexes (resp. simplexes ouverts, resp. fermés) linéairement plongés dans un espace
euclidien et muni de la topologie induite ; l’ensemble vide est donc un prisme auquel,
par convention, on attribue la dimension −∞. Une face d’un prisme est vide ou est un
produit de faces de ses facteurs. Nous appellerons coordonnées barycentriques d’un point
d’un prisme la famille des coordonnées barycentriques de ses projections sur les facteurs
du prisme.

Un ensemble prismal de RN est une réunion localement finie de prismes fermés telle que
l’intersection de deux quelconques d’entre eux soit une face de chacun. Un sous-complexe
simplicial d’une triangulation de RN est un ensemble prismal.

Sauf mention du contraire, les simplexes et les prismes considérés dans la suite sont
fermés.

Un ensemble prismal de dimension pure d est une réunion de prismes de dimension d.
Une orientation d’un prisme π = σ0 × σ1 × · · · × σp est la donnée d’un ordre sur

l’ensemble {0, . . . , p} et d’une orientation sur chaque simplexe σi. Une orientation d’un
prisme détermine une orientation de chacune de ses faces. Une orientation locale d’un
ensemble prismal est la donnée d’une orientation de chacun de ses prismes.

Si un ensemble prismal de dimension pure d est une pseudovariété (resp. une pseudo-
variété à bord, voir [6, Chap. 3, 11]), tout prisme de dimension d − 1 est face de deux
prismes (resp. un ou deux prismes) de dimension d. Le bord, quand il existe, est le sous
ensemble prismal constitué des prismes de dimension d−1 qui sont faces d’exactement un
prisme de dimension d. Un ensemble prismal Π qui est une pseudovariété de dimension abord

d est orienté s’il est muni d’une orientation locale telle que les orientations induites sur
tout prisme de dimension d− 1 par deux prismes dont il est face soient opposées.

Rappelons qu’un morphisme simplicial d’un complexe simplicial dans un autre est une
application dont la restriction à chaque simplexe de la source a pour image un simplexe
du but et qui est linéaire en les coordonnées barycentriques.

APPLPR

Définition 1.4. Une application ϕ d’un ensemble prismal Π dans un ensemble prismal
Σ est un morphisme prismal si pour tout prisme π = σ0 × σ1 × · · · × σp de Π, l’image
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ϕ(π) est un prisme τ0 × τ1 × · · · × τs et l’application induite ϕ sur π est linéaire dans les
coordonées barycentriques des prismes.

Un morphisme simplicial entre complexes simpliciaux est un morphisme prismal.
Un morphisme prismal entre des ensembles prismaux orientés est dit orienté s’il res-

pecte les orientations des prismes.

2 Faisceau prismal associé à un morphisme simplicial

L’exemple suivant est fondamental pour ce qui suit :
Soit f : σ → τ un morphisme simplicial entre deux simplexes ; pour chaque sommet

yj de τ , (0 ≤ j ≤ s = dimτ), posons σj = f−1(yj) et πf (σ) = τ × σ0 × · · · × σs. On se
propose de définir des morphismes prismaux

ψσf : πf (σ)→ σ et θσf : f−1(̊τ)→ πf (σ)

dont les restrictions au dessus de f−1(̊τ) et τ̊ × σ0 × · · · × σs sont des isomorphismes
inverses l’un de l’autre.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté sur le morphisme f , nous omettrons l’écriture des
indices f dans ce qui suit.

Chaque sommet de σ est dans l’un des σj et un seul. Pour chaque j, notons I(j)
l’ensemble des indices i des sommets ai de σj. Etant donné un point x de σ, de coordonnées
barycentriques λi et dont l’image f(x) est dans l’intérieur de τ , les sommes

∑
i∈I(j) λi sont

non nulles ; pour chaque j, notons xj le point de σj de coordonnées barycentriques

µj,k =
λk∑

i∈I(j) λi
, k ∈ I(j). (2.1)

Notons θσj l’application f−1(̊τ) → σj qui à x associe le point xj, et θσ l’application
de f−1(̊τ) dans le prisme π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs qui au point x associe le point
(f(x), x0, · · · , xs). La projection f induit un isomorphisme simplical du simplexe enve-
loppe convexe des points xj dans σ sur τ . Le point x est le point de ce simplexe dont
les coordonnées barycentriques sont celles du point f(x) dans τ . Ceci nous donne une
description de σ comme joint itéré des simplexes σj.

On peut en effet définir le joint itéré σ0 ∗ · · · ∗ σs de s + 1 simplexes σj linéairement
indépendants dans un espace euclidien comme la réunion des simplexes de dimension s+1
qui sont les enveloppes convexes d’ensembles de points de la forme (xj ∈ σj); j = 0, . . . , s.
Le simplexe obtenu est simplicialement isomorphe au résultat de la construction classique
du joint itéré comme quotient de σ0× . . .×σs× [0, 1]s. Rappelons cette construction pour
s = 1 :

σ0 ∗ σ1 = (σ0 × σ1 × [0, 1]) /〈(a, b, 0) ∼ (a′, b, 0), (a, b, 1) ∼ (a, b′, 1)〉.

Par construction, l’ensemble des sommets du joint cöıncide avec l’ensemble des som- reunion

mets des σj. Une orientation du joint peut donc s’interpréter comme la donnée d’un ordre
sur l’ensemble d’indices j et d’une orientation de chacun des simplexes σj.

Si f est un morphisme simplicial orienté et si on munit chaque σj de l’orientation
induite par celle de σ, alors l’orientation naturelle du joint itéré déduite de celles de τ et
des σj n’est autre que celle de σ.
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On définit le morphisme ψσ : π(σ)→ σ = σ0 ∗ · · · ∗ σs qui, au point de coordonnées

(tj)j=0,...,s, (µ0,i0)i0∈I(0), . . . , (µs,is)is∈I(s)

de π(σ), associe le point de σ dont la coordonnée barycentrique relative au sommet ai est
λi = tjµj,i, où j est l’indice tel que i ∈ I(j). Ce morphisme est un morphisme prismal.

Remarquons que, si σ et τ sont orientés ainsi que le morphisme f , cela détermine une
unique orientation du joint itéré σ0 ∗ · · · ∗ σs et une unique orientation du prisme π(σ)
telles que les morphismes π(σ)→ σ et π(σ)→ τ soient orientés.

JOINT
Proposition 2.1. Les restrictions au dessus de f−1(̊τ) et τ̊×σ0×· · ·×σs des morphismes
prismaux ψσ : π(σ) → σ et θσ : f−1(̊τ) → π(σ) sont des isomorphismes inverses l’un de
l’autre.

Preuve. En effet tout point x de σ s’écrit x =
∑

j tjxj =
∑

j

∑
k∈I(j) µj,kak =

∑
k λkak.

�

FAISPR

Définition 2.2. Soit P un ensemble prismal. Un faisceau prismal F sur P est la donnée
pour chaque prisme fermé ρ de P d’un ensemble prismal F(ρ) doté d’un morphisme prismal
eρ : F(ρ)→ ρ et pour chaque face ρ′ de ρ d’un morphisme prismal hρ′,ρ : F(ρ)→ F(ρ′) de
telle façon que hρ,ρ = IdF(ρ) et que si ρ′′ est une face de ρ′, alors hρ′′,ρ = hρ′′,ρ′ ◦ hρ′,ρ. On
dit que le faisceau prismal F est propre si les ensembles prismaux F(ρ) sont compacts.

Remarque 2.3. En fait, la notion de faisceau prismal s’apparente davantage à la notion
de carapace (ce qui fût la première définition des faisceaux, voir Séminaire Cartan [?]) qu’à
la notion de faisceau. Plus précisément, munissons l’ensemble des prismes d’un ensemble
prismal de l’ordre partiel donné par les inclusions des faces, puis de la topologie dont une
base de fermés est constituée des intervalles fermés π1 ≤ π ≤ π2. Les sections du faisceau
prismal au dessus d’un fermé F sont les éléments du produit Πρ∈FF(ρ) compatibles avec
les homomorphismes de restriction.

Soient ϕ : P→ Σ un morphisme prismal, F un faisceau prismal sur P et G un faisceau
prismal sur Σ. Un morphisme de faisceaux prismaux de F dans G est la donnée pour
chaque prisme fermé ρ de P d’un morphisme prismal F(ρ) → G(ϕ(ρ)) compatibles avec
les homomorphismes de restriction.

PRODU

Lemme 2.4. Etant donnés un faisceau prismal F sur P et ρ un prisme de P, au dessus
de l’intérieur ρ̊ de ρ l’ensemble F(ρ) est une réunion de produits de simplexes.

Preuve. Supposons dans un premier temps que ρ soit un simplexe τ . Tout prisme de produit

l’ensemble F(τ) est le produit d’un simplexe d’image τ par un nombre, éventuellement
nul, de simplexes. En effet, supposons que le prisme σ0 × σ1 de F(τ) ait pour image τ
mais que ni σ0, ni σ1 n’ait pour image τ . Cela implique qu’il existe deux sommets a0 et
a1 de σ0, dont on note aussi a0 et a1 les coordonnées barycentriques correspondantes et
deux sommets b0 et b1 de σ1, dont on note aussi b0 et b1 les coordonnées barycentriques
correspondantes, tels que les trois sommets (a0, b0), (a0, b1) et (a1, b1) du produit σ0 × σ1

aient pour images des sommets distincts de τ . Alors, les coordonnées barycentriques d’un
point de l’image de σ0× σ1 sont fonction du produit a0b1, ce qui contredit l’hypothèse de
linéarité.
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Si σ est un simplexe de F(τ) d’image τ , alors σ est le joint des simplexes σi = e−1
F (τ)

du bord de σ situés au dessus des sommets yi de τ . La fibre de eF au dessus d’un point de
l’intérieur de τ est donc homéomorphe au produit des simplexes σi, d’où le résultat dans
ce cas. On en déduit le résultat pour tout prisme de F(τ).

Dans le cas d’un prisme ρ, produit de simplexes, le résultat provient de ce qu’il est
vérifié au dessus de chacune des composantes du produit. Une autre manière de le montrer
est de subdiviser tout prisme ρ de la base P en simplexes, ceci par récurrence en se
fixant un barycentre dans chaque simplexe composante du prisme ρ, puis à décomposer
le morphisme F(ρ)→ ρ au dessus de ces simplexes. �

LORIENT
Lemme 2.5. Pour toute orientation de ρ, il est équivalent de se donner une orientation
de la fibre F(b(ρ)) au dessus du barycentre b(ρ) de ρ, une orientation compatible pour
toutes les fibres F(y)y∈ρ̊, ou une orientation de l’ensemble prismal F(ρ).

Preuve. Cela provient de ce que la donnée d’une orientation d’un espace fibré (orientable)
équivaut à la donnée d’une orientation de la base suivie d’une orientation de la fibre. �

Le bord (orienté) d’un produit orienté σ0 × σ1 est

∂(σ0 × σ1) = ∂σ0 × σ1 + (−1)|σ0|σ0 × ∂σ1,

d’où, par récurrence, le bord orienté d’un prisme σ0 × · · · × σs est :

∂(σ0 × · · · × σs) =
s∑
j=0

(−1)|σ0|+···+|σj−1|σ0 × · · · × ∂σj × · · · × σs. (2.2)

ORIENT
Définitions 2.6. a) Etant donné un simplexe orienté σ et une face σ′ de codimension 1,
alors σ′ hérite de deux orientations. La première est celle induite par l’orientation de σ,
c’est-à-dire la restriction de l’ordre correspondant des sommets de σ, la seconde est celle
qu’il a en tant que face de σ. Ces deux orientations diffèrent d’un signe appelé nombre
d’incidence et noté [σ;σ′].
b) Etant donné un ensemble prismal orienté P qui est une variété topologique, pour tout
couple (ρ, ρ′) de prismes orientés tel que ρ′ soit une face de codimension 1 de ρ, le nombre
d’incidence [ρ; ρ′] est égal à +1 si l’orientation de ρ′ cöıncide avec l’orientation du bord
de ρ, et à −1 sinon.

INKCID

Lemme 2.7. Soit π = σ0× · · · × σj × · · · × σs un prisme orienté, et considérons une face
π′ = σ0×· · ·×σ′j×· · ·×σs de codimension 1. Si l’on munit le simplexe σ′j de l’orientation

induite par celle de σ, alors le nombre d’incidence [π; π′] est égal à (−1)|σ0|+···+|σj−1|[σj;σ
′
j].

Preuve. En effet, ∂σj =
∑k

i=0[σj;σ
′
j,i]σ

′
j,i où σ′j,i décrit les faces de codimension un de σj.

On en déduit le résultat. �

Définition 2.8. Un faisceau prismal F sur un ensemble prismal orienté P qui est une
variété topologique est orienté si pour chaque prisme ρ de dimension maxima de P, on
a une orientation de la fibre F(b(ρ)) au dessus du barycentre de ρ, de telle façon que si
l’on munit F(ρ) de l’orientation correspondante (cf Lemme 2.5), les morphismes hρ′,ρ sont
[ρ; ρ′]-orientés.
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Les exemples de faisceaux prismaux qui suivent sont fondamentaux pour ce travail.
EXEMSF

Exemple 2.9. Soit f : S → T un morphisme simplicial surjectif d’ensembles simpliciaux,
on définit un faisceau prismal Sf sur T en posant, pour tout simplexe τ de T , Sf (τ) =
f−1(τ). On continue de noter par f la projection de Sf sur T . Si τ ′ est une face de τ et
σ un simplexe de f−1(τ), le simplexe σ′ = σ ∩ f−1(τ ′) est une face de σ. On peut écrire
σ comme le joint de σ′ et de sa face opposée σ′′. On définit alors hτ ′,τ : Sf (τ)→ Sf (τ ′) en
prenant pour hτ ′,τ : σ → σ′ la projection simpliciale de σ sur σ′ selon les fibres du joint.

EXEMPF
Exemple 2.10. Soit ∆ un complexe simplicial fini d’une subdivision simpliciale linéaire
de Rn ×Rm tel que la restriction f à ∆ de la première projection p soit une application
simpliciale sur un complexe simplicial f(∆) d’une subdivision simpliciale linéaire de Rn.

Supposons que σ12 soit une face commune des simplexes σ1 et σ2 de ∆ et que ces
trois simplexes aient la même image τ , simplexe de sommets y0, . . . , ys. Alors le prisme
π(σ12) = πf (σ

12) est un sous-prisme de π(σ1) et de π(σ2). En fait, avec la notation de
l’exemple 2.1, on voit que l’intersection de π(σ1) et π(σ2) est le prisme τ ×

∏
(σ1

j ∩ σ2
j ),

où j = 0, . . . , s.
Remarquons que la composition θσ◦ψσ (Proposition 2.1) donne un plongement naturel

de π(σ) dans Rn × Πs
0R

m. On en déduit un plongement de π(σ1) et de π(σ2) dans Rn ×
Πs

0R
m, on vérifie aussitôt que ces deux plongements cöıncident sur σ12 et que l’on a donc

défini un plongement de π(σ1)∪π(σ2) dans Rn×Πs
0R

m. Cela montre que, si τ ∈ f(∆) est
fixé, la réunion des prismes π(σ) tels que f(σ) = τ , plongée de la façon naturelle que l’on
vient de décrire dans Rn×Πs

0R
m, est un sous-ensemble prismal F(τ) muni d’un morphisme

prismal surjectif eτ : F(τ)→ τ . L’ensemble prismal e−1
τ (̊τ) est naturellement isomorphe à

τ̊ × ∪k(Πs
j=0(σkj )) où les σk sont les simplexes de e−1

τ (̊τ) d’image τ et σkj = σk ∩ f−1(yj).
On peut donc appeler fibre type Fτ de eτ la réunion des Πs

j=0(σkj ).
Ce morphisme prismal a la propriété que l’image inverse d’un simplexe fermé de f(∆)

est le produit de ce simplexe par un ensemble prismal ; nous pourrons donc y définir des
formes de Whitney relatives.

Supposons que τ ′ soit une face de τ et posons σ′ = σ ∩ f−1(τ ′). D’après ce qui
précède, chaque prisme de F(τ) est de la forme τ × σ0 × · · · × σs où σj = f−1(yj) ∩ σ.
L’homomorphisme hτ ′,τ de F(τ) dans F(τ ′) est l’homomorphisme de dégénerescence qui
associe au prisme τ × σ0 × · · · × σs le prisme τ ′ × σ′0 × · · · × σ′s où σ′j = f−1(yj) ∩ σ′ si yj
est un sommet de τ ′ et un point sinon.

Notons ePf : Pf → f(∆) le faisceau prismal ainsi obtenu. Nous allons montrer l’exis-
tence d’un morphisme canonique ψ : Pf → Sf .

COMPFA
Théorème 2.11. Soit f : ∆→ T un morphisme simplicial. Considérons le faisceau pris-
mal Sf de l’exemple 2.9 et le faisceau prismal Pf de l’exemple 2.10. Il existe un morphisme
surjectif ψ : Pf → Sf de faisceaux prismaux sur f(∆) tel que

a) Pour chaque simplexe τ de f(∆) les morphismes θσ
k

et ψσ
k

de la Proposition 2.1
définissent un isomorphisme θτ de f−1(̊τ) sur τ̊ × Fτ . Le composé θτ ◦ ψ s’étend en un
isomorphisme prismal de Pf (τ) sur τ × Fτ .
b) La formation du faisceau Pf est fonctorielle et universelle. Plus précisément :

1. pour tout morphisme prismal φf : P′ → ∆, il existe un faisceau prismal F(P′) sur
f(∆) et un morphisme de faisceaux prismaux F(φf ) : F(P′)→ Pf ,
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y0

τ1 τ ′

y1

τ2

y2 τ1 τ ′ τ2

σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

π(σ1)

π(σ2)

π(σ3)

π(σ4)

π(σ5)

eSf

eτ1
eτ ′ eτ2

ψ

Sf au dessus de τ1 ∪ τ2 Pf au dessus de τ1, de τ ′ et de τ2

Fig. 1 – Exemples de Sf et Pf

2. étant donné un morphisme surjectif ψ′ : F ′ → Sf de faisceaux prismaux sur f(∆) tel
que l’image inverse de tout simplexe τ de f(∆) par f ◦ψ′ soit réunion de produits de
τ par des prismes, il existe un unique morphisme χ : F ′ → Pf rendant commutatif
le diagramme de faisceaux prismaux au dessus de f(∆) :

F ′
χ //

ψ′ !!B
BB

BB
BB

B Pf

ψ}}||
||

||
||

Sf .

Preuve. Montrons l’existence d’un morphisme de faisceaux prismaux ψ : Pf → Sf . Un
point d’un prisme est déterminé par ses coordonnées barycentriques dans chaque simplexe.
Pour tout σ on a défini dans l’exemple 2.1 un morphisme prismal ψσ : π(σ) → σ. Les
morphismes ψσ et ψσ

′
cöıncident sur π(σ ∩ σ′), et nous avons donc défini un morphisme

prismal ψτ : Pf (τ)→ f−1(τ) = Sf (τ).
Entre autres, si τ ′ est une face d’un simplexe τ , on a un diagramme commutatif :

Pf (τ)
ψτ //

hτ ′,τ
��

Sf (τ)

hτ ′,τ
��

Pf (τ ′)
ψτ ′ // Sf (τ ′).

Le a) résulte alors de la Proposition 2.1 et de l’exemple 2.10.
Prouvons b) ; il suffit de vérifier l’énoncé restreint à un simplexe σ de Sf (τ). La

définition de Pf et la structure de produit de π(σ) impliquent que pour tout prisme
π′ de l’image inverse de σ par ψ′, on a une application naturelle de π′ dans π(σ), d’où le
résultat. �
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τ

y
× τ ′ τ ′

eSf eSf

Fig. 2 – Sf au dessus de τ et de τ ′
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τ τ

eSf eτ

ψ

id

Sf au dessus de τ Pf au dessus de τ

Fig. 3 – Sf et Pf au dessus de τ

τ τ

eSf
eτ

ψ

id

Sf au dessus de τ Pf au dessus de τ

Fig. 4 – Sf et Pf au dessus de τ
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τ

Fig. 5 – Spécialisations possibles d’un 5-simplexe au dessus d’un 2-simplexe τ
On a dessiné les fibres au dessus des points génériques des différentes faces de τ .
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REM

Remarques 2.12. 1) Le morphisme ψ est essentiellement un éclatement comme le montre
l’écriture locale λi = tjµj,i. En particulier, le morphisme ψσ : π(σ) → σ n’est un iso-
morphisme que si σ est isomorphe à son image par f . Soulignons que le morphisme
π(σ) = τ × σ0 × · · · × σs → σj qui rend commutatif le diagramme

σ0 ∗ · · · ∗ σs

θσj ##GGGGGGGGG τ × σ0 × · · · × σs
ψσoo

prj
xxrrrrrrrrrrr

σj

où θσj désigne le morphisme introduit dans l’exemple 2.1, est bien la j-ème projection prj
du produit.

2) Le jacobien de l’application ψσ est égal à :

t
|σ0|
0 t

|σ1|
1 · · · t|σs|s .

3) La catégorie des ensembles et morphismes prismaux est “la plus petite” catégorie
contenant celle des ensembles et morphismes simpliciaux et dans laquelle on a existence
et unicité à isomorphisme près du produit fibré.

L’existence du produit fibré découle du fait que, puisque les applications prismales sont
linéaires sur chaque simplexe, le sous-ensemble d’un produit π1×π2 de prismes défini par
la condition f1(x1) = f2(x2), où f1 : π1 → τ et f2 : π2 → τ sont des morphismes prismaux,
est un prisme. La vérification de la propriété universelle est immédiate.

Caractérisation des faisceaux prismaux provenant de morphismes simpliciaux
DIMREL

Définitions 2.13. a) Soit F un faisceau prismal sur un complexe simplicial T , on dit
que le prisme π ∈ F(τ) est trivial s’il s’écrit π = τ × σ0 × · · · × σs ;

b) On appelle dimension relative d’un prisme π ∈ F(τ) et on note dimrel(π), la
différence dimπ − dim τ .

c) On dit que le prisme π ∈ F(τ) est équidimensionnel au dessus d’une face τ ′ de τ si
la dimension relative de π|τ ′ est égale à celle de π.

Un prisme de dimension relative nulle est équidimensionnel au dessus de toutes les
faces de τ . Le morphisme σ1 → τ1 de la figure 2 n’est pas équidimensionnel au dessus du
sommet y0 de τ1.

PROCAR

Proposition 2.14 (Caractérisation des faisceaux de la forme Sf ). Un faisceau prismal F
sur un complexe simplicial T est de la forme Sf , pour un morphisme simplicial f : X → T ,
si et seulement si :

1. Tous les prismes de F sont des simplexes,

2. Pour tout couple τ ′ < τ de simplexes de T , et tout simplexe σ de F(τ), le morphisme
hτ ′,τ : F(τ)→ F(τ ′) est surjectif et on a un isomorphisme simplicial hτ ′,τ (σ) ∼= σ|τ ′.

Preuve. Le fait que les conditions 1) et 2) soient nécessaires résulte aussitôt de la
construction de l’exemple 2.9. Montrons qu’elles sont suffisantes ; nous construisons l’es-
pace X de la définition 1.1 par recollement. Notons Xτ = e−1

τ (τ), alors pour toute face τ ′

de τ , on a Xτ |τ ′ = Xτ ′ = hτ ′,τ (Xτ ). Définissons l’espace X comme quotient de la réunion
des Xτ par la relation d’identification des restrictions au dessus des faces des simplexes
de T . L’application f : X → T est naturellement définie. �
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LEMEQU

Lemme 2.15. Considérons le faisceau prismal Sf de base T . Pour tout couple τ ′ < τ de
simplexes de T , et tout simplexe σ de Sf (τ), on a équivalence des propriétés suivantes :

(i) dimrelhτ ′,τ (σ) = dimrel(σ)

(ii) σ est équidimensionnel au dessus de la face τ ′.

(iii) Si τ ′′ est la face opposée de τ ′ dans τ , la projection σ|τ ′′ → τ ′′ est un isomorphisme.

Preuve. Considérons τ comme le joint de τ ′ et de sa face opposée τ ′′. Puisque

dimσ = dimσ|τ ′ + dimσ|τ ′′ + 1

et hτ ′,τ (σ) ∼= σ|τ ′ , l’assertion (i) est équivalente à dire que σ|τ ′′ est isomorphe à τ ′′ d’où le
résultat (voir Figures 1 et 3). �

PROPPF
Proposition 2.16 (Caractérisation des faisceaux du type Pf ). Un faisceau prismal F
sur un complexe simplicial T est de type Pf où f : X → T est un morphisme simplicial
si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

a) Tout prisme π ∈ F(τ) est le produit de simplexes π = τ ×σ0×· · ·×σs avec s = dim τ ,

b) Si τ ′ < τ le morphisme hτ ′,τ : F(τ) → F(τ ′) est surjectif et si un prisme π ∈ F(τ)
s’écrit π = τ × σ0 × · · · × σs, alors on a hτ ′,τ (π) = τ ′ × σ′0 × · · · × σ′k où chaque σ′β
est l’un des σα.

Preuve. Si un faisceau prismal F est de type Pf , il vérifie a) et b) par construction.
Montrons la réciproque. Soit donc un faisceau prismal F satisfaisant a) et b). On lui
associe un faisceau prismal S de base T de la façon suivante : les prismes de S(τ) sont les
joints itérés σ0 ∗ · · · ∗ σs des simplexes apparaissant dans les prismes π = τ ×σ0× · · ·× σs
de F . Ce sont donc des simplexes. La propriété b) implique que, pour tout simplexe σ
de S(τ) et pour toute face τ ′ de τ , on a hτ ′,τ (σ) ∼= σ|τ ′ . D’après la proposition 2.14, le
faisceau S est de la forme Sf et le faisceau F est le faisceau Pf qui lui est associé par la
construction de l’exemple 2.10. �

Remarque 2.17. Pour tout prisme π de Pf (τ) et pour tout sommet {y} de τ , on a
h{y},τ (π) = {y} × σi(y) où σi(y) est le simplexe ψ(π) ∩ (eτ )

−1({y}) de Sf .
COROPF

Corollaire 2.18. Considérons le faisceau prismal Pf de base T . Pour tout couple τ ′ < τ
de simplexes de T , et tout prisme π de Pf (τ), on a l’équivalence des propriétés suivantes :

i) dimrelhτ ′,τ (π) = dimrel(π)

ii) hτ ′,τ (π) = π|τ ′
iii) ψ(π) est équidimensionnel au dessus de la face τ ′.

Preuve. La proposition 2.16 et la remarque 2.17 impliquent l’équivalence de (i) et (ii),
la proposition 2.14 et le fait que dimψ(π) = dim π impliquent l’équivalence de (i) et (iii).

�

COROSF

Corollaire 2.19. Considérons le faisceau prismal Pf de base T . Pour tout simplexe τ de
T , et tout prisme π de Pf (τ), on a l’équivalence des propriétés suivantes :
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i) ψ(π) est équidimensionnel en un sommet y0 de τ .

ii) π est isomorphe au dessus de τ à un produit τ × σπ.

Preuve. Le corollaire est une conséquence directe de la proposition 2.16 et de la remarque
2.17. Le simplexe σπ du (ii) est ψ(π) ∩ (eτ )

−1({y0}) de Sf où {y0} est le sommet de τ du
(i) (voir Figures 1 et 3). �

3 Théorème de dualité de Poincaré relative

3.1 Châınes et cochâınes.
DEFCHA

Définition 3.1. Soient T un ensemble prismal et P un faisceau prismal sur T . On appelle
r-châıne sur P la donnée, pour chaque prisme τ de T , d’une somme formelle c(τ) =∑
aππ, à coefficients réels, d’adhérences de prismes de dimension r de P(τ), de telle

façon que, pour chaque face τ ′ de τ , on ait l’égalité (hτ ′,τ )∗(c(τ)) = c(τ ′). Supposons le
faisceau P orienté ; on dit que la châıne c est orientée si les applications (hτ ′,τ )∗ préservent
l’orientation des prismes.

Le bord d’un prisme orienté σ0 × · · · × σs est la châıne

∂(σ0 × · · · × σs) =
s∑
j=o

(−1)|σ0|+···+|σj−1|σ0 × · · · × ∂σj × · · · × σs

(voir le lemme 2.7). Le bord d’une châıne est défini par linéarité.

Remarquons que le bord d’une châıne de dimension relative r n’est pas en général une
châıne de dimension relative (r − 1).

Le bord relatif d’un prisme π = τ×σ0×· · ·×σs est défini comme la partie de dimension
relative r − 1 du bord de π. C’est donc la châıne définie par

∂eπ =
s∑
j=o

(−1)|σ0|+···+|σj−1|τ × σ0 × · · · × ∂σj × · · · × σs.

On vérifie l’égalité ∂e(∂eπ) = 0.
DEFCRE

Définition 3.2. Soient T un ensemble prismal et P un faisceau prismal sur T . On appelle
r-châıne relative sur P la donnée, pour chaque prisme τ de T , d’une somme formelle
c(τ) =

∑
aπ(y)π, à coefficients dans Oτ , d’adhérences de prismes de dimension relative r

de P(τ), de telle façon que chaque fonction aπ soit à support dans l’image de π et que pour
chaque face τ ′ de τ , on ait l’égalité (hτ ′,τ )∗(c(τ)) = c(τ ′). Supposons le faisceau P orienté ;
on dit que la châıne c est orientée si les applications (hτ ′,τ )∗ préservent l’orientation des
prismes.

Notons Crelr (P) le faisceau deOT -modules formé des r -châınes relatives. Il est engendré
comme OT -module par les prismes de dimension relative r et est donc libre de type fini
si l’application f est propre. En fait, il est libre au sens suivant :
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DEFLIB

Définition 3.3. Un faisceau de groupes G sur un ensemble prismal T est localement libre
si pour chaque face τ ′ d’un prisme τ de la base l’homomorphisme de groupes hτ ′,τ : G(τ)→
G(τ ′) est un isomorphisme.
Un faisceau de OT -modulesM est localement libre si sa restriction à chaque prisme τ de
la base est un Oτ -module libre et, pour chaque face τ ′ de τ , l’image par hτ ′,τ d’une base
de M(τ) est une base de M(τ ′).

Le bord relatif ∂e s’étend aux châınes et permet de définir le complexe Crel• (P) des
châınes relatives ; c’est un complexe de OT -modules libres.

DECORE

Définition 3.4. Une r-cochâıne relative sur un faisceau prismal propre est un morphisme
OT -linéaire du OT -module Crel

r (P) dans OT , c’est-à-dire la donnée pour chaque prisme
τ de T d’un homomorphisme Oτ -linéaire de Crelr (P(τ)) dans Oτ , ces homomorphismes
satisfaisant les conditions usuelles de compatibilité. Nous noterons Cr

rel(P) le faisceau de
OT -modules correspondant ; c’est un faisceau localement libre.

Le cobord relatif d’une r-cochâıne relative K est une (r+ 1)-cochâıne δeK définie par
δeK(c) = K(∂ec). On définit ainsi le complexe C•rel(P) des cochâınes relatives.

3.2 Subdivisions barycentriques relatives, spécialisations, et Baryèmes.

Soit P un faisceau prismal sur un ensemble simplicial T , soient τ un simplexe de T ,
A et A′ deux sous-ensembles de P(τ) d’image τ . On appelle joint relatif de A et A′ et
on note A ∗rel A′ la réunion des segments reliant un point a ∈ A à un point a′ ∈ A′

chaque fois que e(a) = e(a′). On a une projection p : (A×T A′)× I→ A ∗rel A′ définie par
p(a, a′, v) = va+ (1− v)a′ pour a ∈ A, a′ ∈ A′, 0 ≤ v ≤ 1 et e(a) = e(a′).

Soit P un faisceau prismal de base un ensemble simplicial T , et soit τ un simplexe de
T de sommets y0, . . . , ys. Pour tout prisme π au dessus de τ , et pour tout sommet yj de τ ,
on note b(πj) le barycentre du prisme πj = π ∩ e−1(yj). On définit l’âme relative de π (on
dira simplement âme de π) comme le simplexe de dimension s ayant pour sommets les
barycentres b(πj), qui sont affinement indépendants. L’âme relative de π est homéomorphe
à τ .

3.2.1 Subdivision barycentrique relative.

Soit π un prisme de P(τ). On définit la “subdivision barycentrique” relative de π
comme suit :

A toute suite de prismes incidents $0 < $1 < · · · < $k = π se projetant tous sur
τ , on associe un sous-ensemble γ de π, joint relatif successif (ou composé) des âmes des
prismes $i, i = 0, . . . , k. On dit que γ est un élément de la subdivision barycentrique
relative de π, il est de dimension relative k. Au dessus de tout point de l’intérieur de τ , γ
est un prisme de dimension k.

La subdivision barycentrique relative d’un ensemble prismal P(τ) est la réunion des
subdivisions barycentriques relatives des prismes de P(τ). Si γ est un élément de la
subdivision barycentrique relative de P(τ) et si τ ′ est une face de τ , l’élément hτ ′,τ (γ) est
un élément de la subdivision barycentrique relative de P(τ ′) ; la subdivision barycentrique
d’un faisceau prismal est donc un faisceau prismal. En fait on a :
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A
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a

b

c

e

τ

y

Fig. 6 – Ames et cellules relatives

OFAREM

Lemme 3.5. Soit S. un faisceau prismal et P le faisceau prismal qui lui est associé
comme dans le théorème 2.11. La subdivision barycentrique du faisceau prismal P est le
faisceau prismal associé à la subdivision barycentrique de S.

3.2.2 Cellules duales relatives.

Soit π un prisme de P(τ) de dimension relative r. On définit la cellule duale 1 relative
de π comme la réunion des sous-ensembles γ de la subdivision barycentrique relative de
P(τ) tels que l’intersection γ ∩ π soit exactement l’âme de π, on la note D(π).

La cellule duale relative de π est la réunion des sous-ensembles (fermés) γ de la sub-
division barycentrique relative de P(τ) ayant pour face l’âme relative de π, de dimension
relative dimP(τ)−r et correspondant aux suites de prismes incidents $0 < $1 < · · · < $k

pour lesquelles $0 = π et $k est de dimension maximum dans P(τ).
ABBREM

Remarque 3.6. La partie de la cellule duale de $0 contenue dans un prisme π admettant
$0 comme face se construit à l’aide des suites $0 < $1 < · · · < $i < · · · < $k telles que
$k = π et dim$i+1 − dim$i = 1 pour tout i.

La cellule duale relative de π est aussi la réunion des joints relatifs de l’âme relative
de π et des cellules duales relatives des prismes π′ de dimension relative r + 1 contenant
π dans leur bord (donc tels que e(π) = e(π′) = τ).

La cellule duale d’un prisme de dimension relative maximum est l’âme relative de ce
prisme. Elle est de dimension relative 0. En général, si dimrelπ = r, alors dimD(π) =
dimStP(τ)(π)− r et donc dimrelD(π) = dimStP(τ)(π)− dimπ.

1Le terme “cellule duale” est ici employé abusivement, en fait ce sont bien des cellules si la fibre type
Fτ est une variété topologique lisse.
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A

B

C

D

a

b π2

π1

π0

τ

e

Fig. 7 – Joint relatif
Le sous-ensemble de la subdivision barycentrique relative de π, correspondant à la suite
$0 = BC < $1 = BCD < $2 = ABCD = π est le joint relatif de BC (âme de $0),
Ba (âme de $1) et ba (âme de $2), sa fibre au dessus d’un point générique de τ est un
triangle. Le baryème b($0, $2) est le tétraèdre BbCa, réunion de l’ensemble précédent et
de celui correspondant à la suite $0 = BC < $′1 = BCA < $2 = ABCD = π.
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A
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π0

D

E

F

G

H

I

J L

π1
1

π2
1

π3
1

π

τ

Fig. 8 – Cellule relative
La cellule duale relative de $0 est la réunion des sous-ensembles γ correspondant aux
suites de prismes incidents $0 < $1 < $2 < $3 (figure faite dans le cas absolu, par
commodité du dessin). Le bord du baryème b($0, π) est la réunion des baryèmes b($i

1, π)
où $i

1 parcourt les faces de π contenant $0 comme face de codimension 1.
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A1

A2

A′

B1

B2

B′

C1 C2

C ′D

D′

E1

E2

E ′

F1

F2

F ′

G

G′

H

H ′

π2

π1

π3

π5

π4

π6

π7

π8

Fibre de P au dessus de y ∈ τ , Fibre de P au dessus de y′ ∈ τ ′

Fig. 9 – Sf et Pf au dessus de τ

Comme expliqué dans la figure 2, et avec les fibres ci-dessus, les prismes π2 et π3 se
spécialisent en A′H ′ et B′H ′ respectivement, les prismes π4 à π8 dégénèrent en H ′. L’image
de la cellule duale de H par hτ,τ ′ n’est pas la cellule duale de H ′ = hτ,τ ′(H). Par contre,
les baryèmes vérifient la proposition 3.15 ci-dessous.
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L’exemple de la figure 3.2.2, qui se comprend à l’aide de la figure 2, montre que la
formation du dual ne commute pas avec la spécialisation. Dans le cas où P est le faisceau
prismal Sf et où P(τ) est constitué de 3-simplexes se projetant sur le 1-simplexe τ , la
fibre au dessus d’un point y de τ peut être un 2-simplexe se spécialisant (au dessus de
τ ′) en un 2-simplexe ou un sommet, ou un quadrilatère (prisme) se spécialisant en un
1-simplexe.

3.3 Baryèmes

Pour pallier à cet inconvénient, l’exemple de la figure 3.2.2 suggère d’introduire la
notion de baryème qui est intuitivement la portion d’une cellule duale qui est contenue
dans un prisme donné.

OHZREM

Définition 3.7. Etant donné un couple (π0, π) de prismes de P(τ) ayant tous deux pour
image τ et tels que π0 < π, on appelle baryème associé à (π0, π) , et on note b(π0, π), la
réunion des sous-ensembles de la subdivision barycentrique relative de π qui correspondent
aux suites π0 = $0 < $1 < · · · < $k = π telles que dim$i+1 − dim$i = 1 pour tout i.

C’est bien la portion de la cellule duale relative de π0 qui est contenue dans π.
Etant donné un baryème b(π0, π), toute suite de prismes incidents π0 = $0 < $1 < · · · <
$l < · · · < $k = π se spécialise, au dessus des sommets yj de τ en une suite

(∗, j) π0,j = $0,j < $1,j < · · · < $l,j < · · · < $k,j = πj

dans laquelle certaines inclusions sont des égalités. Pour yj, i.e. j fixé, soit Kj le nombre
de suites possibles (∗, j) pour lesquelles les prismes $l,j sont distincts et de codimensions
successives 1 (c’est-à-dire que dim$l+1,j − dim$l,j = 1). Dans ce cas, les barycentres des
prismes $l,j engendrent un simplexe de dimension kj = dim(πj)− dim(π0,j). Ce simplexe
est l’un des simplexes composante de la spécialisation de b(π0, π) à yj, on le note βj,kj avec
kj ∈ Kj.

Dans le cas du faisceau prismal Sf on peut alors exprimer le baryème b(π0, π) comme
réunion de simplexes. En effet, soit π un simplexe situé au dessus de τ , on note πj la
restriction de π au dessus du sommet yj de τ et kj sa dimension. Soit π′ une face de π
située au dessus de τ , on note π′j la restriction de π′ au dessus du sommet yj de τ et k′j sa
dimension. On a

∑s
j=0 kj = k−s. La donnée d’une suite π′ = $0 < $1 < · · · < $l < · · · <

$k = π de faces de π telles que dim$j+1−dim$j = 1 pour tout j équivaut au choix d’une
suite de (k0 − k′0) + · · ·+ (ks − k′s) sommets, puisque les sommets de π′ sont déjà fixés au
dessus de chaque sommet yj. Il y a donc (k0+· · ·+ks−(k′0+· · ·+k′s))! telles suites. En fait,
plusieurs suites peuvent donner lieu aux mêmes simplexes βj,kj puisque ces derniers ne
sont déterminés que par l’ordre dans lequel sont choisis les sommets de πj. Il y a donc, pour
chaque j, et toujours pour π0 fixé, (kj−k′j)! simplexes βj,kj possibles (ce sont des simplexes
de la subdivision barycentrique de πj). En tout, on obtient (k0 − k′0)! × · · · × (ks − k′s)!
possibilités de (s + 1)-uples β0,k0 , . . . , βj,kj , . . . , βs,ks et chacun de ces (s + 1)-uples donne
lieu à un simplexe β0,k0 ∗ · · · ∗βj,kj ∗ · · · ∗βs,ks du baryème b(π0, π). En notant S l’ensemble
des permutations de (k0 + · · ·+ ks − (k′0 + · · ·+ k′s)) éléments, ne tenant compte que des
ordres des k0 − k′0 premiers, puis des k1 − k′1 suivants, etc..., on a donc :

b(π0, π) =
⋃
σ∈S

(
β0,k0 ∗ · · · ∗ βj,kj ∗ · · · ∗ βs,ks

)
.
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Dans le cas du faisceau prismal Pf , tous les
⋃
kj∈Kj βj,kj , pour j = 0, . . . , s, sont isomorphes

à un ensemble B et b(π0, π) est B × τ .

D’autre part, on a

dimb(π0, π) = dimrelπ − dimrelπ0 = dimπ − dimπ0.

BOBARY
Proposition 3.8. Le bord d’un baryème b(π0, π) est réunion des baryèmes b(π′, π), où π′

parcourt les faces de π contenant π0 comme face de codimension 1.

Démonstration. Le bord de la cellule duale D(π0) de π0 est réunion des baryèmes associés
aux couples (π′, π) pour lesquels π′ et π ont même image, π′ < π et π′ contient π0 comme
face de codimension 1. Le résultat est une conséquence de la remarque 3.6.

Remarquons que le bord d’un baryème est ensemblistement la partie du bord topolo-
gique de ce baryème qui n’est contenue dans aucune face stricte de π. La figure 6, bien
que faite dans le cas absolu, illustre cette proposition. On peut donc définir le bord orienté
d’un baryème orienté comme la somme des baryèmes précédents, chacun étant muni de
l’orientation induite par celle de b(π0, π).

Si π est un prisme d’un faisceau prismal orienté, tous les baryèmes sont naturellement
orientés comme fragments du bord des cellules duales, et en particulier le bord d’un
baryème est naturellement orienté.

Notons Bk(τ) le groupe libre engendré par les baryèmes orientés de dimension relative
k de P(τ). On a alors :

GROUPI
Proposition 3.9. Les groupes libres Bk(τ), munis du morphisme bord, forment un com-
plexe.

Démonstration. Reprenons les notations de la proposition 3.8 ; le bord de chacun des
baryèmes b(π′, π) apparaissant dans le bord de b(π0, π) est réunion des baryèmes b(π′′, π),
où π′′ parcourt les faces de codimension 2 de π contenues dans π′ comme face de codimen-
sion 1. Pour chaque couple π′′, π0, il a exactement deux prismes π′ tels que π′′ < π′ < π0 ;
en effet, ou bien la codimension 2 provient d’un seul simplexe σi, et cela résulte des pro-
priétés classiques des simplexes, ou bien, dans π0 = σ0×· · ·×σi×· · ·×σj×· · ·×σs, π′′ est
de la forme σ0×· · ·×σ′i×· · ·×σ′j×· · ·×σs , où σ′i et σ′j sont de codimension 1 dans σi et
σj respectivement, et alors les simplexes π′ cherchés sont σ0×· · ·×σi×· · ·×σ′j×· · ·×σs
et σ0 × · · · × σ′i × · · · × σj × · · · × σs. Puisque les deux baryèmes b(π′, π) précédents ont
la même orientation, le baryème b(π′′, π) apparâıt dans leur bord avec des orientations
opposées, ce qui prouve le résultat.

SURJ

Remarque 3.10. Si τ ′ est une face de τ , toute suite de prismes incidents au dessus de τ ′

est spécialisée d’une suite de prismes incidents de même dimension relative au dessus de
τ . Ceci implique que tout baryème au dessus de τ ′ est spécialisé d’un baryème de même
dimension relative au dessus de τ .

Le lemme 3.5 implique le résultat suivant :
LERTRP

Lemme 3.11. Soit b(σ̄0, σ̄) un baryème de Sτ et σ̄0 = σ̄0 < σ̄1 < · · · < σ̄k = σ̄ une des
suites de prismes le représentant. Alors le baryème b(π(σ̄0), π(σ̄)) est décrit par la suite
de prismes π0 = π(σ̄0) < π(σ̄1) < · · · < π(σ̄k) = π de Pτ .
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LEVARP
Lemme 3.12. Soit β un prisme de dimension maximum de la cellule duale relative d’un
prisme π0, alors β est défini par une suite de prismes incidents π0 = $0 < · · · < $k = π
où π est de dimension maximum et les conditions suivantes sont équivalentes :

i) hτ ′,τ (β) est un prisme de dimension maximum de la cellule duale relative d’un prisme
π′ de P(τ ′),

ii) dimrelhτ ′,τ ($i) = dimrel($i) pour tout prisme $i de la suite $0 < · · · < $k définissant
β.

iii) La dimension relative de hτ ′,τ (π) est égale à celle de π et le prisme hτ ′,τ (β) est
linéairement isomorphe à β|τ ′ et est donc un prisme de la subdivision barycentrique
relative de π|τ ′.

Démonstration. L’équivalence de i) et ii) résulte de ce que tout prisme de dimension
maximum d’une cellule duale d’un prisme π′ de P(τ ′) admet pour face l’âme d’un prisme
π0 de dimension maximum de P(τ ′), et inversement ; prouvons que ii) implique iii). Le
prisme $0 du ii) est de la forme $0 = hτ ′,τ (π) ; écrivons τ comme joint de τ ′ et de sa
face opposée τ ′′. Le fait que $0 soit de dimension maximum dans P(τ ′) implique qu’il est
linéairement isomorphe à π|τ ′ . D’après l’égalité

∑
tj = dimrelπ, le fait que dimrelπ|τ ′ =

dimrelπ implique que le prisme π|τ ′′ est homéomorphe à τ ′′ et que la dimension relative
de hτ ′,τ (π) est égale à celle de π. Inversement, supposons que la dimension relative de
hτ ′,τ (π) est égale à celle de π, le prisme hτ ′,τ (β) est linéairement isomorphe à β|τ ′ , et est
donc un prisme de dimension maximum de la cellule duale de hτ ′,τ (π).

aaaa
Remarque 3.13. Soit β un prisme de la subdivision barycentrique relative de π ; la
construction de β par joints successifs utilise les âmes des prismes d’une suite de prismes
incidents $0 < $1 < · · · < $k = π se projetant tous sur τ , où k = dimrel(β). Soit
τ ′ une face de τ . Notons cτ ′,τ (β) le nombre de signes d’égalité dans la suite hτ ′,τ ($0) ≤
hτ ′,τ ($1) ≤ · · · ≤ hτ ′,τ ($k) = hτ ′,τ (π). On a la formule

cτ ′,τ (β) = dimrelβ − dimrelhτ ′,τ (β).

DIZREM
Remarque 3.14. D’après le Lemme 3.12 , si la dimension relative de hτ ′,τ (π) est égale
à celle de π, pour tout prisme de la subdivision barycentrique de π, on a cτ ′,τ (β) = 0 , et
donc pour un baryème b de P(τ), si cτ ′,τ (β) est nul pour un des prismes constituant b, il
est nul pour tous et par conséquent l’assertion cτ ′,τ (b) = 0 a un sens.

OPIENS
Proposition 3.15. Soient P un faisceau prismal sur un ensemble prismal T , τ un prisme
de T et τ ′ une face de τ . Pour tout baryème b(π0, π) de P(τ), on a l’égalité

hτ ′,τ (b(π0, π)) = b(hτ ′,τ (π0), hτ ′,τ (π))

et en particulier pour tout baryème b de P(τ), hτ ′,τ (b) est un baryème de P(τ ′).

Démonstration. En effet, soit π0 = $0 < $1 < · · · < $k = π une des suites de prismes
représentant le baryème b(π0, π), si cτ ′,τ (π) = 0, la suite

hτ ′,τ ($0), . . . , hτ ′,τ ($k)

définit un prisme du baryème hτ ′,τ (b(π0, π)), et si cτ ′,τ (π) 6= 0, il en est de même de la
suite obtenue en identifiant les prismes qui sont égaux.
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OPICOR

Corollaire 3.16. Les groupes libres B(τ) engendrés par les baryèmes des ensembles pris-
maux P(τ) forment un faisceau B(P).

La remarque 3.14 et la proposition 3.15 montrent :
PROYOR

Proposition 3.17. Le bord des baryèmes commute à la spécialisation :

d(hτ ′,τ (b(π1, π))) = hτ ′,τ (db(π1, π))

Les corollaires 3.9 et 3.16 et la proposition 3.17 montrent que les faisceaux de groupes
libres engendrés par les baryèmes forment un complexe B• de faisceaux prismaux.

L’application hτ ′,τ induit un morphisme de l’homologie de B•(τ) dans celle de B•(τ ′),
c’est à dire un morphisme des faisceaux d’homologie.

CYCOR

Proposition 3.18. a) L’homomorphisme naturel de faisceaux

H•(B•)→ H•(Crel• (P))

est surjectif et induit un isomorphisme au dessus des prismes de dimension maxima
de la base T .

b) Les faisceaux de groupes d’homologie relative Hr(B•) sont localement libres au sens de
3.3.

Démonstration. Prouvons a) Les baryèmes forment un système de générateurs de l’ho-
mologie relative du faisceau P . En effet, le groupe engendré par les combinaisons linéaires
de baryèmes a les propriétés suivantes :

1) Il engendre l’homologie de la fibre au dessus de tout point de l’intérieur d’un simplexe
de dimension maximale ; cela résulte de la proposition 3.21, qui montre que les traces
des baryèmes sur une telle fibre en forment une décomposition cellulaire. Cela prouve
aussi l’isomorphisme au dessus des simplexes de dimension maxima.

2) Les bords des fibres spéciales sont spécialisés de bords des fibres régulières, (c’est une
conséquence de la proposition 3.17).

3) Les cycles (au sens des baryèmes) des fibres spéciales sont spécialisés de cycles des
fibres régulières. Cela résulte de la remarque 3.10, de la proposition 3.17 et de
l’injectivité des hτ ′,τ en homologie.

Les mêmes arguments prouvent le b).
PRISGE

Remarque 3.19. a) Les prismes relatifs forment également un système de générateurs
de l’homologie relative de P .

b) Le complexe de faisceaux B• = Hom(B•,OT ) a même cohomologie que le complexe
des cochâınes relatives du faisceau P .

Cela résulte du fait que le bord et le cobord relatifs commutent avec la spécialisation
(cf 3.3 et 3.17).
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3.3.1 Dualité de Poincaré relative
DUBARY

Lemme 3.20. La cellule duale relative d’un prisme π0 est donnée par la formule

D(π0) =
⋃

b(π0, π)

où π parcourt l’ensemble des prismes de dimension maximum admettant π0 comme face.

Cela résulte de la définition.
Notons Fτ la fibre type de τ , c’est-à-dire e−1

τ (barycentre de τ) ; on a :
PROBAR

Proposition 3.21. [Propriétés des baryèmes et des cellules duales]

1) La cellule duale relative D(π) est transverse, dans P(τ), au prisme Fτ ∩ π. En parti-
culier, les baryèmes constituant cette cellule sont transverses à Fτ ∩ π.

2) Pour tout y ∈ τ̊ , et pour tout baryème b de D(π), l’intersection b∩Fy est un baryème
du prisme Fy ∩ π dans Fy et l’intersection D(π) ∩ Fy est la cellule duale du prisme
Fy ∩ π.

3) Le bord relatif de D(π) est la réunion des cellules duales relatives des prismes π′

contenant π dans leur bord et de dimension relative r + 1, donc une réunion de
baryèmes.

Démonstration. Les démonstrations sont analogues à celles du cas absolu (cf.[?]). Soit β
un prisme de la subdivision barycentrique relative de π correspondant à la suite de prismes
incidents $0 < $1 < · · · < $k = π ; puisque les applications hτ ′,τ sont prismales, l’image
hτ ′,τ (β) est un prisme de la subdivision barycentrique relative de hτ ′,τ (π) correspondant
à la suite de prismes (éventuellement répétés) hτ ′,τ ($0) < · · · < hτ ′,τ ($k) = hτ ′,τ (π).

SPEDU
Remarque 3.22. Soient τ ′ une face de τ et π′ un prisme de P(τ ′), alors la cellule duale
relative de π′ est égale à

D(π′) =
⋃

hτ ′,τ (D(πα))

où la somme porte sur les prismes πα de P(τ) tels que hτ ′,τ (πα) = π′ et dimrelπα = dimrelπ
′.

Démonstration. D’après la remarque 3.20, on peut écrire

D(π′) =
⋃
α,β

hτ ′,τ (b(πα, πβ))

où la réunion est étendue aux couples (πα, πβ) satisfaisant hτ ′,τ (πα) = π′, dimrelπα =
dimrelπ

′, cτ ′,τ (b(πα, πβ)) = 0 et πβ de dimension maximum. La proposition en résulte.

3.3.2 Nombres d’intersection

A chaque baryème b(π0; πk) est associé un prisme relatif dual, le prisme $0 = π0.
Pour tout couple de prismes π′ < π ayant même image τ dans T que π0, définissons
le nombre d’intersection 〈b(π0; πk), π

′〉π comme valant ±1 si et seulement si π′ = π0 et
π = πk, et 0 sinon. Il résulte directement de la définition des baryèmes que ce nombre est
le nombre d’intersection au sens usuel ([Lefschetz]) de b(π0; πk)(y) et π′(y) dans la fibre

25



π(y) pour tout y ∈ τ̊ . Pour toute châıne relative c, et tout baryème b, on définit le nombre
d’intersection

〈b, c〉 =
∑
π

〈b, c〉π.

De plus, le nombre d’intersection se spécialise en ce sens que pour toute face τ ′ < τ on a
l’égalité suivante :

〈b(π0; πk), π
′〉π = 〈hτ ′,τ (b(π0; πk)), hτ ′,τ (π

′)〉hτ ′,τ (π).

Cela résulte de la proposition 3.15.
ILIOT

Remarque 3.23. On a l’égalité

〈db(π0, πk), π
′〉π = 〈b(π0, πk), ∂eπ

′〉π . (3.3)

Démonstration. En effet, les deux termes sont non nuls, et égaux si et seulement si π0 est
contenu dans le bord relatif de π′.

La définition du cobord d’une cochâıne s’étend aussitôt aux baryèmes :
IDIOT

Définition 3.24. Soit b un baryème ; le cobord δb de la cochâıne b est δb =
∑

i[b; bi]bi,
où la somme est étendue aux baryèmes bi tels que b apparaisse dans le bord de bi en tant
que baryème, et le nombre d’incidence [b; bi] vaut ±1 selon que les orientations de b et bi
sont ou non compatibles.

BULIOT

Théorème 3.25. [Dualité de Poincaré relative] L’application qui à une (n − r)-châıne
relative c fait correspondre la r-cochâıne b 7→ 〈b, c〉 du faisceau B induit un morphisme de
complexes de groupes du complexe Crel• (P) dans le complexe B•(P). Ce morphisme induit
un isomorphisme en homologie.

Démonstration. En fait, il suffit de prouver l’existence du morphisme de complexes de
faisceaux, et l’isomorphisme de Poincaré des fibres générales (au dessus des points des
simplexes de dimension maxima de T , (cf 3.18) impliquera le résultat, au vu de 3.15.
Montrons que les cycles ont pour image des cocycles formés de baryèmes. Soit

∑
i aiπ

′
i

une châıne relative qui est un cycle relatif ; l’égalité∑
ai∂eπ

′
i = 0

se vérifie en restriction au dessus de chaque simplexe de T ; nous pouvons donc supposer
que toutes les châınes ont la même image τ et que, pour tout baryème b(π0, πk) et pour
tout prisme π ayant pour image τ , on a∑

ai〈b(π0, πk), ∂eπ
′
i〉π = 0.

Le cobord de la cochâıne associée à notre châıne est

b(π0, πk) 7→
∑
i

ai〈db(π0, πk), π
′
i〉π

et la formule 3.3 implique le résultat. La même formule implique qu’un bord relatif est
envoyé sur un cobord formé de baryèmes, d’où l’existence du morphisme et la dualité de
Poincaré relative.

En appliquant ce résultat au faisceau Sf , on obtient la dualité de Poincaré pour ce fais-
ceau, ce qui implique la dualité de Poincaré relative pour un morphisme sous-analytique
triangulable, comme nous le verrons ci-dessous.

26



PRYOSF

Proposition 3.26. L’inclusion Br(P) ↪→ Cr
rel(P) est un morphisme OT -linéaire ; le mor-

phisme de complexes correspondant induit un isomorphisme des OT -modules de cohomo-
logie.

Démonstration. En effet, cette inclusion induit un isomorphisme au dessus de chaque
simplexe de dimension maximum de T et est compatible aux spécialisations.

4 Théorème de de Rham relatif

4.1 Forme différentielle associée à un baryème.

Etant donné un prisme π = τ × σ0 × · · · × σs d’image τ , nous avons défini la forme
différentielle

ω(π/τ) = ω(σ0) ∧ ω(σ1) ∧ · · · ∧ ω(σs)

et on définit la forme différentielle ω(b) associée à un baryème b comme la somme des
formes ω(β/τ) associées aux prismes β le constituant.

ON EN EST ICI
On a une flèche B(S)→ Ω(S) nous donnant un théorème de de Rham absolu et qu’on

pourrait écrire, ici ce qu’on fait, c’est une version relative de cette fléche en divisant par
τ . Le fait que cela marche pour les baryèmes découle de ce qui précède.

Soit b(σ̄0, σ̄) un baryème de Sτ et σ̄0 = σ̄0 < σ̄1 < · · · < σ̄k = σ̄ une des suites de
prismes le représentant. La suite de prismes π0 = π(σ̄0) < π(σ̄1) < · · · < π(σ̄k) = π
représente le baryème b(π(σ̄0), π(σ̄)). La forme de Whitney relative du baryème β/τ est
l’image réciproque par ψ de la forme de Whitney du baryème ...

INCCSF

Proposition 4.1. L’homomorphisme b 7→ ω(b) définit un homomorphisme de complexes
de faisceaux prismaux de OT -modules w• : B• → Ω•rel(P). A un baryème de dimension
relative k il fait correspondre une forme différentielle de degré relatif k.

Démonstration. Pour chaque simplexe τ de T et chaque prisme π d’image τ , on a d’après
la définition de ω(π/τ)

dω(π/τ) = deω(π/τ) =
s∑
j=0

(−1)(|σ0|+···+|σj−1|) ω(σ0) ∧ . . . ∧ dω(σj) ∧ . . . ∧ ω(σs)

=
s∑
j=0

∑
βj

[βj; π]ω(σ0) ∧ . . . ∧ ω(σ′j) ∧ . . . ∧ ω(σs)


=

s∑
j=0

∑
βj

[βj; π]ω(βj/τ)

 ,

où la deuxième somme porte sur les prismes βj = τ ×σ0×· · ·×σ′j×· · ·×σs de dimension
relative k + 1, d’image τ , admettant π pour face de codimension 1 et dont la fibre ne
diffère de celle de π qu’au-dessus du sommet yj de τ . Comme au lemme ??, [βj; π] est égal
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à ±1 selon que l’orientation de π cöıncide ou non avec son orientation comme bord de βj.
D’autre part, le cobord de π en tant que baryème est précisément (voir le lemme 2.7)

δ(π) =
s∑
j=0

∑
βj

[βj; π] βj


on a donc pour tout baryème b l’égalité

ωδ(b) = deω(b) (4.4)

et le résultat.
IINCCSF

Proposition 4.2. Soient b un baryème au dessus de τ et τ ′ une face de τ telle que la
dimension relative de hτ ′,τ (b) soit égale à celle de b, on a :

h∗τ ′,τ (ω(hτ ′,τ (b)))
∣∣
τ ′

= ω(b)
∣∣
τ ′

Démonstration. La condition de dimension implique que hτ ′,τ (b) est isomorphe à b|τ ′ , d’où
le résultat.

RZFAIC

Définition 4.3. Soit ω une r-forme différentielle µ-régulière sur un faisceau prismal P ,
l’application I(ω) qui à toute châıne relative µ-régulière c fait correspondre la fonction

y 7→
∫
c(y)

ω|c(y)

est un morphisme OT -linéaire de Ωr
µ(P) dans Cr

rel(P). Elle définit aussi un morphisme
des faisceaux correspondant.

INCOMF

Proposition 4.4. On a le diagramme commutatif suivant :

Br wr //

ι

��

Ωr
µ(P)

Izzttttttttt

Cr
rel(P)

(4.5)

Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.1 et de la définition de w• et de I.

4.2 Théorème de de Rham relatif

Le lemme suivant est importé de [1] 2

LEMENG
Lemme 4.5. Sur un complexe simplicial ou prismal qui est une variété, les formes de
Whitney engendrent la cohomologie des formes höldériennes.

ISINSF

Théorème 4.6. Les morphismes H∗(I) et H∗(w•) induits en cohomologie sont des iso-
morphismes inverses l’un de l’autre via l’isomorphisme H∗(ι).

Avant de donner la preuve du théorème, on montre d’abord quelques lemmes sur
l’extension des formes différentielles relatives, suivant [9], page 137 :
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ENSETO
Définition 4.7. On dit que (E, c) est un ensemble relativement étoilé au dessus d’un
prisme τ de T si E est un sous-ensemble de τ ×Rm muni d’une section c : τ → E telle
que pour tout p ∈ E le segment [p, c(π(p))] ⊂ {π(p)} × Rm soit dans E. On définit de
même un faisceau prismal relativement étoilé en imposant la condition de compatibilité
des sections sur les faces communes à deux simplexes de la base.

FOPRIM

Définition 4.8. On dit qu’une forme différentielle ω sur un prisme trivial est de type
vertical si elle ne contient que des différentielles de coordonnées de la fibre.

RELETO

Lemme 4.9. Soient P un faisceau prismal, E un sous-ensemble relativement étoilé de
P(τ) dont les fibres sont ouvertes dans Rm et ω une r-forme différentielle µ-régulière
définie au voisinage de E. Supposons que la restriction de ω à chaque fibre soit fermée,
alors il existe une (r − 1)-forme µ-régulière ξ au voisinage de E telle que l’on ait de ∧
(dξ − ω) = 0. De plus, si ω est de type vertical, il existe une forme ξ de type vertical
vérifiant de ∧ (dξ − ω) = 0 unique à l’addition près d’une forme différentielle η telle que
de ∧ dη = 0.

Démonstration. La preuve en est essentiellement la même que celle de([9],Chap.IV, n̊ 25,
p.136). Considérons l’application

g : R× τ ×Rm → τ ×Rm

définie par (t, y, p) 7→ (y, (1 − t)pr2 ◦ c(y) + tp) ∈ τ × Rm. Si (y, p) ∈ E alors le point
g(t, y, p) ∈ E pour tout t ∈ [0, 1] puisque E est relativement étoilé. D’après l’hypothèse
d’ouverture des fibres, il existe un voisinage U de [0, 1]×E dans R× τ ×Rm tel que l’on
ait g(U) ⊂ E.

La forme différentielle g∗(ω) est µ-régulière sur U et on pose

ω1(y, p) =

∫
[0,1]×{p}

g∗(ω)(t, y, p)dt.

Alors ω1 est µ-régulière au moins pour µ = h et µ ≥ 1 ; pour µ ≥ 1, cela résulte de la
définition et pour µ = h de la preuve du lemme 4.5. On termine comme dans ([9], loc.cit.).
Enfin, si ω est de type vertical, il est clair que ω1 l’est aussi.

Lemme 4.10 (Lemme ar). Soit ω une r-forme différentielle sur le faisceau prismal orienté
P, définie et µ-régulière au voisinage du bord relatif ∂eπ d’un prisme π de P(τ) et telle
que de ∧ dω = 0. Si le prisme π est de dimension relative r + 1, on suppose avoir pour
tout y ∈ τ l’égalité ∫

∂eπ(y)

ω = 0

Alors il existe une r-forme µ-régulière ω′ définie près de π telle que de∧ (ω−ω′) = 0 près
de ∂eπ et vérifiant de ∧ dω′ = 0.

Lemme 4.11 (Lemme br). Soit r un entier ≥ 1, soient π un prisme de P(τ) et ω une
r-forme différentielle µ-régulière définie près de π et telle que de ∧ dω = 0. On suppose
qu’il existe une (r− 1)-forme µ-régulière ξ près de ∂eπ telle que l’on ait de∧ (ω− dξ) = 0

2a mieux introduire
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près de ∂eπ. Si π est de dimension relative r, on suppose de plus avoir pour tout y ∈ τ
l’égalité ∫

∂eπ(y)

ξ =

∫
π(y)

ω

Alors il existe une (r−1)-forme µ-régulière ξ′ près de π telle que l’on ait de∧ (ξ′− ξ) = 0
près de ∂eπ et de ∧ (ω − dξ′) = 0 près de π.

Démonstration. Remarquons que si la forme différentielle ω est de type vertical, les formes
ω′ et ξ′ construites dans les lemmes ar et br le sont aussi.

Prouvons a0 : la forme ω est alors une fonction définie au voisinage de ∂eπ et localement
constante par rapport aux coordonnées verticales. Si la dimension relative de π est ≥
1, les fibres π(y) sont connexes et ω se prolonge naturellement en une fonction définie
au voisinage de π et constante sur les fibres de e. Si la dimension relative de π est 0,
l’intersection avec e−1(y) de l’ouvert où ω est définie n’est plus nécessairement connexe
mais la condition imposée par la nullité de l’intégrale est exactement que la valeur de ω
aux points d’intersection de e−1(y) avec ∂eπ soit la même, ce qui permet à nouveau de
prendre pour ω une fonction définie au voisinage de π et constante sur les fibres.

Prouvons br : D’après le lemme 4.9, il existe une (r − 1)-forme ξ′ au voisinage de π
telle que l’on ait de ∧ (dξ′ − ω) = 0 au voisinage de π. Posons ζ = ξ − ξ′ ; nous avons
l’égalité de ∧ dζ = 0 près de ∂eπ, et si π est de dimension relative r, nous avons de plus
pour y ∈ τ les égalités∫

∂eπ(y)

ζ =

∫
∂eπ(y)

ξ −
∫
∂eπ(y)

ξ′ =

∫
∂eπ(y)

ξ −
∫
π(y)

ω = 0

et d’après ar−1, il existe une (r− 1)-forme régulière ζ ′ définie près de π, égale à ζ près de
∂eπ(y) et telle que de ∧ dζ ′ = 0 près de π. La forme ξ′ + ζ ′ a les propriétés voulues.

Prouvons ar : Le bord relatif du prisme π = τ × σ0 × · · · × σs s’écrit ∂eπ =
∑s

j=o τ ×
σ0 × · · · × ∂σj × · · · × σs. Choisissons dans chaque simplexe σj un sommet xj et notons
σ′j sa face opposée dans σj. Pour ε assez petit, un ε-voisinage Uj de ∂σj \ σ′j est un ouvert
étoilé relativement à xj qui contient ∂σ′j. Le produit Vj = τ × σ0 × · · · ×Uj × · · · × σs est
relativement étoilé pour e et d’après [9] il existe une (r − 1)-forme ξj sur Vj, µ-régulière
et telle que l’on ait de ∧ (ω − dξj) = 0 sur Vj. Par ailleurs, appliquant le lemme br à
la restriction de la forme ξj à un voisinage de Σ′j = τ × σ0 × · · · × σ′j × · · · × σs, on

obtient une (r − 1)-forme ξ′j près de Σ′j telle que de ∧ (ξj − ξ′j) = 0 près de ∂
(j)
e Σ′j =

τ × σ0 × · · · × ∂σ′j × · · · × σs. Si la dimension relative de π est r + 1, il faut vérifier pour
tout y ∈ τ l’égalité suivante : ∫

∂
(j)
e Σ′j(y)

ξj =

∫
Σ′j(y)

ω

Or cela résulte de l’argument donné dans loc.cit. Cela nous donne pour chaque j une
forme différentielle relative ξ̃j définie au voisinage de τ × σ0 × · · · × ∂σj × · · · × σs ; la
collection de ces ξ̃j définit une forme différentielle relative ξ près de ∂eπ telle que dξ = ω
dans Ωr(P). En la multipliant par une fonction de classe C∞ égale à 1 près de ∂eπ et à 0
près de τ × b où b est le point produit des barycentres des simplexes σj, on obtient une
(r − 1)-forme relative µ-régulière ξ au voisinage de π et la forme ω′ = dξ a les propriétés
voulues.
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Lemme 4.12. Pour tout faisceau prismal et tout entier s, le s-squelette relatif forme un
faisceau prismal.

OGOCSF

Lemme 4.13. Soit ω une r-forme différentielle telle que de ∧ dω = 0 et µ-régulière sur
un faisceau prismal P, avec r > 0. Soit K une (r − 1)-cochâıne relative sur P telle que
I(ω) = δK. Alors il existe une (r − 1)-forme h-régulière ξ sur P telle que l’on ait

de ∧ (dξ − ω) = 0 et I(ξ) = K

Démonstration. Choisissons une somme de baryèmes représentant la cochâıneK, que nous
noterons encore K, bien qu’elle ne soit pas uniquement déterminée par la proposition 3.26.

Soit n la dimension relative de P . Nous allons construire des r − 1-formes relatives
ξ0, . . . , ξn sur P telles que :

a) Pour chaque entier s, la forme ξs est définie et µ-régulière au voisinage du s-squelette
Ks de K, et elle est de type vertical ;

b) On a de ∧ (dξs − ω) = 0 au voisinage de Ks, et ξs = ξs−1 au voisinage de Ks1 ;
c) On a I(ξr−1) = K.

Alors ξn est la forme cherchée.

Remarquons que le zéro-squelette relatif, c’est-à-dire la réunion des prismes de dimension
relative 0 du faisceau prismal, est un faisceau prismal relativement étoilé.

Commençons par choisir une r − 1-forme relative ξ′0 vérifiant de ∧ (dξ′0 − ω) = 0 au
voisinage de chaque sommet de P , ce qui est possible d’après le lemme 4.9. Si r = 1, notons
L la 0-cochâıne relative (la fonction) (y, p) 7→ K(y, p)− ξ′0(y, p) et posons ξ0 = ξ′0 +L ; on
a bien I(ξ0) = K.
Si r > 1, on pose ξ0 = ξ′0.

Supposons avoir construit ξs−1 et montrons comment construire ξs ; il suffit de construire
ξs au voisinage de chaque s-prisme relatif de K. En effet, ces constructions locales devant
cöıncider sur le s−1 squelette relatif de K se recolleront naturellement à cause de l’unicité
de la primitive de type vertical donnée par le lemme 4.9.

Soit π un s-prisme relatif de K ; appliquons le lemme br aux formes ω restreinte à
un voisinage de π d’une part et ξs−1 restreinte à un voisinage de ∂eπ d’autre part. On
a de ∧ dω = 0 par l’hypothèse sur ω, et de ∧ (ω − dξs−1) = 0 au voisinage de ∂eπ par
construction de ξs−1. Enfin si s = r, on a l’égalité∫

∂eπ(y)

ξr−1 = I(ξr−1).∂eπ(y) = K(y, ∂eπ(y)) = ∂eK(y, π(y)) = I(ω).π(y) =

∫
π(y)

ω.

Les hypothèses du lemme br sont donc vérifiées, on en déduit l’existence d’une r−1- forme
µ-régulière ξ′s,π au voisinage de π telle que l’on ait de ∧ (ξ′s,π − ξ′s−1) = 0 près de ∂eπ et
de ∧ (ω − dξ′s,π) = 0 près de π.

Si s 6= r − 1, prenons pour ξs la µ-forme régulière ξ′s définie au voisinage de Ks par
recollement des formes ξ′s,π.

Si s = r − 1, il faut modifier ξ′s pour satisfaire la condition (c). Posons

L = K − I(ξ′s), et ξr−1 = ξ′r−1 + ω(L/τ)

au voisinage de Kr−1.
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Aucun baryème de L n’est dans Kr−2, et par conséquent, ω(L/τ) est nulle au voisinage
de Kr−2, donc ξs = ξs−1 au voisinage de Kr−2. Puisque ω(d(b)) = d(ω(b)) (formule (7)),
et ω∂eL = 0 au voisinage de Kr−1, on a

dξr−1 = dξ′r−1 + ω∂eL = ω près de Kr−1

En utilisant la proposition 4.4, on a

Iξr−1 = Iξ′r−1 + L = K,

ce qui achève la construction de la suite de formes ξs.

Démonstration du théorème 4.6. - a) H∗(I) est surjectif.- Etant donnée une classe K̃ de
cochâınes relatives, elle est image par H∗(ι) d’un élément b ∈ H∗(B•) qui, au dessus
de chaque simplexe τ admet un représentant qui s’écrit comme combinaison

∑
ai(y)bi

de baryèmes. Posons ω = w•(b), alors dω = w•(db) = 0 d’après 4.1 ; ω définit donc un
élément de H∗(Ω•), dont l’image par H∗(I) est b d’après la proposition 4.4.

b) H∗(I) est injectif.- Supposons H∗(I)(ω) = 0, et soit K la cochâıne I(ω). Si ω
est une 0-forme relative, la 0-cochâıne relative K est nulle donc la fonction ω, qui est
constante dans les fibres puisque df ∧ dω = 0, est nulle. Si ω est une r-forme relative,
avec r > 0, alors l’hypothèse implique qu’il existe une r − 1-cochâıne relative L telle que
K = ∂L. D’après le Lemme 4.9, la classe de ω est nulle dans Hr(Ω•), d’où le résultat.
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