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INTRODUCTTION

L'idée de base développée dans ces exposés est la relation
entre la notion de cdne normal (convenablement généralisée) et celle
de polygone de Newton (idem) associé & une inclusion d'idéaux de fone-
tions analytigues. Ces deux objets sont étudiés d'une part du point
de vue de leur variation le long d'un sous-espace d'un espace donné,
et d'autre part du point de vue de leur comportement dans une modi-
fication (parfois aussi nommée éclatement). Ces deux objets ont été
dégagés par Hironaka dans sa démonstration de la résolution des sin-
gularités des variétés algébriques en caractéristique zéro [13, et
des espaces analytiques complexes [2]. En particulier, on trouvera
dans les exposés qui suivent les démonstrations de beaucoup de résul-
tats énoncés dans [2], ainsi que certaines généralisations de ces

résultats.

Le matériel a été présenté 4 accélération constante, et
les exposés étaient rédigés et imprimés d'une semaine sur 1'autre,
ce qui explique le style trés "oral" et parfois vraiment ambigu,
I1 nous a cependant pard que ce texte imparfait, muni d'errata et

d'addenda, pouvait présenter un certain intérét.




IIT

Pour la bibliographie, nous renvoyons a celle de [1], mais
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0 - INTRODUCTION

(0.1) Soit X un espace analytique complexe. Soit x €X.

On dit que x est un point simple ou un point régulier de X, s'il existe

un voisinage ouvert U de x dans X tel que la restriction XIU de X a U soit
PP k
isomorphe & l'espace analytique défini par un ouvert de € . Quand x €X estl

un point simple de X, on dit aussi que X est non-singulier en x. Si pour

tout x €X, X est non-singulier en x, on dit que X est non-singulier.

(0.2) Céne tangent en x & X. Soit O 1'anneau local de X en x et

soit M 1'idéal maximal de 7.

Sur @ M" Mn+1 la multiplication de & induit une structure
n20 P

de T-algeébre gque 1'on note ngﬁ'ou ngX.

On appelle cdne tangent en x a X le Spec grxX,et on note

CX,i = Spee ngX.

. . 2
(0.3) Espace tangent de Zariski en x a X. On sait que M/M® est un es-

, 2
pace vectoriel sur T. L'algébre symétrique de M/M2 est noté SymmmhMQJ. Elle

2
Tn] ol n = dhﬁEM/M% On note E = Spec Symmm M/M .

est isomorphe & @[T X x

L7
Par définition d'une algebre symétrique on a un homomorphisme

(0.3.1) Symm, M/M2 ~ gr, B

M

qui est surjectif puisque gry, O est engendrée par ses éléments de degré 1.

!
Cet homomorphisme surjectif donne donc une immersion fermée :

(0.3.2) C - E

Notons que, Symmm M/M2 étant isomorphe a m[Ti""’Tn]’ on re-

marque que E est un espace affine de dimension n que 1'on appelle

X, x
l'espace tangent de Zariski de X en x.

Remarquons que X est pon singulier si et seulement si CX :=EX,X'




(0.4) Probleme de la résolution des; singularités. Soit X un espace

analytique complexe réduit et dénombrable a 1'infini.

On dit que £ : X - X est une résolution des singularités de X

1) X est non-singulier ;
2} f est propre ;

3) Avec § désignant le sous-espace analytique des points

singuliers de X, le morphisme

~

X -t Hs) » x-s

induit par f est un isomorphisgme,

On peut montrer l'existence d'une résolution des gingularités

de X qui, de plus, posséde les propriétés suivantes

4) Le pseude-groupe des isomorphismes locaux de X se releve,

i.e. si U et V sont deux ouverts de X tels gu'il existe un isomorphisme

v Xy — Xy

alors il existe un unique isomorphisme




3.
les fléches verticales étant induites par f.

Ainsi si sur X il y a une action de groupe, il existe sur X

une action de groupe qui la releve.

5) Le morphisme f est donné par la composition de modifica-

tions f, :
i

ou £, est une modification de centre lisse Y tel que X soit norma-

lement plat le long de Y1 (Nous verrons p]us loin la 81gn1f1cat10n de

"normal ement plat le long de Yi ).




(1.1) On sait que la normalisde d'une courbe est non singuliere.

De plus le morphisme de normalisation est bien une résolution des sin-

gularités. Ceci théoriquement résoud le probléme posé dans le cas des

courbes. Mais il est intéressant de savolir comment est le morphisme de

normalisation, car en observant bien ce qui se passe dans ¢e cas on

obtient 1'essentiel des idées qui nous serviront dans le cas général.

Nous allons considérer le cas des courbes plines.

ﬁ1.2) Dans tout ce paragraphe X aésigne une courbe plane réduite,

7 désigne €2 donc XCZ=0° et x €X sera 1'origine (0,0)=0 de C°.

Les coordonnées seront notées (w,z). On leur associe la ré-

traction EQ-AE, projection sur l'axe des w.

On fait les hypothéses suivantes ¢

(1.2.1) a. ntest pas inclus dans qX,x

" 1(0) 0

b. 2 i s G .
EW‘X | est inclw dan CX,x

Plus tard on associera a CX . espace vectoriel sur € que
3
1'on netera TX ., Cet espace vectoriel aura 1a vertu d'étre égal a

b
=E guand x €X est non gingulier. Seloun 1a tradition, dans ce cas

CX,x X,x

o = = .
on noﬁera TX < 1'espace TX,X CX,x EX,x

’

Comme X est une hypersurface de &2, X est définie par
f= z 20043 zmw6 oi N est 1'ensemble des entiers 20.
(a,B) €N
Soit v la multiplieité de X en x. Alors @

v =ordre de T pour 1tidéal (w,z),c‘est—é—dire caB=() gi a+B <V




' . _ 2 _ i
et il existe {GO,BD) £N~ tel que “0+B0“g“ el caOBO% 0.

»

Soit A(f) 1l'ensemble des (B,G)ETNZ tels que caB%() :
a(8) = [(B,a) eN|e g 40] .

Alors v est la plus petite ordonnée des points d'intersection

de l'axe des ordonnées et d'une droite paralléele & la seconk bissectri-

ce qui contient un point de ISEAN

Par exemple si f = Z5+2Z4W+322W2+ZW3-82W6+W , on a
v=4 et

) -
4

N
3 AN
2
1

M_\
(4]

i 2 3 ¢« § 6 % 8
fig. (1.2.2)

Remarquons alors que x €X est répulier si et seulement si v=1.

D'autre part & cause de 1'hypotheése (1.2.1) a. on a gue

cvoyéﬁ. En effet C est défini dans ¢ par inxf défini par

X,x
. o
in f = PX caB 2 WB
* a+pB=v
donce, si ¢ =10, on peut mettre w en facteur ce qui est contradictoire

VO

avec l'hypothése en question.
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Comme cv0=:0,.on applique le théoreme de Préparation de
Weierstrass et on trouve qu'il existe une unité u de €{z,w} telle que

1'on ait

v .

f = u(zv-+ £ a,(w) zv_l)
. i

i=1

avec ai(W) E(w;) ti{w}.

Grice au théoreme de Préparation de Weierstrass on pourra

“ignorer" les points de A(1) au-dessus de la droite d'ordonnée V.

(1.3) On cherche un procédé qui ne modifie rien & l'extérieur de

l'origine et qui fasse baisser la multiplicité.

Ce procédé sera la modification de centre x.

Nous n'allons pas donner tout de suite une définition précise
de cette modificationﬁ nous allons tout d'abord n'en donner qu'une idée
"informelle".

On pose 2y = et ﬁic=w. On obtient alors une application
2

2 2p - - - . 3 3
P1 : L @ définie par zy Pi_'ziwi et w, Pi--w1 , 81 (zl ’Wi) et (z,w)

désignent les systemes de coordonnées de 2 utilisés.

5 N

t,P
On pose f1= y , donc 3
Y1
: _ o otBE-v
(1.3.1) £, =T cyg 2y Wy .

On appelle transformée stricte de X par P, la courbe X, aéfi-

nie par f1.

Nous verrons par la suite que P;i(O) n'est autre que 1l'axe
des z, et que les points de P;l(ﬂ) sont les directions desg droites issues

de 0 & l'exception de la direction définie par 1l'axe des =z,




. A AP
Soit Py X1 1..Alns:t Py (0) est

—~X le morphisme induit par P
constitué des directions limites des directions Ox ou x €X tend vers 0.

Comme 1'axe des w, d'aprés 1l'hypothese {(1.2.1) b., est inclus dans

C , 81 x. est le point de Pzi(g) gui correspond & la droite des w,

X,x
on a Xy €X

1
i-

On note x, =Proj Ty et v désigne la multiplicité de X
*

1 1

en x

Comme € est algébriquement clos et inxf est un polyndme homo-
gene, on a i
Hi

(1.3.2) inxf =ec, ﬂ(z+~ki W)

?

avec EL%_=v, car 1'hypothése (1.2.1) a, nous dit que l'axe des z n'est
i ‘
pas dans C

X, x done w ne peut pas diviser 1nxfn

on a x, = (0,0).
Observons comment on obtient A(fl) 4 partir de A(f).
On a : !

(1.3.3) v, = Vv 8i et seulement =gi ¢ =0 quand 2a+f -V <v,

1 o3

i.e. A(f) est au-dessus de la droite de pente —% qui passe par le point |

(0,v).

Considérons le polygone convexe qui contient A(f). La partie
de ce polygbne gqui "regarde" vers l'origine de 'N2 s'appele le polygone
de Newton. Dans l'exemple ci-dessus,le polygone de Newton est la ligne
brisée dessinée dans la figure (1.2.2). Nous allons veir que dans le

cas des courbes la résolution des singularités consiste & modifier le

polygéne de Newton.




alors :

Siowv

15V

in f = .
X

T , on |C

Donc 1CX,X| = W,x X

X\ désigne l'espace réduit
o N Aimad n~lie) =
soug-jacent a CX,X' Ainsi Py (x) Xy e

On s'apergoit que x, eEW, , ou Wi est l'axe des w_ ., On remarque

1°? 1

que W, est la transformée stricte de W par P, .

D'antre part on remarque que l'axe des z, n'est pas dans

1

On note dx(W,Xj =-% , ou & désigne la pente du premier c¢dté
‘du polygone de Newton dont une extrémité est le point (D,v). On appelle

dX(W,X) l'exposant numérique de contact de W avee X en x.

On a alors :

(1.3.4) dx(Wl,Xl) = dX(W,X)-l

Ainsi

(1.5.5) v, =

1=V si et seulement si dX(W,X) z 2.

Done si la multiplicité ne diminue pas, le "caractere numéri-

gue" dX(W,X) diminue.

On est alors tenté d'utiliser cette propriété pour démontrer
par récurrence la résolution des singularités pour les courbes planes.

Malheureusement, bien gue d'aprés une remarque ci-dessus la propriété

(1.2.1)a. .s0it vraie pour x, €X_, nous ne sommes pas assurés de ce que
P 1 1 p

T c ¢ )
WXy X%y
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Nous allons veir que ceci est pogsible pour un W eonvenable,

Mais, afin de pouvoir continuer notre récurrence, il faudra que W soit

assez bien choisi pour gque, dans le cas ol Vo=V =V, on ait @

et ainsgi de suite.

On dira qu'un point y est un point infiniment voigin de x s'il

exisbe x4 ,..0,% et Pyseers P ou p; se définit par récurrence sur i

r-1
de fagon analogue a P, , tels que

pr(Y) = X1t pi(xi) =X qrorre o pl(xl) =X
et
v = .. = ¥ =V ®
r 1

On conviendra que x lui-méme est un point infiniment voisin
de x.

On dira que W _contient tous les points infiniment voiging de x
si pour tout point infiniment voisin X de x on a X, EWi ol Wi est

la transformée stricte de W par la compesée des transformations. qui

passent de x a X, -

Quand W contient tous les points infiniment volgins de x, on

d¢it que W a le contact total avec X en x.

Nous montrerons dans la suite gqu'il existe bien un W qui a le

contact total avec X en x.

Admettons tout d'abord l'existence d'un tel W et supposons que

le nombre de points infiniment voisins de x goit fini. Nous allons mon-

trer gue dans ce cas le nombre de points infiniment veisins de X peut
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dtre effectivement caleulé.

Soit X, =X, X

12 r-1

de x .

On remarque tout d'abord qu'au-dessus de x, par py il n'y a
gu'un seul point, & savoir Xy . De méme au-dessus de xy par P, il n'y a
gu'un point. En convenant de connecter X, et X1 gachant gu'il y a une

transformation Py qui passe de X, a x on obtient une configuration

i+l

+
o

+ e s oe
L]

que 1'on appellera un bambou. Au cours du jardinage que l'on fera dans

la suite, on aura l'occasion de revenir a de telles configurations,

Rappelons que 1'on a X 4 Ewrwl gl et seulement si

= . ' ) =
T C D'autre part Vo1 Y

implique
Wr=2’xr—2 Xr~2’xr—2

r-2

.dx (Wr-2’Xr—2);Z2 '
r-2

Comme par récurrence on a 3

er_2(WT—2’Xr~2) = dX(W,X)m r+2 .

On obtient @

(1.3.6) - ,_dx(w,x) zr .

la suite des points infiniment voisins

»
R
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Comme dX(W,X)==+m si et seulement si f est la puissance
v-ieme d'une forme linéaire, on trouve donc que dX(W,X) majore 1T et

en fait
(1.3.7) r = [dx(W’,X)] , partie entiére de dX(W,X) .

En effet, ou bien dX(W,X): r et cela. est vrai, ou bien

dX(W,X):>r, alors @

d r_l(wr-l’xr“l) = ax(w,x) ~r+1>1 .

On n'a donc gu'un seul point X, dans Xr gui soit au-dessus de X ._1-

Comme la multiplicité de Xr en x est strictement plus petite que Vooq o

car x n'est pas un point infiniment voisin de x, on a :

dX(W,X)-r-+1‘<2 , donec on a bien :

£dX(W,X)] =T .
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(1.4) Le paragraphe (1 3) nous a donc convalncu que l'exlstPnce

d'un W possedant le contact total avec X en x nous donnalt le nombre des
pointg infiniment voisins de x et nous permettalt d'etabllr par récurren—
ce sur la multiplicité de X en x l'existence d'une résolution des sin-

gularités pour les courhes planes.

Cherchons donc un W qui ait le contact total avee X en x.
Pour cela exprimons le fait que W n'ait pas le contact total avec X en
x. D'aprés la définition il existerait un point infiniment voisin X de

x tel que xiEWi. Maig on a

o B+(i-1)(a-v)

£ g7y 0% q) = Beug B ¥4

d_ (wiml,xi_l) = dx(w,x)_-i+:1 .

i-1
Comme p_l(x }=1{x.1, on a qgue |C,. . | est uhe droite
i i-1 i’ X, X, ’ o
i-1’"i-1
et Xi)éwi signifie que :
C ,. £
‘ 1_1’Xi;1| Y%
la forme initiale de 1. en x. est done
i-1 i~1
in f c (Z + Aw )v
x i-1  “vo‘Ti-1 i-1
i-1
ol A#0 car Cy I#T .
i-17%i-1 -1 %1
On obtient alors :
f = ¢ (z+-lw})v + b3 caB zawB .
ve a+B8/i>v

Ceci implique que d(W,X)=

: !
On note in (£,i) = M © B zocwB . §
x ok B/ 3>V ?
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. PO : RS TN
Dans ce cas on a que 1nx(f,1)= qvo(z+-hwl) .

(1.4.1) On appelle ¢bne tangent a X en x d'indice i dans la direction
de W 1'espace défini par inx(f,i). On note'Cg’; cet espace.

. . . ?

(1.4.2)  On dira que Ci’; a la forme binomiale si inx(f,i)= ¢v0(z+hwl)v

avec K%{L
On obtient donc que si W n'a pas le contact total alors :

(1.4.3)‘ ' 1y a (w,X)=1i est entier ;

a la forme binomiale.

X
Lij
2) Cy

,1
s X
On a alors

Proposgition (1.4,4) : Si W vérifie (1.4,3) {(donc en particulier quand

W n'a pas le contat total avec X en x), il existe un W' tel que :
dX(W,X) < ax(w',x) .

Reprenons les notations de ci-dessus et supposons que W véri-

fie {1.4.3).

i
Preuve : Posons z'!' = z+ AW

w' = w .

Considérons la courbe réguliere W' définie par

a B

Dans ce nouveau systéme de coordonnées un mondme Cup? ¥

i)OCW'B

L. t
donne ch(z AW




,,,,,,
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On a alors =

(1.4.5) fro=c, 2+ T cglal- At HyEr
a+B/i>v

On obtiendra le résultat cherché en regardant comﬁent on

n

chtient A(f‘) a l'aide de A(f).

Comme on vient de remarguer gue le mondme caBz(xwB donne
B(?‘ A w! ) W‘B

des points (B + ik, a-k) dans A(f'). Ces nouveaux points éventuels sont

il apparait éventuellement, en plus du point (B,a),

gur la droite de pente i passant par (B a) Comme d (W X)==i, on sait
que la droite de pente - —% passant par (o, v) est 1e pr?ml?r cdté

du polygone de Newton de f les points de A(f) sont ou bien sur cette
droite ou bien au-dessus de cette droite. La remarque precedente montre
que les points de A(f') sont ou bien sur cette droite ou bien au-dessus
de cette droite. L'expression (1.4.5}’m0ntre gque les points de A(f)

qui sont sur cette droite ont donné le point (0, Q)Ade A(f) Par conséquen
la droite de pente -% passant par (0,v) intersecte A(f') geulement au
point (O,v) et la pente du premier ¢dté du polygone de Newton de ' est

strictement plus grande que m% par conséquent
ax(w,x) < ax(w',x) .

(1.4.6) On appelle premier exposant caractéristique de X au point x

la borne supérieure des dX(W,X) quand W est choisi-de telle sorte gue

T <T .
W, x X,x

(1.4.7) On dit que W a le contact maximal avec X au point x si
dX(W,X) = dX(X)
Le théoreme suivant, compte-tenu des résultats précédents,

montre alors 1lexistence d'une résolution des singularités pour les

courbes planes qui est oblenue en composant des modifications.
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Théoréme (1.4.8) : Il existe des W qui ont le contact maximal avec X
en x, si W a le contact maximal avec X en.x, W a le contact total avec
X en x.

Démonstration : Afin de reconnaitre si W a le contact maximal avec X

en x, on a le critére suivant

Lemme {1.4.9) : La courbe réguliére W a le contact maximal avec X en x

si et geulement =i Cg’ix(w’x) n'a pas la forme binomiale.

?
w,ax(w,x)
X,x

avec A#£ 0, alors dX(W,X) est entier et nous

Rappelons que si € a la forme binomiale, i.e. est

S a_(W,X)
défini par (z+ Aw
avons montré (cf. Proposition (1.4.4)) qu'il existe un W' tel que

dX(W‘,X)?>dX(W,X). Par conséquent dans ce cas W n'a pas le contact maxi-

~mal avec X en x.

Nqﬁs allons donc montrer que si W n'a pas le contact maximal
W,dk(w,X)

alors CX} : a la forme binomiale.
yX

Par définition, si W n'a pas le contact maximal, il existe

an. W' tel que
dX(W‘,X) > dX(W,X) .

t A ie = =
Comme W' est une courbe réguliere et que TW',x TW,X |C

on a que W' est défini par :

Oﬁ. :N'H':EiN-— (0).

Nous allong montrer que @

ax(w,wr) - ax(w,x) .




Supposons gue

. ' .
a_(W,W )y < ax(w,x) .

Nous allons tout d'abord remarquer comment on obtient A{f")

a partir de A(f) avec :

B

o4
Zz w

by
1l

% ©u@
f' = T ¢_,lz'+ Ta Wi)aWB

o i
Par définition, comme {0,1) ¢ alg), om

o =2~ X a. w
ie]N-#’r

= i <d (W,Wr : .
on a que a, 0 pour tout 1 dX(W,W ) et adX(W,W')?éo

Done, outre les points (B,a) e a(fY, A(£') contient éventuelle-
ment les points (dX(W,W')k+-B,a-k). Ces points sont sur la droite de

pente - E"Tﬁ%ﬁﬁj passant par (B,a), De plus si (B,a) appartient au pre-
X

" ~ » . - . 1 )
mier cdté du polygone de Newton de f, i.e. a la droite de pente = E;Tﬁfij
passant par (O,v) les points (dX(W,W')k»kB, o-k) apparaissent effecti~-
vement, car-dX(W,W‘)‘<dX(W,X) et les poinits (dX(W,W‘)k+-B,amk) sont
alors au-dessous du premier cdté du polygone de Newton de f. La pente

. 1
du premier cdté du polygone de Newton ui est égale a - -
P e polyg y g g dx(“n ng 3

e s 1 . Y . .
est alors inférieure a _dX(W,X et dX(W,X)t>dX(W ,X). Ceci contredit

1'hypothese.

Supposons alors dX(W,W‘) >dX(W,X). (Comme ci-dessug on remarque que,
outre les points (B,a) de a(f), A(f') contient éventuellement les
poin.té (dX(W,W‘)k+ 8, u-k) mais cette fois-ci le fait que

dx(W,W'):>dX(W,X) impligue que ces points sont au-dessus du premier cbté

du polygdne de Newton de £, Comme les points de ce premier cbté du
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polygone de Newton de f subsistent dans g(f‘) on a

ax(w,x) = dX(W’,X)

ce qui est contradictoire avec
ax(w,x) < ax(w',x) .
On obtient dong bien
ax(w,w') = ax(w,x)
ce gui implique en particulier que dX(W,X) est entier.

Comme on a dX(W',X):>dX(W,X) on obtient

. ; 2 A
1nX(f',dx(W;X)) =c & - _ |

Mais par ailleure
. N4
ax(w,x) 8

inx(f',dX(W,X))ﬁ' CaB\Z'+aaX(w,X)W

z
'a+B/qéWgX)=v

D'ou
a_(w,x)\*
¢, z‘v = z caB-z'+ad (W X)W x wB ‘
e a+B/dX(W;X)=v Tx N |
a_(w,X)
En posant z, -a_ o w = z' et w,=w', on a ’
17 %a_(¥,x) 1 ;
X !
. v
ax(w,x) a3
1 %1

C i) - 8 : W = '
vol 1 dX(W,X) 1 a+B/dX(W,X)=v afB
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Done

inX(f,dX(W,X)) = = c

a+8/dX(W,X)=v o

a_(W,Xy Y
= %o Z‘”adx(ng) v

W,dX(W,X)

a la forme binomiale.
i,x

Ceci montre bien que C

Ceci achéve donc la démonstration du lemme (1.4.9). Revenons

4 la démonstration du théoréme (1.4.8).

w,a (WX}
Comme CX XX a la forme hinomiale, en procédant comme
=2
dans la preuve de (1.4.4) on montre ITexistence de W1 tel que
, - .
dx(W,X) dX(Wi,X)
et W, est la courbe réguliere définie par :
dX(WF,X)
0T P % _(w,x) " o
X
Alors
. v : .
a (W, X
f = GUO ZEad (W X)W X( ’ ) + Z GaB ZOL:WB a
! a+B/ﬂX(W,X)>v :

Dans ce cas ou bhien W, a le contact maximal, et la premiére partie du

1

théoreme est démontrée, ou bien W n'a pas le contact maximal et om

1
construit W2 défini par

a(w, ,X) )

=%, 8. ; W o .
g 1 dX(Wi,X)

. . i _
Remarquons que dX(W,X)‘<dX(W1,X) dX(Wz,X) et que
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a (W,X) a (W, ,xN"
f = Cho | 2784 (w X)W x a4 (W X) w " !
7 dx( H X( 1
o B
+ z c Z W .
- >y of
o+B/a_(W, ,X) |
Notons
§, = by ©ap 2" wB
¢ oc+B/dX(W,X)>v
CP1 = bH COCB ZOc WB .

on+B/cIX(W1 X)) >y

Alors ou bhien W2 a le contact maximal et on a gagné, ou bien W2 ne
l1'a pas et on continue. N'ouHions pas que grice au théoréme de prépara-
tion on a pu supposer caB==0 pour les (P,«) tels que az=v et B>0 .
Donec si le processus ne s'arréte pas a un rang fini on remarque que dans

@€[[z,v]] la suite 9, tend vers 0 et que

ou d, = dX(Wi,X), X est alors une courbe nonréduite égale a v fois une
courbe réguliere. Hormis ce cas-lad le processus s'arréte donc et la

premiére partie du théoréme (1.4.8) est démontrée.

Le lemme (1.419) montre que si W a le contact maximal avec X
W, ax(w,x)

X,x
contradictoire si W n'avait pas le contact total avec X en x.

en x, car le cdéne C n'a pas la forme binomiale et ceci serait

Remarque : Le fait que W ait ou non le contact total ne dépend que

de W (¢. 4. d. du choix de z) et non de la rétraction €2 - w {¢. a. 4.

du choix de z et de w). Alors que le fait que W ait ou non le contact
maximal semble dépendre du choix de la rétraction (car dX(W,X) en dépend

en apparence. Cependant on peut vérifier {(exercice sur le comportement

du pelygone de Newton par un changement de coordonnées) gu'il n'en est
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rien. Nous verrons plus tard que ce fait est trés particulier au cas
des courbes, ol }'on peut doaner une définition trés simple du contact

maximal.

Remargue : Il existe des W qui ont le contact total avee X en x et qui

n'ont pas le contact maximal avec X en x.
Exemple : f = (z4—w2)24-ws .

On a W défini par z=20

. 5
ax(w,x) =2 et dX(X) =3 -

S

[

I A S

° |
4 2 ¥ 4 5

fig. (1.4.10)

I1 reste a vérifier que W a bien le contact total. Or ceci est immédiat
car le nombre de points infiniment voisins de x égale [d (X)7 =

Done x et Xy sont leg seuls points infiniment voisins de x et X eX

appartient a W car TW Xc:CX . La courbe W a donc hien le contact
2

total avec X en x mais d (W X) <d (X)
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IT - LES MODIFICATIONS

La rTésolutien des shgularités des courbes planes a fait appa-

raitre 1'importance de deux notions

a) la modifieation

b) la multiplicité.

Nous nous proposons de définir les modifications et d'en exposer

les propriétés essentielles.

. . - n -
(2.1) Nous allons étudier un cas simple. On considére T~ et l'origine

0¢t”. Nous allons définir la modification de g" de centre 0, également

appelée la trangformation quadratique de " en 0.

On notera souvent Z au lieun de e", L'espace projectif complexe

. . n-1 , . . .
de dimension n -1 est noté IP . On a un morphisme surjectif canonique

de € - {0} surﬁmnﬁ¥que 1'en note A

A

mn _ {O} = }Pl'l-*-l

. n . .
Si Zysese By sont les coordonnées de &, leg images Vi du vomn-
. el
plémentaire de 1'hyperplan z, = 0 par A forment un recouvrement de P
auquel on associe de la maniere bien connue un systeme de cartes qui fait

de P* une variété analytique complexe.

Congidérons le graphe Zé du morphisme analytique A. De fagon o
naturelle Z' a une structure de sous-variété analytique de (" - {O}W'Wﬁ "
La projection de (mnVc{O})xiPnhl gur €" - {0} restreinte a Zé esl un
isomorphisme analytique de ZA sur EDW-{O}.

Soit 7' la fermeture de 2! dans (€7 - {0}) « 21 . Nous avens

alors ¢
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Théoreme (2.1.1) : L'espace 7' peut-8tre muni d'une structure de

sous-espace analytique fermé de " ox vl

. , , n n-1 .
Démonstration : On peut recouvrir L xIP par des ouverts affines

no .,
Ui = xVi.

R

)

i

3
s

y
y v oo g ha yoowagd /

(1)
rhq

Le symbole - signifie que le signe représenté en dessous est omis.

Dans U. on a les coordonnées (z.,...,% :
b 1 n n

Nous considérons alors Z?of]Ui’ Nous remarguons que ZérWUi eaw

contenu dans le sous-espace analytique fermé de Ui défini par les

égquations
(2.1.2) z.z”(l) ~z., = 0 k = 1,.0.,7,4..,0.
ik i
: . P n n-1 ,.,.._. o
Le sous-espace analytique fermé 77" de & X IP défini dans U,
par les équations (2.1.2) pour i = 1,....n contient done Zéf]Uia En fait
on a
7 = 7! o
0
Nous allons montrer que Z2' = Z7. ‘
Comme 'fWU coincide avec (Z% - {01} « P 1)ﬂ U 11 gsuffit de |
' =¥
montrer que ({O}ngn ]) Cy', i.e, gue tout point de 27 DN ({0}>@E’ 1}

n=1

est limite d'une suite de points de Zé. or (0} xIP est défini dans U,

par les équations =z, = 0 (i = 1,...,1), on remarque done que les égua- [

tions (2.1.2) donnent

yARE ({o}xIPn“I) = {o]xIP“‘”l.

I1 reste donec & montrer que tout point de {0} x]Pn=1 est limitg
d'une suite de points de Z', Soit (0,x) € {0} X]Pn=1et € ¢ - {0} un
peint de T -~ {0} dont 1'1mage par A dans P" -1 s0it x. Soit Kn une suity




23,

de nombres complexes non nuls tendant vers 0, alors (Anx,Q) GZé et tend

vers (0,x).
Le théoreme (2.1.1) est.donec démontré.

La restriction & Z' de la projection de Enxﬁﬁnalsur " donne

un morphisme analytique 7' 5 ¢ appelé la transformation quadratique de o

. s . ol .
de centre l'origine ou encore la modifieation de T de centre l'origine.

Nous allons donner quelques propriétés de F.

(2.1.3) Le morphisme F induit un isomorphisme de %' - F_i(O) sur m“==[0].
Nous avens déja fait cette remarque car FMI(O) = {O}Kﬁwnmj et
Zr - F_I(O) = Zé. Par ailleurs, on peul expliciter la restriction de F
a Z'VWUi : dans Z‘rEUi on a les coordonnées globales
PN
(zi,zi(l),...,zi(l),,,.,zé(l))et la restriction de F & Z'rWUi est donnée
par
z, = 2z
(2.1.4) . ,
Z = z‘(l) Z
k k i
(2.2} Nous allons maintenant définir la modification de centre

l'origine d'une hypersurface passant par l'origine de e,

Soit h une fonction analytique sur . Soit X 1'hypersurface de

t" définie par h = 0. On suppose que h(0) = 0.

On considere F_I(X). Comme on peut expliciter la restriction de
F a UiEWZ‘, on peut donner les équations de le(X){1Ui dans Ui' On a que
Fdl(X)fWUi est l'ensemble des points de UifWZ' ol1

|(i) ,1(i) !(i) .1(1) -
h(z1 EREREE IS PUL TS 3 D TR ) Zi) = 0




Or si

il
(it
(o]
=
N

h(zl,...,zn) A %1

ou A désigne le multi-indice a,...a  on a

n
' "‘ a, a a
h(zi(l)zi, 2y .,zﬁ(l)zi) = T CA ziéi.zi(l) ce zﬁ(l)
n
avec lA‘ = % a..
. i
i=1
Soit v = v _(h) = inf |al. Alors
0 c 4o .
A
h = hv +hv+1~+...

avec h.l partie homogene de degré i de h.

Dans U_, F_l(X) contient donc 1'ensemble des points o z =0
avec la multiplicité v, i.e. Fnl(X) contient F—l(O) compté avec la mul-
tiplicité v. |

En notant z{(l) = 2 on a

) . Y . .

h(zi(l)zi,...,zi,...,zﬁ(l)zi) = z{(l)hi(zi(l) ...,zé(l))

) s -1 . -1 -1,

D'apres (2.1.3) on a que F (X - (0)) coincide avec T (x) -F {

i.e. avec le sous-espace X' de Z' —Fal(O) défini dans Ui par hi. On re-
marque que X' n'est autre que la fermeture de F_l(X-(O)) dans Z'. On

a alors

X' s FTHX) e 7

ou f est induit par F,
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On appelle X' la transformée gtricte de X par la transforma-

tion gquadratique F,

On appelle f : X' — X la transformation quadratique de X de

centre 0 ou encore la modification de X de centre 0.

Remarquons que X' NF 1(0) = £71(0). Or si

v - (i)
z, hi = h(zi z

C (i v : i i
i,...,zi,z;l(-)zi) = Zi(hv(zi( )""’1""’3111( ))

+ z.h (’(i)

(1)
it ;1 ,...,1,...,zn ) + ...)

On obtient donc que f-l(O)_est défini dans Uif1Z‘ par hi =0

et z, = 0 donc par hv(zi(l),...,l,. .,zﬂ(l)), i.e fnl(O) est défini

dans {01} XIPn_lpar.l'équation homogeéne inxh = 0.

On note alors £71(0) = Proj C_

y O
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(2.3) Nous avons défini les transformations quadratiques de ¢ de
centre l'origine dans le paragraphe (2.1), Dapng le chapitre 1 nous avons
va que l'on pouvait résoudre les singularités des courbes planes a l'aide
de transfermations quadratiques. On pourrait croire que les transforma-
tions quadratiques suffiraient & résoudre les singularités d'espaces
analytiques. Pour hous convaincre que lesg transformations guadratiques

ne suffisemt pas nous allons donner un;exemple pour lequel les transfor-
mations quadratiques n'améliorent pas la singularité.

(2.8.1) Soit h= zi« zgzg . Notons X la surface de €0 aéfinie par h,

On a 0 £X. Considéronsg la transformation guadratique F: Z’-ﬂ&a de m3 de
centre l'origine. Soit X' la transformée gtricte de X par F. Au paragra-
phe précédent on a vu que F induit la transformation guadratique
f:X"'sX de X de centre l'origine.

. ... . 3 2 e -
Dans ce cas-ci considérons l'ouvert U, de L x P défini, dans

2

(211) et correspondant & z Sur U2IWZ' on a les coordonnées locales

9 *
Zi(z) {(i=1,2,3). On & vu que 1'on sait expliciter la restriction de F

By

a U2r}Z‘. Plus précisément F est définie par

— '|(2) 1(2)
= Zl 22

1

s = 51 (2)
2 2

e (2 (2)
3 3 2 :

La transformée totale Fmi(X) de X par I est définie dans U2£WZ' par @
(Zi(zj)g(zé(2))2“ (Zé(2))3(zé(2))2(zé(2))2 s (zé(’g))zh*
ot h! &pal ' ;(2))2 ’ n(z))3' ,(2))2
u h) égale (zl - (z2 (23 .

On trouve donec que dans UE[WZ' la transformée stiricte X' de X définie

par hé n'est pas "meilleure" que X, En fait nous avons obtenu un espace
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isomorphe & X. Nous n'avons donc aucune chance "d'améliorer strictement®

les singularités de X en n'utilisant que des transformations quadrati-

ques,

S

Fig. (2.3.2)

Observons alors que pour cet exemple une transformation ferait
1'affaire pour "améliorer" les singularités, voire méme les résoudre

dans le cas présent.

Considérons E3 = sz ¢ ou mz est défini par les coordonnées

(21,33 et § par la coordonrée z, . On a la transformation quadratigue

F :Z'-4G2 de centre l'origine. On obtient ainsi une application
Fxld: 7'y m~+m2K m::mS. Soit U3 l'ouvert de $2x Pl conespondant a Zg

et notons z!, zé, zé les coordonnées sur (U3rwz')x ¢. La restriction de
Frlda (UBfWZ')m ¢ est définie par

= g gl
z, 7] Zg
{ 2y = z)]
Zio = AL .
3 3

\

On trouve alors que (F xId)ml(X) est défini dans (U3f1Z‘) par




On remargue que 81 1'on omet z'g lthypersurface définie par ziz— zéa

3 . ~ .
de €7 a une meilleure té&te que X comme le confirme la représentation

réelle ci-dessous
1
Z

2

v
=

Fig. (2.3.3)

i.e. on a obtenu un cylindre de base un cusp dans le plan des (zi, zé)
et des génératrices paralléles a 1'axe zé. On peut résoudre les singu-
larités de ce nouvel espace en utilisant une transformation analogue &

la précédente. On Jaisse au lecteur le soin de 1l'expliciter.

Lt'exemple précédent nous indique donc qu'il est nécessaire

d'introduire de nouvelles transformations quadratiques.

(2.3.2) Soit Y«:mN un sous-espace analytique fermé non singnlier de

EN. Noug cherchons & définir la modification de mN de centre Y.

Comme nous aveng défini la transformation gquadratique de ¢”
de centre 0 et de X de centre 0 pour toute hypersurface X de ¢” conte-
nant 0, on peut définir la transformation quadratique de U de centre x,

o U est un ouvert de En et xell.

BEn un point x€Y il existe un voisinage ouvert V de x dans

EN et un voisinage ouvert U de 1'origine de €' tel que

V=Uy(YnV) .
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Dans U.on peut faire la transformation quadratique de centre l'origine
FI_: Z;—:U. On obtient alors un morplisme FI_)( Id(YﬂV) de Ziﬂ * (YQV) sur
U x{(YNV).

En un point x)éY on considere un voisinage ouvert V de x dans

ﬂlN qui ne rencontre pas Y et ltidentité sur cet ouvert.

On montre gue l'on peut recoller les Z;ﬂ y (YNV) et les V, ainsi
que les Ferd(YﬂV) et identités correspondantes pour obtenir un espa-

ce Z' et un morphisme analytique F : Z° -4(I§N. On appelle F la modifica-

tion de lI!N de centre Y.

Soit VC{[}N un sous-espace analytique fermé de ﬂIN, on appelle

F—l(V) la tranformée totale de V par F.

Comme dans (2.1) on peut expliciter F guand on choisit bien
les cartes locales. Si xéFni(Y), il existe un voisinage V de x dans Z'
et un voisinage U de F(x) tels que la restriction de T & % induit un
igomorphisme de {Tl sur ﬁ Si xEF_i(Y), il existe un voisinage W de x
dans Z' avec les coordonnées locales (zi,...,z;,yi,...,y;) détinies
gur W, un voilsinage U de F(x) avec les coordonnées locales

(Zi,...,zr,yl,...,ys) et un entier i, 1=i<r tels que F induit le

morphisme de W dang U défini par :

z, = z. =z! our jF i
i = pour j#
= o1
<Zi 2
ykﬁylif pour k=1, ...,8
\
et que YNU soit donné par Z = =%, = 0. Ceeci ne fait que répéter le

fait que F est localement égal aun produit d'une transformation quadrati-

que par l'identité de Y.
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Cherchons alors ce que devient une hypersurface par une tel-
le transformation. Pour pouvoir obtenir des édquations, on ne considere

que le cas ou Y est défini dans 1l'ouvert U de mN par les équations :

que les coordonnées locales de YNU sont Yyreees¥yg et gue ZyseessB oy

Yysreea¥g forment un systémes de coordonnées de U.

Seit h(zi,...,zr,yl,...,ys) une fonction analytique sur U
et soit XU l'hypersurface analytique définie par h. On suppese, pour
simplifier, que 0 €X et de plus que h s'annule sur Y :

OEYCXCUCEN .

On écrit

' A B
h =% C B zZ vy

ot A et B sont des multi-indices et si A=a

.e,8_, OD &
a a s

A

Z

£
i r

=Z, te. Z .
1 r

Comme dans (2.2), dans une .carte appropriée Ui de Z' ou les

coordonnées sont zi,...,z;, yi,...,yé et ou F sg'éerit :
/ -« -
Zj = 25 zi pour j# i
Z. = 7!
T i i
Lyk“yl'{

“on a l'équation de F‘l(X){WUi

| 1 1 [ ' ! -
h(zi,zi,...,z.,...,zrzi,yl,...,ys) 0

1
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avece 3
A ) vy (h)
hiz'z!,...,2!,...,2 %] [N ') = gl h!
( 1 i? 1840 L 1sy15 :lys i i

ol vY(h) = inf {|Al, CA(y)#()} en écrivant 3

b= 5 C(¥) "
AeN '

Le sous-espace analytique fermé de 2! défini dans les différents Ui par

les hé est la transformée stricte X' de X par F.

Comme vo(h) = inf(|A14~1B), CAB;éo), on a

vo(h) = vY(h) .

Opn trouve done que F_l(X) contient vY(h) fois Y. Comme dans

(252),1a modification de mh de centre Y induit un morphisme analytique

f:X' =X tel que le diagramme
X' o FHE) a2

fl | -

X c ¢

Y
o

so0il commutatif. On appelle £ la modification de X de centre Y.

Mais on peut avoir VY(h)<:VO(h)‘ Au-dessus de 0 on a alors,

dans X', (vo(h)~=vY(h)) fois F"l(O) et ceci "empire® la singularité en

Nous donnerons ci-dessous un exemple ou la singularité "empire" pour

cette raison. Ceci,impligue que les transformations qui nous intéresse -

ront seront les modifications de @N de centre Y pour lesquelles

vy =v (h).

(2.3.3) La modification de @N de centre Y, avec 0 €Y et Y€ X, es

dite permige pour 1'hypersurface X & 1'origine 0 =i :

vY(h) = v (k) .

t

[
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On dit aussi que Y est permise pour X en 0.

Nousg allonsg velr eci-dessous que vY(h)3=vX(h) ot x est un point-

général de Y dans un voisinage de 0 dans Y.

Exemple (2.3.4) : Soit z§= zgw~y322 = 0 une surface de Ea dont la re-
présentation réelle est “
i\y

o &

Fig. (2.3.5)

On considere la modification de centre l'axe des y. Dans des

cartes convenables elle est dounée par

= g '
Zy 2y %5
<z2 = 7!
y =¥y
N\
et notre fonction donne
. 4 3.
R A R R ICI SRS AR A

on voit donec que la multiplicité de la transformée a augmenté.
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(2.4) Comme, dans le cas des hypersurfaces, les modifications inté-
ressantes pour améliorer la singularité a 1l'origine gsont les modifications
permises pour l'hypersurface a l'origine, afin de pouveir généraliser

cette notion, nous allons donner une caractérisation algébrique des mo-

difications permises pour les hypersurfaces.
On reprend les notations de (2.3).

Tout d'abord on note

, : A
InY(h) = r CA(y) Z .
|A|=vy (1)
C'egt un polyndme homogeéne en z dont les coefficients sont des séries

en y. On & donc

InY(h) ct{y} [Zl,.,,nzr]
On peut définir vY(h) par ¢

vY(h) = Sup{ulh E(Zlﬁwga,zr)u} .

Dans ce cas on peut considérer In.(h) comme uh représentant
i Y
)VY(h)+l

de la classe de h modulo (z ,...,z
1 r

Pour simplifier ce qui suit, on suppose que EN==Yﬁ'mr.

Considérons alors dans Yx & le sous-espace analytique fermé
défini par InY(h). On appelle CX v cet espace analytique.ha projection
de ngmr sur Y restreinte a Cx ; définit an morphisme CX Yn»Y‘ dont
les fibres sont des chnes. Ceci,définit une famille analytiq&e de ¢omnes
dans €Y. La famille de variétés projectives qu'on en déduit n'est autre
que Proj CX,YJ*Y' On vérifie, comme pour les transformations quadrati-
ques dans (2.2), que si f:X' =X est la modification de centre Y,

ful(Y) n'est autre gque Proj C, et que Proj G, =Y défini ci~dessus
X,Y XY

n'est autre que le morphisme induit par t,
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On a vu que si la modification de centre Y n'est pas permise
pour X en 0, il s'introduit des composantes dans f_l(O). On va montrer

gue la modification est permise quand une t®lle chose n'a pas lieu.

Lemme (2.4.1) : L'espace Y est permis pour X en 0 si et seulement s'il

existe A tel que [A] =vY(h) et CA(O);éO.

Preuve : La condition est évidemment suffisante car si CA(O)#(L le
mondme CA(O)ZA apparait dans ino(h).
. s . . - A B
Suppesons que vY(h)::vO(h),alors il existe un mondme CABZ N
tel que C,p £ 0 |A] + [B| =vy(h). Si [B] >0, alors [A|<vy(h), ce qui est

contradictoire avec vY(h) SIAW. Le lemme esi donc vrai et

Corollaire (2.4.2) : Pour presque tout peint x d'un vdsinage de 0 dans

Y ona :

VY(h) = \)X(h) .

Preuve : Considérons dans un vdsinage de (0 dans Y le sous-espace analy-
tique F de Y défini par CA(y)=O pour tout A, |A|= vY(h). Comme les C,

ne sont pas identiquement nuls,pour tous les A tels que .A1= vY(h), on

obtient que F est sirictement contenu dans Y et que,dans un voisinage
convenahle U de 0 dans Y, U« esgt. partout dense, et du lemme (2.4.1)

on déduit que Y est permis pour X en tout xcU-F,
On obtient alorg

Théoreme (2.4.3) : L'espace Y est permis pour X en tout point x€Y

g1 et seulement si le morphisme C -Y est plat.

XY

Avant de démontrer ce théoreme il nouns faut une définition convenable

de la platitude,
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Définition (2.4.4) : Soit Y un espace analytique ‘réduit. Soeit M un
GY-module cohérent. Soit y€Y. On dit que M est un @Y—-module plat en ¥

si, pour tout morphisme ks D—=Y du disque anité ocuvert du plan compexe dang ¥
"tel que k(0) =y, le germe (k*M)O en 0, i.e. le localisé en 0 du module

k*M image réciproque par k de M gur D, est un €{t}-module sans toxsion.

On dira que k: D-Y tel que k.(O) =y est un disgue testant

en yev.

Le lecteur averti se convaincra que cette définition est
équivalente dans ce cas aux défivnitions "classiques'.

Comme in.Y(h) définit € dans Y % @7, on trouve que Cx Y-»Y est associé
b

X,Y
4 la (-algébre graduée de présentation finie grYJC définie par

(E{'y}[zlg...,le;/;/Ein,Y(h)) = grYX .

On a grYX=@ gr;l.X (structure d'algébre graduée quotient de
celle de G{y}[zi,...,zr].

On dira que C ~Y est plat en 0 si et seulement si gr‘Yi,X est

X,Y
plat & l'origine pour tout p& N.

Supposons que Y ne soit pas permis pour X.en. 0, alors, dlapres
le lemme (2.4.1),C4Qk0 pour tout A tel que Al =vy(h}. Soit k:D-Y un
chemin analytique tel que k(0) =0 et k(D-(0})cY-F ob F est aétini

dans Y par CA=D avee A tel que |A] = \JY(h).
k est défini par yj==yj(t) 1<j<s.

L'image inverse de Y X 0" Y par k est alors D;«:'(l’irw]) et

1'image réciproque de Cy v par k est définie par :
14

k%InY(h) = 5 ( CA(y(t))zA = 3 CA(t)zA'.
Y

|4 ]=v. () |A]=vy(h)
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Comme Y n'est pas permis pour X en 0, tous les CA s'annulent
a l'origine de Y, a fortiori les Ci‘s'annulent 4 l'origine de D. Dans
k%InY(h), on a donc t en facteur et m{t}[zi,...,zr]/'(k%InY(h)) a de la
torsion sur €{t} puisqu'il existe v £ (k*In,(h)) tel que tvs= k*Ingh).
Deone grYX n'est pas plat sur Y.

Réciproquement si Y est permis pour X en 0, d'apres le lemme
(2.4.1) il existe A tel que |[A] =\)Y(h) et CA(O)%—O. Si k:D=Y est un

disque testant en ¥, alors :

k*In, (h) = o) (8)7
lA[ = v, (h)
Y
et il existe A {(le méme que précédemment) tel que lAi==vY(h) et
CA(O);éo. 11 en résulte que m{t}[zl,...,zr]//(k%InY(h)) est sans torsion
sur C{t} sinon il existerait véfm[t}[zl,...,zr] et vgi(k%InY(h))-ml que
tve}(k*InY(h)). Donc il existe A.Em[t}[zl,...,zr] tel que

hk%InY(h) = v

et A n'est pas multiple de t. Mais ceci montrerait qu'un polyndme en z,

égale un multiple non nul de t, ce gui est contradictoire.

(2.5) Nous allonsg traiter le cas général ou X n'est pas nécessaire-

ment une hypersurface.

Soient YcXcZ des espaces analytiques, Y étant dans X et

X dans 7.

Soit € le faisceau d'Idéaux cobérent: qui définit X dans %

et P celui qui définit Y dans Z.

] _ 1L L+l
On pose @ grYZ— ® P/P .

pEN




T ———
1
i
|
|

a7.

La maltiplication sur G, induit la loi d'Algébre sur gryZ. S5i Y est
: . T :
lisse et g1 Z=Y X @& , on obtient @Y[zl,...,zr].

On pose gr X = & E%JEU+1 avec ﬁ==P/Q .
weN
La surjection canonique PP donne 1'é&pimorphisme

grYZ-agrYX -0

qui est une surjection de OY—algébres gradudes. Le noyau s'appelle

InY(X,Z). On a la suite exacte !

oﬁhwm;M~gﬁ@ﬂgwx~o.

Lemme (2.5.1) : Ltidéal InY(X,Z) est engendré localement par les
1nY(g) o1 g est une section de ﬁ .

On note vY(g)= Vp(g)
= max(u|geP’) .
vy(g)+1

Dans ce cas on note inY(g) la classe de g module P

La preuve du lemme est laissée au lecteur et le lecteur est

laissé & lui-méme.
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Spoit x €Y X Ch.

(2.5.2) Remarquons que si g rv+- 8, sont des générateurs de %X_, alors

les InY(gi) n'engendrent pas gécessairement (InY(X,Z))X.

Cependant si fi""’fp sont tels que les InY(fj) engendrent

(InY(X,Z))X, alors T .,fp engendrentfﬁx,

12

Mais si X est une hypersurface définie par f au voisinage de

X, on a vu que (InY(X,Z))X est engendré par InY(f).

(2.5.3) D'autre part InY(X,Z))X est un idéal homogeéne et (In?(X,Y))X
est l'ensemble des InY(g) o g€ et vY(g)==n;

(2.5.4) On associe a grY(X) 1'objet géométrique Specan grY(X) que 1'on

note CX Y et que 1'on appelle cGne normal de X le long de Y.

La surjection grY(Z)-agrY(X)-eO donne une immersion fermée :

x,vy © %2,y

’

Comme dang un voisinage ouvert U de x, x€YCX <2 assez petit,
on a ZNU=(YNU)x %, on a que CZﬂU,YﬂU est le Specan de @YﬂU[Zl"'°’Zn]

ol GY U est le faisceau d'anneaux locaux de YNU défini par Y.

N

Plus tard nous aurons une description géométrique du fait que
Y est permis pour X en x a l'aide du céne normal en x de X le long de Y.

Nous allons voir quelle est cette description dans le cas des hypersur-

faces.

Supposons done que X est définie par f au voisinage de

xEYCKXCZ et que

— A
f =2 fA(y) Z .
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On a alors

vo(f) = Inf {[A], £,(y)#0]

et
- A
Iny(f) = ey z]
1A|=vY(f
(gryX)_ = € {y)(2]/ (1ny(0)) .
On peut décrire dans ce cas l'espace sous-jacent |CX Yl de
?
CX,Y°

fig., 2.5.4

Considérons un voisinage tubulaire de Y de rayon & de Y dans
Z dans un voiginage (e x. Fn chaque point ?e;Y dans ce voisinage oD
considere, dans l'espace défini par yi-§i==0 (i=1,...,8), le comne
complexe de sommet y et passant par 1'intersection du bord du voisina-
ge tubulaire, de X et de l'espace défini par yi~f;i= 0 (i= 1,,._,5).
Ceci nous donne une famille de cdnes paraméirée par Y. Quand e tend

vers 0 on obtient ainsi iC

x,v !
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Remarquons alors qu'il n'y a pas toujours de relations entre

Exemple (2.5.5) : Soit S la surface de GB définie par x2-y2t= 0,

appeléde Parapluie de Whitney et dont le dessin réel est :

P t

Yy
X fig. (2.5.6)
Considérong : Y = l'axe des y. )
X = 8.
Z = EB.
Dans ce cas C, , est défini par C{y3}[X,T] et 1'idéal qui
b

définit Y dans Z en 0 est P= (x,t).

On = \;Y(f) = vP(f) = 1

2

ot In'Y(f) = Iny(f) =-y'T

On obtient alors que C est 1'union du plan des {x, ylet

XY
du plan {x,t). "compté deux fois". Mais alors ;-

vo(f) =2

Ino(f) -x2%¢ €[X, Y, T]
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et CX 0 est le plan des {y,t) "compté deux fois™.
H

Mais dans cet exemple vP(f)<:v0(f) et Y n'est pas permis

pour X en 0.

It

Notons o{y,7) InP(f)ggm{y}[Z]

¢(Y,2)

il

InM(f) = Ino(f)em[y,z}
Lemme (2.5.7) : L'espace Y est permis pour X en 0 si et seulement si
9(Y,2) = 4(0,2)

Preuve : La condition suffisante est évidente parce que @(Y,Z)z $(0,2)

implique vo(f)==vP(f). Réciproguement on a

A B
f =X CAB z v

: A
£ =50, (y) 2

In, (f) = zA B = ¢, (y) zA
3 al=v(e) 2P Al=vp(n) A7
B A D
O T (A

S'il existe des B tels que
|al + |B| = vo(f), [B] >0 et €, # 0

on aurait vP(f)<:v0(f) donc

A B C ZA

alelsloe () 25T T e ny A0

Ceci démontre le lemme.
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I1 résulte du lemme (2.5.7) que Cy + défini par
3 2 . . a ; ,\ » - S
€¢ry,z1/(¢(0,2)) s'identifie & Cx v 4 * Ty y o Cg y  désigne la fibre
au-dessus de x par l'application de CX v dans Y., Nous verrons que cette
b

gituation se généralise.

IIT - LA FONCTION DE SAMUEL

(3.1) Dans la résolution des singularités des courbes planes décri-
te dans le chapitre 1, la notion de multiplicité joue un role numérique
essentiel, Améliorer la singularité consiste dans ce cas a baisser la
multiplicité aprés plusieurs modifications. Dans ce chapitre, nous

allons introduire la fonction de Samuel H° qui jouera dans le cas géné-

ral le r6le de la multiplicité.

Soit X un espace analytique complexe et x€X, On note @1=©X x

3

1tanpneau local de X en x et M 1tidéal maximal de O.

n+1

Rappelons que C est défini par SpecﬂBMn/M . On définit

o X,x
alorsg la fonction HX X]N—+N‘ par
2

K (n) - dimg WP

(3.1.1) On appelle H; y la fonetion de Samuel de X en x.

H

Si x€X est un point régulier et d= dimXX alors on sait que :

@ MI],/MIH" 1

= m[TI,...,T ]
n<0

d-

Dans ce cas on velt que
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ol {g) désigne le nombre de combinaisons de q termes dans un ensemble
i
él

Réciproquement, si d= dimXX et si pour tout n on a

n+d-1
0 n
HX,X(H> -
d=-1

alors, XGEX est un point régulier. En effet pour n=1 on a =
dimg, M/M d . Par conséquent on a un homomorphisme surjectif d'algebres

graduees Symm M/M =¢[T T, 1 sur @ Mn/Mn+1 . Comme on a pour cha-
nzo

que degré 1'égalité des dimensions,la gurjection est en fait une bijec-

'ERRRE
tion.

(3.1.2 Op montre qu'il existe un polyndme P(T) a coefficients ration-
q ¥

nels tel que, pour n assez grand, on ait

H;gx(n) = P(n) .

d 1
{3.1.3) Le terme de plus haut degré de P(T} est m (X)—E“Ij“ ou

ﬂ==dimXX et on appelle mX(X) la multiplicité de X en x.

On démontre relativement facilement que si X est une hyper-
surface,m (X) eat bien la multiplicité que 1l'on connaft déja. Ainsi la

multlpllclte de X en x quand X est une hypersurface est déterminée par
0

H o
X, x

(3.1.4) En fait pour les hypersurfaces, la copnaissance de la dimen-
sion et de la multiplicité déterminent toute la fonction de Samuel.

En effet on a

CLT ;... ,Td]/(Ino(f))
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;

. [¢] ¢ 4 s 2 " . -. g
et dlmme==HX9X(k) ne dépend que du degré du polyntme homogen

3]
(3.1.5) On définit maintenant la i-éme fonction de Samuel par récurrence :
i i
H, (n) = % (k) .
X,x o<k <n HX,X

Par définition on a done

n+1

1 : k, k+1 .
HX,X(n) = ¥ dim, M /m 2 aim /M .

o<k <n ¢ ¢

Noug allons moentrer qu'il existe un faisceau P; gsur X tel

n+1, En fait, nous allons

que sa fibre P§(x) en x soit isomorphe a /M
introduire un faisceau plus général PX/S quand on a une situation rela-
tive donnée par un morphisme X —S. Ceci ne colite pas plus cher et nous

en aurons besoin.
(3.2) Tout d'abord nous avons besoin de quelques définitions.

(3.2.1) Soit Y& X une immersion fermée définie par le faisceau

d'idéaux § de Gy - On appelle n-iéme voiginage infinitésimal de Y dans X

1'espace |Y| muni du faisceau d'anneaux locaux QX/%H+1 restreint é.[Yiu

(3.2.2) Soit X-g%S un morphisme d'espaces analytiques compgexes.
On considére l'immersion diagonale A de X dans X XSX. Soient

p; X xSX-aX (i=1,2) les projections de X x X sur X,
Seit ® 1'idéal de Qx KSX qui @éfinit A .

On appelle 2 1'image directe par du faisceau
o R X/s Py
Ck ‘X o , n—iéeme voisinage infinitésimal de A
S

n +1
Px/s = Py (GX xsx/ign )
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(3.2.3) Si YcX on définit :
1

PZ’IE/S(Y) = i# Pl%( Ox xs)%@nﬂ-“) .

)i
Y/8 "

Remarquons qu'en général P;/S(Y) n'a aucun rapport avec P

81 (i) : Y-YX X est 1'immersion définie par le diagramme

)
commutatif

vy Yol g

on a que P;/S(Y) est le n-iéme voisinage infinitésimal de &(i) muni

de la structure de GY_module en considérant son image directe par la

projection Y;{SX-aY,
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(3.2.4) Nous avons ainsi défini le faisceau des jets relatifs.

. . g
de X sur S relativement au morphisme X~-—35.

Nous allons voir comment on récupere la fonction de Samuel a

1'aide de pr En falit, comme nous 1'av0n=s ann'oncé, nous allons mon-

X/S g

trer que PX/S(x) est isomorphe a Oy /MX (G(X))

Notons ¥ 1'idéal de G
Y= SX
En utlllqanf (3.2.3) on va montrer

associé 3 1'immersion 6(i): Y - Yx X .

g

H

Lemme (3.2-5) H P)r;/s(y) = (1_)1)*(017*8}(

ott 131 est la projection YxX-Y.

Preuve : Notons : G = OX
3 = OS .

On a Yr'é(l);Y,( X S Xx X .
S 8

_Notons 2 le produit tensoriel analytique. A XXSX est associé le faisceau

@@:f @ et a YxSX eat associé le Taiscean O/J@i

On cherche a deémontrer

)y (@/3@ o, ) = (5,),((08 O/ N & 0/3) -

Comme (O@’:PG) ®@G/J gtidentifie avec 6/\5®.:FO quand on munit
G®‘f@ de sa structure de O-module a gauche, il s'agit de démontrer que

1'image de 1 O/C” dans (6@ @) ®@@/3 et I'idéal de (O@s, o) ®GG/\S
+1

qui correspond a SD' ~ par l'identification précédente sont égaux. Comme

n+1® 0/3 est engendré par les éléments de la forme g®1 il suffit

de ne conslderer que ces éléments
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0T+l "Géjgﬁ@%:f G/:@n+1 =0

n+1 4

N ’ A n+1:
: — R . ! ] - .
TR, 0/3 (@@S,o)@@@/\j (0®p /D )@/ G -0
Le reste de la preuve (tres ennuyeuse) est laissd au lecteur.

Quand Y= {x} <X on obtient que P%/S(X) est le n-ieme voisina-

ge infinitésimal de 1'immersion {X}C;b{X}MSX:= {X}x{s}qu ol s =0(x) €S,

On obtient donc que si xe€X et si X désigne la fibre de &

au-dessus se & on a

n
PX/S(X) GXq,X/MXS,x

=

s n
dimg PX/S(X)

i
et
pd 1
14
—
=
—

On pose par définition :

I
=

E;/S,x(n) ¢ ,x(n)

et on appelle HX/S la fonction de Samuel relative de X sur 5 en x
. ’ o3
par le morphisme X =S .

Les faisceaux cohérents P;/S ont les propriétés fonctorielles

attendues.

(3.2.6) Soit un diagramme commutatif

h

Xt — X

L

gt ———> 3
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on a un morphisme canonique

. ol n
b Py g =Fri/s

qui est un isomorphisme si le diagramme est cartésien,

(3.2.7) Dlautre part, d'apres la définition des P;/S’ il v a un

morphisme canonique
n n-1p
PX/SV(Y) -.PX/S(Y) .

Le systeme des P§JS(Y) et de ceg morphismes est donc un sys-

teme projectif de G&—modules cohérents.

‘ n
.(3.3) .~ On note gr_PX/S(Y) le noyau de

I

n -1,

PX/S(Y) -»PX/S(Y)..; 0
quand n=1. On convient que grOPX/S(Y)==GY. |
(3.3.1) On définit

& grn PX/S(Y)

gr P/ (Y) =
X/8 020

que 1'on considére muni de la structure de @Yﬂalgébre définie de la

fagon suivante sizzégerX/S(Y) et bezgrqPX/S(Y), on considere
sy P . P 3 i 1 4 9 ( Y

a comme un élément de PX/S(Y) (resp. b comme un élément de PX/S( ),

on multiplie dans OX x des représentants de ces éléments et on prend

la classe du résultat dans P§;§(Y)f On vérifie gque cette classe ne dé-

+ .
pend que de a et de b et est en fait dans grp qPX/S(Y)'

s

. \ 2 ,
(3.3.2) Remarquons gue grlPX/S, noyau de GXxsy/%:'ﬂOX* T, n'est
autre gue Q%/S , le faigceaun des formes différentielles*de'degré 1

relatives de X sur S.




49,

. 1 , 1 N
= i .
On obtient alors gr PX/S(Y) i QX/S ou i: YT LX.
(3.3.3) Comme on a la suite exacte
=/ za+l san+1 .
0.8/ 5 qej{*’s’ﬁ/g _.,erSy/;'s'” e
d'apres la définition de P§/S(Y) on obtient que
Lemme .3.4) ( = (Y .
emme (3.3.4) grPX/S(Y) gry (¥x SX)
Ainsi grPX/S(Y) définit le cOne CYXSX,Y .

(3.3.5) On remarque alors que les grPX/S(Y) se comportent mal par

changement de hase.

Ainsi si 1l'on a un diagramme commutatif d'espaces analytiques

N Pl

|

On obtient un morphisme canonique

h¥* gr PX/S(Y) —gr PX'/S' (Y')

ol Y' = h Y(Y).

Mais ce n'est pas nécessairement un isomorphisme, méme si

tous les carrés sont cartésiens.

De cette facgon, congidérons x € Y CwX. Notons j 1'immergion

{x}=sY. On a la suite exacte

j* gr™ Py g (Y) - Py /g(¥) - ¥ P?&é(Y‘) -0 .

o
.
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Presque par définition on a

jaiP;'/S(Y) = P;/S(x) = ,)/ n+1

ot s=0c(x) et XS==G_1(G(X)), et ¢

M ox

J%Px/s (Y) = Px/s (x) = % x

On obtient donc bien un morphisme canonigue

‘ ; V. ¢! < n+1 = g™
(3.3.8) j* gr PX/S(Y) }}/ e X,

qui n'est pas un isomorphisme car en général j* n'est pas exacth.

(3.4) Dans certaing cas cependant, le morphisme de (3.3.6) est un
isomorphigme., Ceci va d'ailleurs nous rapprocher de ce gque nous avons
en vue, & savoir comment définir et décrire le fait que Y est permis
‘pour X ‘en, x.- Nous’ obtiendrons alors des propriétés analogues a celles
i+ gue-mous - avons trouvées dans le cas ou X est une hypersurface analyti-

que en x. Tres précisément on tout dlabord :

Proposition (3.4.1) : 8i pour tout n,-PE/S(Y)‘est @Y—plat en x €7,

alors
~:pegrPX/S(Y)'= gTPX/S(Y)@%&'XC%,X MY;X‘FngXg ?
ol X258 et Xs‘='-0’1(@(x))-

Propogition (3.4.2) : Si Y est réduit et connexe, pour que tous les

X/S(Y) soient Gy Zplats en x, il faut et il suftfit que 1'application

de Y dans 1' nqemble des applications de Ndans N qui a x fait corres-

1 .
.Pond#elﬁx/s s01F ?qnétanﬁe.

» X
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Les deux propositions précédentes résultent de théoremes bien

connus sur la platitude. Nous allons les rappeler :
(3.4.3) S8i on a une suite exacte de kamodules
0 o8 -G -5 -0

et si ¥ est OY—plat en x¢Y, alors,en tensorisant par le GY X~moﬂu1eim,
| ’

on obtient la suite exacte

O—ASX@) Em-—-)q® 1/ G fm-»_o.

) X * OY,X * OY,X
La proposition (3.4.1) résulte alors de (3.4.3) et (3.3.3)
car considérer j*{ équivaut a tensoriser 5, avec OY,@/MY,X en tant
que GY’Xnmodules.

D'gutre part

(3.4.4) Supposons Y réduit et connexe. Soit ¥ un OY-module cohérent.

Alors §§ est GY-plat en tous les points y de Y si et seulement si la
dimension sur € de gy@ GY, /MY,.Y egt constante.

De cette proposition résulte la proposition (3.4.2).

Noug allons maintenant chercher a relier la platitude des

(Y) & celle de gr X. On a un diagramme commutatif

x/s Y

Yx Y-——* Yo X — X

v = —_—

ou Ay est 1'immersion diagonale de Y dans YxSY' et 5(i} 1'immersion

dans'YxSX définie par i: Y sX.
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Ce diagramme donne
(3.4.5) Cugy,¥ ~ ragx,y ~ °x,Y
ot le morphisme CYXSY,Y - CYxSX,Y est une immersion fermée.

D'apres le lemme (3.3.4), dans (3.4.5) le terme du milieu

C ni est par définition Specan grYY%SX, n'est autre que le

Yx X,Y A
Specan grPX/S(Y), le terme de droite est le CX,Y‘qui nous intéresse,
et le terme de gauche ne parait pas bien méechant (penser au cas ou S
est un point, et Y non singulier). Ceci nous donne envie de dire que
3.4.5 est une "suite exacte de cBnes" et pour cela nous devons d'aberd

donner la défimtion d'un tel objet

(3.4.6) Par définition un cdne C sur Y est le Specan d'une OY~algébre

gradude G de présentation finie engendrée par ses éléments de degré 1.

On a donc un morphisme surjectif

@Y[T:]-""!Tm]""’ @ Gn:G.-.
n=o

Le noyau de cet épimorphisme est un idéal homogéhe”de
GY[Tl""’Tm]' Par ailleurs il définit une immersion de © dans le fibré
trivial Y& € au-dessus de Y. Comme G est une OYﬂalgébre, le morphisme

@Y—aG donne un morphisme C-i»Y dont les fibres sont des cOnes de T,
. f i £ n
Soient C—»Y, Ct==—Y, C"~—>Y des coOnes sur Y.
(3.4.7) On dit alors que la suite de cOnes sur Y
G o € g

est exacte en un point x €Y s'il existe un voisinage ouvert U de x dans

1 dans V', de C 1, dans V et
(U) 277 (1)

Y, des immersions fermées de C!
£

cv dans V" ou V', V, V" sont des fibrés vectoriels itriviaux sur

(U)

fu'"l
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U et des morphismes de fibrés vectoriels V' -V et V-V" tels

a) que le diagramme suivant soit exact

c Lol qu,c"i L

£170(U) £77(U) £ (U)

v >V > Y
b) que la suite 0~V'2VoV"=0 goit scindée j
c) gque l'immersion C’l —2V'! goit un isomorphisme.

| S
: ! (U) .
d) que l'action de C" 1 par les translations sur V s'induise
£177(U)

sur C et que le quotient de C par cette action soit iso-

£~ )

morphe a C"

ff-"l(v)

Exemple (3.4.8) : On vérifie que, guand X est une hypersurface de Z

et YCsX est un sous-espace analytique fermé lisse de X, alors Y est

permis pour X en x si et seulement si la suite CY,X-QCX,X-4CX,Y,X est
exacte.
Fn effet, on a C =T et les immersions @
. Y,x Y,x
CX,X - CZ,X N TZ,x
“%,v,x ~ %z,v,x
ou CZ,Y,X est défini par E{y}[Z]@m{y} L =~ ®[Z]. Il reste alors a véri-

fier d) ci-dessus. Pour cela on va donner des conditions d‘) et d")

équivalentes a d).
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— o)

a') Le carré C\ ) 4
£ (v) £ ()
vV > "
est cartésien,
an 11 existe une rétraction r de V sur V' telle que
01 1, *“&C'i 1 défini par r donne un isomorphisme
£ (U) £ (U)
c! N X c .
1) lf‘l(U) e el

On remargue que d") est vérifiée gquand X est une hypersurface
en x et ¥ est permis pour X en x (cf. la fin de la preuve du lemme

(2.5.7) p. 42}. Comme d") est équivalente a d}, la suite considérée

est bien exacte.
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(3.5) Rappels : Nous montrerons a l'occasion que la suite de cones

(3.4.5) est exacte. Mais avant d'en faire la démonstration nous allons

faire quelqﬁes rappels concernant la platitude et la "finitude" de

certains faisceaux d'algébres. Pour obtenir plus de précisions et de

démonstrations ' le lecteur est renvoyé aux exposés de C. Houzel dans

‘le Séminaire Cartan 1960/1961 (Familles d'espaces complexes) publle a

1' 1. H P., 11 rueé Pierrve et Marie Curie, Paris.

Tout d'abord considérons un espace analytique complexe Y
réduit, x €Y et % un faisceau cohérent de modules sur Y. Rappelons que

" nous avons défini que §_est plat sur Y en x si pour tout morphisime

h:D-Y du dlsque unité ouvert de € dans Y tel que h(O)-—x, le E{t]m

module (h*g) est sans torsion.
Une conséquence immédiate de cette définition est la

Proposition'(3.5.1) : Si§ est plat sur Y en x et ¢ : Y'Y est un mor-

phisme d'espaces analytiques réduits, alors ¢#J est plat sur Y":en chaque

point y Elcp_l(x') .

(8.5.2)  Dlautre part il est clair que si { est un faisceau de modules

sur Y localement libre, alors g‘est plat sur Y,

Enfin on - a la proposition suivante .("bien .connue”

Proposition (3.5.3) :.. Soit Y un espace analytique réduit, x€Y et

. . o s £ A
solt 7§ un faisceau cohérent de modules sur Y, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes

1°) § est plat sur Y en x ;

) .Ex est un Gy g—module plat au sens "classique", i.e., pour toute

suite exacte 0 -M'"=MoM" -0 de Oy x—modules, la suite :
: . - . H

% ,x % ,x

ESX —_— M'®

Oy x

g, —= 0~

est exacte




- © X . _ T .
.3 ) Ty est un OY < module libre 3

H

4°) soit B(y)=3&®6 €, alors l'application Y- N qui a yeY fait
Y,y

correspondre dlmm’g(y) est constante dans un voisinage de X dans Y.

Seule l'équivalence de 1°) et 4°) peut ne pas sembler évidente
pour un lecteur averti. Nous indiquons comment on démontre cette équiva-
lence. On utilise le lemme suivant démontré dans les exposés de C. Houzel

déja cités

Lemme (395.4) : Soit Y un espace analytique complexe. Soit § un fais-
ceau cohérent sur Y. Etant donné ve& N, 1'ensemble des y €Y ou

dimmg(y) >V est le support d'un sous-espace analytique’ fermé de Y.

De ce lemme résulte 1'équivalence du 1°) et du 4°) de la pro-
position (3.5. 4). En effet supposons gue 4°) ne goit pas vrai. Alors
l'espace analytique ferme F de ¥ des points y£€Y ou dim B(y) = ve= dlmm{g(x)
contient x el est distinct de Y, car si F\): , on a F\H_liéY et
x}éF\) 1 donc Y-Fv+1 gderait un ouvert de Y contenant x sur lequel
dlmmd()f) v pour tount y&€Y- F e Congidérons alors un morphisme h: DY
~tel que h{0)=x et h(t)ﬁéF pour tout t €D - {0}. On gait qu'un tel mor-

phisme existe, car F ;éY On a alors (h*g) =35 & ¢{t} ou t{t} est

un @Y, _module d'aprés h:D-Y. Mais alors dim (h*g)(O) = dimg 5(x) =

et pour tout point t guffisamment proche de 0, dim (h*;})(t) dlmmg(h(t))<v
et h*% qui est cohérent ne peut pas étre lncalement libre au voisinage

de 0, par conséquent (h*g) ne peut pas &tre un ({t}-module libre.

Ainsi ¥ ne peut pas étre plat sur ¥ en x. Donc 1° ) entraline 4°).

Réciproquement 4°) entraine 1°). En effet on procéde. ¢ onme
précédemment. Si 1°) n'est pas vérifié, il existe un h:D-Y tel que
h(0) =x et (h*g)o ne soit pas sans torsion sur ¢{t}. Comme ﬁl{t} est
local et principal, ceci signifie que (h"\‘zg)o n'est pas un €{t}-module

libre, mais alors il suffit de montrer gue ceci implique que

dimm(h*{g)(r) <di‘mm(h*%)(0) pour les TED, T;é() voisins de 0. Considérons
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“p le” sous<modile - de €{t}-torsion de h¥*{. Alors le support de 3l dans un
Voisinage de Q;aSSEZ petit est réduit & {0}. On obtient donc que (h*g)T
et (h%g/m)T sont isomorpheg pour. teut T%T}vnisin de 0. Done:
dimm(h*g)(f) =dimm(h*g/m)(T) pour tout T;éO voisin de 0. Comme (h*g/m)O

.
.

ést libre sur €it} car sans torsion, on obtient que la. suile

00— U @yt > (0F) By 3 —> (/R Gy —>0

e

Yest exacte et - 1

ring (830 = tim5(0) g5/
et dim m(o);éo d'apres le lemme de Nakayama car m:%1DA On: ‘conclut car
dlmm(h“%/m) 0) égale dlmmﬂn~3/m)( r) pour T#0 voigin de 0.
La condition 4°) de (3.5. 3} sera desormalq appelee crltere

pumérique de platitude.

(3.5.5) " Soit Y un 4espace analythue complex@ mw&wmm Soit G une

GY—algebre graduée. On dit que G est une O —algebre graduee de tvpe fini

g¢i pour tout x €Y il existe un voisinage ouvert de x et une surjection

graduée

‘(_.3.‘5.._6)" o .-,(QYJ‘U)[TJ"'_' 1] —»GIU-_aO .
8i de plus le ﬁdyaﬁ du morphismekprécédenfx(qﬁi”éé%“ﬁn-idéal
hOmogene de (@ IU)[T ,...,T 1) est un 1dea1 de type f1n1, on dit que

G est une G —algebre de presentatlon finie.

Nous avons rappelé dans (3.4. 6) qu'a une G —algebre graduée G

| de preqentatlon f1n1e on a33001a1t un cone €LY ol C ‘est le Specan de Y.

Plus preclsement 19 morphlsme (3 5 6) sur 1’ouvert UcY et la finitude
du noyau H de ce morphlsme p@rmet de définir ClU dans Ux g™ a 1'alde
des generateurs de K. Comme H est un idéal homogene,pour chaque xGlJ

la fibre de C est b1en un ebne. On obtlent C en recollant tous ces

objets.
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Au lieu de prendre la famille de cOnes ci-dessus,on considére
la famille de variétés projectives qu'ils définissentzon obtient le

Projan de G. On obtient ainsi Projan G-Y.

(3.5.6) S'jil est en général facile de consitater qu'une GY—algébre
graduée est de type fini, il n'est pas toujours aisé de trouver si une

OY—algébre graduée est de présentation finie.

Nous allons donner un critere pour qu'une GY—algébre graduée

de type fini soit de présentation finie.

Propogition ¢ Pour une GY—algébre graduée G de type fini les deux

conditions suivantes sont équivalentes:
a) G est une somme directe de OY~modules cohérents 3

b) G est de présentation finie.

Si G est de présentation finie pour tout x €Y, il existe un

ouvert UCY qui contient x et une suite exacte :
oaﬁg(eﬂu)wlﬂ..ﬂm]aMqu .

Les éléments de degré k de G|U sont quotient des 61léments de

degré k de (OY\U)[T ij.par les éléments X, de X de degré k et ce

11"'7
quotient est cohérent car ¥ est de type fini.

La réciproque a besoin du théoreme de Cartan-Oka que nous

allons rappeler :

Théoreme de Cartan-Oka (3.5.8) : Soit Y un espace analytique complexe

(non nécessairement réduit). Soit & un @Y—module cohérent. Soit F; une
suite croissante de sous—@Y—modules cohérents de { . Alors la suite des

'Si est localement stationnaire, i.e. pour tout x€Y, il existe un voi-

sinage_ouvertlUk:Y‘et un entier nO(U)ﬁ>O tel que

gi]U = gi+1lU = ...
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peour tout i:>nb(U).
On tire de ce théoréme?léfcorqllqire suivant qui est évident
Corollaire (3.5,9) : Le faisceau de modules ggi est alors cohérent.

Nous sommes maintenant en mesure d'indiquer comment on démon-
tre la proposition (3,5.7). Comme G==% Gh est de type fini, en tout
point y €Y il existe un voisinage ouvert U de y sur lequel on a la

suite exacte
0_,}5_..(@Y|U)[T1,...,Tm] -® GnlU -0 .

Considérons 1l'idéal K. de (OY\U)[Tl,...,Tm] engendré par les
éléments de degré au plus égaux a i de . Si K_ désigne la composante
de degré o« de 1l'idéal homogene # on a que K. est 1'idéal engendré par

© K dans (@Y|U)[T T 1. On obtient dome

- 1200
[045%1

ﬁi “ Hi+1
= U hi.
izo
Pour obténir la proposition (3.5.7), il suffit de montrer gue
la suite des ﬁi est stationnaire. On remarque que l'on ne peut pas
appliquer directement le théoréme de Cartan-Oka. Mais on remarque que
le Specan de [OY|U)[T1,...,Tm] donne Ux €. L'idéal %i donne un faisceau
cohérent ﬁi' I1 suffit de remarquer que d'apres le théoreme de Cartan-

Oka la suite des ﬁi stationne localement et que ceci entraine que la

suite des.’}\‘fi stationne localement sur Y. Il en résulte que ¥ est loca-

lement de type fini.




(3.5.10) Exemples d@'applications de (3.5.7),
(j) Spit X un espace analytique et soit § un faisceau dtidéaux
cohérents sur X qui définit le sous-espace analytique fermé Y de X.

On définit 1'algébre de Rees de J par

R(s) = & .

n=o

La multiplication de @X induit sur R(S) une structure de

QX—algébre graduée. Cette G&-algébre graduée est en fait de présentation

finie. D'une part elle est évidemment de type fini car sur U on a un

épimorphisme
‘ (@X\U)m_, §|U -0
qui donne
(cMLIN FERPPRL . ~@ (sluy* =0

La praposition (3.5.7) donne que R(s) eat de présentation

finie car 3n est cohérent pour tout n€ N.
On peut donc définir
. ’ T
Projan ﬁ(f}) — X

qu'on appelle communément la modification de X de centre Y.

On note Projan R(S)==X'. Cherchons a voir gui ést la trans-

formée totale fﬂl(Y) de Y

£71(¥) = Projany (R(3) % @X/S) :

c\,114“1

Or R(R, G /3= & 017 .
8 @Xx/o n.?_od R




“On‘'a déja noté gnYX== @ 3%//%n+1 muni de la stfucﬁﬁfeﬁﬂe
n.zo

'Qx—algébre craduée induite par la maltiplication dané'QX;' Le Specan

d
ie grYX don?i'Cx,Y
autre que f “(Y).

et la famille de variétés projectives associde n'est

(:) Soit Xugos un morphisme d'espaces analytiques complexes et

Ye2sX un sous-espace analytique fermé de X.

On a vu que l'on avait un systeme projectif

PR (Y) —s P (Y)
X/s X/s

. n - il n-1; ‘ 0 ,
et on notait gr PX/S(Y) le noyau de PX/S(Y)-aPX/S(Y) avec gr PX/S(Y)=©Y'
Alors la @Y—algébre graduée

grPX/S(Y) = @ grnPX/S(Y)

n:=o

isomorphe a grYﬁfoX d'apres (3.4) et est par conséquent de présenta-

tion finie.
On verra alors @

Proposition : Si Y est lisse sur S en x alors la suite @

. [0}'“CY><SY,Y'*CYxSX,Y"CX,Y - {0}

est une suite exacte de cOnes de X.

Remarquons que Y ligse sur S impllq?e.anSY,Y‘ egt un fibreé

vectoriel sur Y.

Une conséquence de la proposition (3.5.11) est alors




Corollaire (3.5.12) :+  Soit X-EsS un morphisme analytique Y TeX un
gous-espace analytique fermé de X et x €Y., 8i Y est lisse sur 8 en x,

les trois conditions suivantes sont é'quiv'alentes !

1°} PE/S(Y) est plat sur Y en x pour tout n 3

2°) grn‘PX/S(Y) egt plat sar Y en X pour fout n ;3

3°) grYX est plat sur Y en x, i.e. pour tout n grgX est plat sar Y en X.
Ce corollaire est intéressant pour les raisons suivantes !

pour les PX/S(Y) on a le ¢ritére numérique de platitude et les proprié-

tés fonctorielles, pour les gr PX/S(Y) on a des propriétés de finitude

et grYX est ce qui nous intéresse.

L'équivalence de 2°) et 3°) provient de la proposition (3.5.11)

ai on est convaincu que, comme PoOUr les modules, =1 CY'K/SY Y et CX,Y'

sont plats sur Y, CYX €Y est plat sur Y. Or CY;( Y,Y étant un fibre

gt S :

vectoriel, il suffit de voir que C est plat sur Y si et geulement
YxSX Y

gi CX . est plat sur Y, car "la suite des OY—algébres graduées est en

sensg inverse de celle des cones"
(Ceci n'est pas une démonstration).

. ~ 't .-b I3
Disons plutot que CY ’}-SX"Y est (1ocalement) le produit fibre
au-dessus de Y du cone relatif CX v et du fibré vectoriel CYx Y v o

On voit bien géométriquement que le produit est plat si et seulement si
X v 1'est. (Pour ceux qui aiment 1'algebre, ¢ est le fait que si M= A"
est un A-module libre et N un autre A-module, Tori(N @) =0 si et seule-

ment si

A,
Torl(N®AM, g) = 0

Ay .
car Torl(‘? s ﬂ\) commute aux sommes directes.




Remarque (3.5.13) : Rappelons gue dans

le corollaire (3.5.12) o

supposé Y lisse sur S en x, i.e. il existe un voisinage ouvert Ude v

dans Y, un ouvert V de Gk et un voisinage ouvert W de d(x) dans S tels

gque U induise un morphisme T:U-W et gue l'on ait wun isomorphiszme

USW2AV pour lequel le diagramme suivant

o p, est la projection sur W.

goit commatatif @

On dit que Y est lisse gsur S =i Y est lisse sur S en tout poeink

de x€Y.

Si les conditions équivalentes
vérifides, alors le critére numérique de

dit que 1l'application de Y dans N qui a

du corollaire (3.5.12) gont
platitude {cf. 4°) du (3.5.3))

v €Y fait correspondre

. n ‘
dlmgPX/S(Y) §St localement constante au

voiginage de x dans Y (cﬁ.(3.4,2»3

Y —a N

_ . n
N2l a3 dlmﬂpX/S(Y)°

Comme
n - mo+l
PrsI= 0y My Ly
8 ]
(cf. (3.2)) avec s=0(y), on a :
dim, P2, (y) HE (n)
g Py /WY X/8,y

est la fonction de Y dans 1'ensemb1e‘3 des suites sur N :

ou H

X/S,y




est localement constante au voisinage de x dans Y.

Définition (3.5.14) : Si Y est lisse sur S en x et si les conditions
équivalentes 1°), 2°) et 3°) de (3.5.12) sont réalisées, on ait que X

est normalement plat le long de Y en x relativement & 0: X-»S. On dit

aussi que X/S est normalement plat le long de Y.

Si S est réduit & un point, cette définition n'est autre gue
1a définition d'Hironaka dans son article sur la résolution des singula-

rités {Annals of Math. 1964).
Dans le chapitre suivant on va partitionmer X par des ensembles
1 . g
[ = r L d N
Xu de telle sorte que xéEXu¢>HX/S’X HOC ou Ha est une application de

dans N associée a Xa'

Dans ce cas XJS est normalement plat le long de Y si et seule-

ment si YC -XOC pour un certain d.
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IV - LA STRATIFICATION DE SAMUEL

(4.1) Le but de ce chapitre est de trouver une famille d'espaces ana-

de N dans N telles que :

- 4 . " - a
lytiques (Xa)aeA munie d'applications (Ha)aEA

1 —
a) x€X o H /S,X—H

X o

b) les Xa forment une partition de X :

¢) 1la partition {Xa}aEA de X est localement Tinie.

A . N 4)
Pour cela on va considérer la situation ou X-+8 est un mor-

phisme d'espaces analytiques,YSGX est un sous-espace analytique réduit.

On va tout d'abord montrer que l'ensemble des points y€Y ou
X/S n'est pas normalement plat le long de Y est un fermé analytique
(i.e. le support: d'un espace analytique fermé) de Y de dimension stric-

tement plus petite que Y.

On a a notre disposition un théoréme de Frisch {également appe-~

1é théoreme de platitude générique) qui peut nous donner ce résultat,

car,d'aprés le corollaire (3.5.12), il s'agit de montrer que 1l'ensemble
des points de Y ou grPX/S(Y) est OY—plat est un ouvert analytique par-
tout dense dans Y (un ouvert est dit analytique si son complémentaire

est le support d'un espace analytique fermé).

Plus généralement on va considérer

Définition (4.1.1) : On dit que G est un QYwmodule gradué de type poly-

nomial fini si, pour tout x de Y, il existe un ouvert U et un entier m

l,...,Tm]—module gradué de type fini.

tels que G|U soit un (C&IU)[T
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On dit gque G est un QY—module gradué de présentation polyno-

miale finie si, pour tout x de Y, il existe un ouvert U et un entier m

tels que G|U soit un (@Y\U)[Tl,.,.,Tm]—module gradué de présentation
finie.

On va alorsg montrer
Proposition (4.1.2) : Soit Y un espace analytique réduit et G= & G

neN
un, GYﬂmodule gradué de présentation polynomiale finie, alors 1'ensemble

des-points y €Y ou Gy est un @Y y_module plat (donc 1ibre) est un ouvert
H
analytique partout dense de Y.

Remarguons gue cette proposition nous donne le régultat cher-
ché avee G==grPX/S(Y). D'autre part, notons gque le lemme suivant est
une conséquence facile du lemme (3.5.4) et du critére numérique de pla-

titude (cf. démonstration du 1°) et du 4°) de la proposition (3.5.3)) 8
Lemme (4.1.3) : 8i % est un GY—module cohérent avee Y réduit, aloxs
l'ensemble des points y€Y ou gy est @Y y—libre est un ouvert analyti-

3

que partout dense.

Démonstration de la proposition (4.1.2)

Nous n'utiliserons pas le théoreme de Frisch inveque ci-dessus.
Celle gue nous proposons aura l'avantage de se généraliser aux espaces
analytigues mous, i.e. sur des corps valués, discrets (non nécessaire-

ment de caractéristique nulle).
Nous allons donner l'idée de la démonstration.

Tout d'abord il faut adapter aux OYﬂmodules gradués de présen-
tation polynomiale finie les résultats obtenus pour 1es_©Y—algébres gra-
dués de présentation finie. En particulier si G est un @Y—module sradué
de présentation polynomiale finie, les composantes Gn gsont deeg C&~m0du198

¢cohérents. On a également un analogue a la proposition (3.5.7) si G est

un @Y—module de type polynomial fini.




Ceci dit, le lemme (4.1.3) implique alors que, pour tout nc¢ N}I

Gn est plat sur un ouvert analytique partout dense Un'

Done G est plat sur N U_ et le théoréme de Baire dit que

nelN ,
N U , intersection d'ouverts denses,est dense. Malheureusement ceeci
nelN : R .
ne montre pas que (1 U est un ouvert analytique .Pour montrer que

nelN

1'ouvert congidéré est un ouvert analytigue partout dense, il nous suffit

de vérifier que localement en tout point de Y c'est un ouvert analytigue.

On aura besoin de la fonction caractéritique d'Hilbert.

Définition (4.1,4) : L'application de WNdans N qui a n¢ N fait correg-
pondre dimmGn(y) ou Gn(y)==(Gn)y® € est appelée la fonction carac-

QY},Y

téristique d'Hilbert de G en y. On note HG y:céfte appiicéfion.

3
Théoreme (4.1.5) : Soit R une algébre de polynfmes de m variables sur
un anneau local artinien A, G un R-module gradué de présentation finie
sur cette algebre de polynome, alors il existe nO(G)E N et un polyndme
PG en T de degré au plus égal a m- 1 tels que pour n=zn on ait -

dim,, Gn({\) - PG(n.)

on Gn(A)=(%1®RﬁJM avec M, idéal maximal de A et A/M considéré comme
R-algebre par 1'homomorphisme de R dans A obtenu en substituant 0 aux

variables.

Corollaire (4.1.6) : Si G est un Oy—module gradué de présentation
polynomiale finie, pour tout ye¢Y, Hé,y(n) cofncide avec un polynome
PG,y(n) pour n assez grand, et de plus le degré de PG,y(T) est locale-
ment borné.

®

ni méme qu'il en contient un !




Remargue (4.1.7) : La fonction de Samuel est une fonction caractéris-
tique d'Hilbert. '

Appelons nO(G,y) le plus petit entier a partir duquel HG .
?
cofncide avec la fonctiomn polynome PG . D'autre part,si, sur U, '
. ! .
GlU est un (GYlU)[Tl,...,Tm]—module de présentation finie et si les

deux fonctions HG et H avee v, y' €U coincident sur

G,v'
. H ]
sup(nO(G,y),nh(G,y’D-+m valeurs, alors elles cofncident partout.

Donce, si nO(G,y) est borné indépendamment de ¥ dans un ouvert U

partout dense de Y, on aura gagné sur un tel ouvert.

Mais on ne sait pas borner nO(G,y) ! Cependant si OY - est
]
régulier, alors on a "les Syzygies" et "i]l est bien connu" qu'on peut

calculer nO(G,y). I1 faut donc procéder autrement.

Or si dans un voisinage de x &Y on a montreé qu'il n'existe
qu'un nombre fini de HG - on a également gagné. Ainsi, si on sait mon-
trer que l'ensemble des’points ou Gy eat plat sur GYaY contient un ou-
“vert analytique dense, par récurrence sur la dimension de Y en x oun
obtiendra la finitude du nombre de HG dans un voisinage ouvert X

H
dans Y.

Plagons-nous dans le voisinage ouvert U de x dans Y gur lequel

on a la suite exacte
O.eN_,(OY]U)[Tl,...,Tm]—»GIU-'O .

(4.1.8) On va démontrer la proposition (4.1.2) dans un voisinage ou-

vert de x gontenu dans U

1. .en démontrant par récurrence sur m que l'ensemble des yEY ou

GY est libre sur OY - contient un ouvert analytigue dense 3
A [N H

9, en montrant comment ceci implique la finitude du nombre des

H au voisinage de x €Y.
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. Montrons le point 1. de (4.1.8).

Congidérons la multiplication par Tg dans G|U. Notons
byt GlU-«G|U cet endomorphisme. Soit Ka le noyau de e e On a donc 1a
suite exacte de (OY|U)[T1,...,Tm]—modules :

Mo

0-K -GlU GlU .
o

Evidemment on a KaC:Ka+1 , et, comme b, est gradué, Ka est un sous-
module gradué de G. De plus Ka est un (OYiU)u[Ti,...,T1]~modu1e de pré-
sentation finie. En effet ua(GtU) est un (OYIU)[Ti,...,Tm]—module de
type fini. Une proposition analogue & la proposition (3.5.7) montre que
ua(G}U) est en fait un (GYlU)[Tl,...,Tm]—module de présentation finie
car il est somme directe de (OYIU)-modules cohérents. Ceci montre alors
que I{Oc est. un (GY|U)[T,,...,Tm]—module de type fini. En effet si

A::{G&|U)[T1,,..,Tm] on a une surjection de (G&]U)[Tl,...,ijmmodules :

wov .
D'ou la surjection : A® ——E——BHQ(G)~4O.

Le noyau de MY s'envoie surjectivement sur Ka par v. Il
suffit de démontrer que le noyau de M,V egt de type fini. Pour cela
on procéde comme pour la démonstration de la proposition (3.5.7) et
on montire gue sur un ouvert UO de U contenant x, (Ker uaV)|Uo' est de
type fini. Doenc KOC U0 est de type fini et on applique a nouveau la méme
‘méthode pour prouver que U Ka est localement stationnaire.

a=pB
Done sur un ouvert U'!' contenant x et évenfuéllément plus petit

que U on a :

= 1
U Ka[U' K_|U
o [¢]

K, est annulé par une puissance de T ¢ c'est done un(c&lU'rT1’°"3Tm51]"
o R




module gradué de type fini. Comme il est somme directe de sous-modules
cohérents, 1'analogue de la propositions (3.5.7) nous montre qu'il est

en fait de présentation finie,

D'aprés 1'hypothése de récurrence, il existe un ouvert analy-

tique U1 dense de U' sur lequel Ka |U' est plat.
o

Posons a==G|U)/KOc \U'.
‘ 0

Soit T GG le morphisme induit par la multiplication par Tmu

Le conoyau de T  est noté G'et on a la suite exacte

T
0 -0 —%G = G -0

G' est alors un (@Y[U')[Tl,...,Tm]-module gradué de présentation finie
puisqu'il est annulé par la multiplication par %, et les mémes arguments

de finitude que plus haut.

Par hypothese de récurrence sur m, il existe donc un ouvert U2

analytique dense de U' ou G' est plat.
Sur 1'ouvert analytique dense U1f1U2 de U', G est plat.

En effet G) est isomorphe a ED donce EO est plat sur U1(1U2.

e ‘ - " 0

Comme G et G1 sont plate sur U1{1?2 ,Gl est plat sur UlﬂU2 et ainsi
de suite, on a, pour tout n&é N, Gn est plat sur Ulr]Uz.

Mais comme Ka LU est plét sur Ul’ il est a fortiori plat sur
, - o :
UiEWUz et comme G==G'U‘//KOC |U' est plat sur U NTU, d'aprés ce qui pré-
o

céde, G|U' est plat sur U, NU,.

On a donc bien trouvé un vdsinage ouvert U' de x el un ouvett

analytique dense Ul(WUz dans U' tels gque la restriction de G a UlﬂU2

soit plate. L'ensemble des y&Y ol GY est OY yulibre contient donc un




T1.

~ouvert analytigue dense. On va alors montrer le poihf;é;Vdé.(4{l.8),
Lemme (4.1.9) : Pour tout x€Y il existe un voisinage ouvert U" de x
dans Y tel que l'application de U" dans l'ensemble . des suites de N
I A [ : . Y

qui a y €U" fait correspondre (HG,y(n))nEII :

un u——>/3

s
y (Hy (0D ew

n'y prenne qu'un nombre fini de wvaleurs.

Preuve du lemme (4.1.9) : On fait une récurrence sur la dimension de

Y en x.
Pour_dimxﬁf=0 , ¢'est évidemment vrai. Rappelons aussi que, si G est

plat sur Y connexe, alors HG v ne dépend pas de yc Y,
3

Or on a un ouvert analytique partout dense Y«-Y1 de Y sur

lequel G est plat. Sur chaque composante connexe de Y-Y il n'y a

1

qu'une fonction H « Localement il n'y a gu'un nombre fini de compo-

G,y

santes connexes, comme de plus dimxﬁf <dimX'Y, on démontre donc le lemme

1
avec l'hypethese de récurrence que 1'on applique a Y, .

I1 résulte de ce qui précede :

Lemme (4.1.10) : Pour tout x€Y, il existe un voisinage ouvert U de =x

dans Y et un entier n o€ N +tels que pour tout yecU, H (n) prend les

G,y
mémes valeurs qu'un polyndme de degré au plus égal a m- 1 pour n=zn_ .

Preuve du lemme (4,1.10) : Soient H Hr les fonctions caractéris-

EEERE,
tiques de Hilbert qui apparaissent effectivement sur un veisinage ouveri

U de x ou on sait qu'elles sont en nombre fini d'apres (4.1.9). Alors

gi niGZN est tel que Hi(n) prend les mémes valeurs qu'un polyndme (qui

est alors de degré au plus égal a m~- 1) pour nzn;, on prend n =supng .
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Dans ce casg, si %(G) est ltensemble des y€Y ou Gy et G, ~-libre,

Y,y
on a i
B(G)NU = {y EUW(Gn)y, est libre sur OY,y' pour tout n¢5n0~+m} .
On voit donc que B(G) est bien un ouvert analytique dense dans Y
et la proposition (4.1.2) est démontrée.
(4.2) Appliguong les résultats de (4.1) a G==grPX/S(Y)u

Supposong alors Y lisse sur 8 par Y-S,

L'ensemble des points y£€Y ou X/S est normalement plat le long
de Y est donc un ouvert analytique dense de Y. Notons %(grPX/S(Y)) cet

ouvert.

Remarquons que si Y est réduit mais singulier alors
%(grPX/S(Y))F]%(Y) est un ouvert analytique partout dense de Y (avee

8(Y) ouvert des points non singuliers de Y).

Proposition (4.2.1) : Soit X g S un morphisme @'espaces analytiques,

alors l'application de X dans P qui a x fait correspondre Hé/S . est
3
gemi-continue supéreurement, i.e. pour tout S::(Sn)nEN'E“g , 1tensemble
. p 1 : - . :
Fs des points x £€X ou pour tout n, HX/S,X(D) 2sn.,est un fermé analy-

tique de X (i.e. le support d'un sous-espace analytique de X)w

Preuve : Si x€X, on va démontrer gqu'il existe un voisinage ouvert U1
de x dans X tel que UlfWFS goit un fermé analytique de X. Ceci entraine

évidemment la proposition (4.2.1).

Choisissons un voisinage ouvert U, de x dans lequel il n'appa-

. 1

rait qu'un nombre fini de H; S,y pour y(EUl. Ceci est possible en appli-
3

quant le lemme (¢.1.9) quand Y=X

g’ Sous-espace analytique réduit sons-

jacent a X.




Soient Hl""’Hr les différentes fonctions
raigsent effectivement sur Ul' On suppose la numérotation & diéie”dé}:

telle sorte que :
Hi n'est pas = 8 pour i, l<ic<p
H, = s pour Jj, ptl<j=r .

Pour chaque i, 1<£1i<p, il existe un plus petit entier vi
tel que
Hi(vi) < Ny l<is<p .
i
L'ensemble des points xela_oﬁ

/ (v ) 28, """HX/S . (v ) cofncide alors avec st]Ui puisque

necessalrement H

X/8,x

gera l'un des Hj (j=‘p+1,..,,r). On applique alors
v g
le lemme (3.5. 4) aux faisceaux P /S (1 si,sp) pour obtenir que F est un

~fermé analytique de Ul'

(4.3) L'ensemble des résultats précédents nous donne l'existence

C e . . - 0]
d'une stratification de Samuel sur X relativement a X - S,

Théoréme (4.8.1) : Soit X A S un morphisme d'espaces analytiques. Alors
il existe une famille localement finie de sous-espaces analytiques

{x KGEA de X et de fonctions {H ] de 4 (fonctions de N dans N)
telles gue :

(:) On ait :

o’ oEA

1
x€X, © H’X/S','x =i, -

(j) 81 X désigne la fermeture de X dang X, Ea et Ea-X gsont

des sous-espaces analytiques fermés de X. (et done dlm(X -X )<:d1m(X 1).
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Définition (4.3.2) : Une telle partition {x d'un espace analyti-

- o B)BEB ‘
que X avee X & S munie d'une famille d'éléments {HB}BEB de 4§ qui véri-

tie le (D) et le (2) au théoréme (4.3.1) est appelée stratification de

Samuél de X relativement a X g S.

Avant de démontrer le théoréeme (4.3.1) rappelons

o ) - 1 . : .
Scholie (4.3.3) : 8i TGEXa alors HX/SsxzzHOC , sinon il existe un
plus petit v, tel que HX/S,x(vo)<:Ha(vo , or ceci contredit la semi-

L . ) . Y]
cantinuité de dimmPX?S(x)= H%/S,x(vo) sur X {c¢f. lemme (3.5.4)).

Démongtration du théoreme (4.3.1)

Soient {Ha} A la famille des éléments de-g qui apparaissent

effectivement conmme Hﬁ/s,x avec x £ X,

. x . |
Considérona 1l'ensemble Xg des points x de X ou H

X/S,XZHa'

La proposition (4.2.1) montre que Xg est un fermé analytique

de X. Donc si la partition {Xa}aEA de X existe, en notant encore X

le support. de X on a nécessairement

o

X c X® .
a a

Soit xefiae Alors il exizte un voisinage ouvert U de x dans
X ou n'apparalt gu'un nombre fini de fonctions H;/S ¥ différentes avec

. 3
vy €U. Seoit {HB}BEB(X) la famille des fonctions qui apparaissent sur U

avec H :>Ha' Alors

B

X NU = (X¥- U X%¥)nU.
o o BEB(X) B

On conclut gréce a un théoreéme que 1'on peut trouver dans

l1tarticle de H. Whitney, Tangents to analytic varieties, Ann. of Math.,

1965, a savoir




Lemme (4.3.4) : Soient V un ouvert de En, Xl un.éoﬁs;égpadésgﬁgfyfidﬁé
fermé de V, Yl 1
est un sous-espace analytique fermé de X1 ainsi gue (X1—=Y1)=-(X1-=Y1)_

un sous-espace analytique fermé de Xi’ alors 1 X «nYi

Or X NU = (X¥- U X¥)NU et B(x) est fini.
B€B(x)

Remarque (4.3.5) XOCMXOt n'est pas en général union de XB ainsi que
la stratification de Samuel n'est pas une gtratification au sens de Whii-

ney (cf. loco citato).

Néanmoins pour tout x€X, il existe un voisinage ouvert U de x

dans X dans lequel on ait

1 1
Hy/s,x0 = Hx/s

pour tout x' gU.
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V -~ LE THEOREME DE TANGENCE

(5.1) . Nous avons vu que, dans le cas des courbes planes, la modifi-
cation de centre le point singulier n'augmente pas la multiplicité de

la courbe au point singulier. D'autre part dans le cas des hypersurfaces
on. a vu que les modifications qui nous donnaient une bonne chance de
résoudre les singularités étaient celles qui étaient permises, i.e. celles
pour lesquelles 1'hypersurface était normalement plate le long du .centre.
Nous nous intéressons donc aux modifications permises et a leur effet

sur ce qui généralise la notion de multiplicité dans le cas d'un espace

analytique quelconque, & savoir la fonction de Samuel.

Rappelons que dans les chapitres précédents nous avonsg consi-
déré . la situation d'un espace analytigue X et du morphisme d'espaces
analytiques X-g-S pour définir les diverses notions comme la fonction
de Samuel relative ou la platitude normale. Désormais on va supposer

que S est l'espace analytique réduit a un point. Par conséquent on a

Définition (5.1.1) : Soit X un espace analytique complexe, Soit ¥ un
sous-espace analytique lisse fermé dans X. Soit x€ Y. On dit que X est

normalement plat le long de Y en x ai grYX est plat sur Y en x. Si X

est normalement plat le long de Y en tout point x €Y, on dira que X est

normalement plat le long de Y.

Remarquons que grace a la proposition (4.1.2), si X es% norma-
lement plat le long de Y en x, il existe un ouvert analytique U dense
de Y qui contient x et tel que, pour tout x' €U, on ait X normalement

plat le long de Y en x'.

Par ailleurs rappelons que (3.5.12) nous donne des définitions
équivalentes de la platitude normale de X le long de Y en x a l'aide

des P;(Y) ou de grPX(Y)o




7.

Définition {(5.1.2) : Une modification de X de centre Y est dite per-

mise si X est normalement plat le long de Y.

Nous avons en vue le théoréme suivant qui nons dit. 1'effet

d'une modification permise sur la fonction de Samuel

Théoréme {5.1.3) : Soit X un espace analytique complexe normalement
plat le long d'un sous-espace analytique lise Y fermé de X. Soit x € X,
Soit f: X' »X la modification permise de X de centre Y. Pour tout

x! Efnl(x), on a 3

1 1
HX' EX'.S HX,X .
Avant de faire la démonstration de ce théoreme, nous allons

faire gquelques rappels.cencernant la platitude normale.

(5.:2) Soit Z un espace analytique complexe lisse., Soient XGZ un
sous-espace analytigque fermé de 7%, YGX un sous-espace analytique lisse

fermé de X et x €Y.

On a annoncé au chapitre II1 gue la suite de cones (3.4.5)

suivante est exacte

0—=Cy v,y 7 Crx,vy 0%,y 0 -

{(Rappelons gue dans ce cas S est réduit a un point)o

La démonstration (qui n'a pas été faite) utilise que CYxY,Y

est lisse car Y est lisse (C est en fait isomorphe au fibré tangent

' YxY,Y
de Y), que 1'on a les immersions fermées

N s
Cyxx,y T Cyuz,y
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de CYxX,Y et CX,Y respectivement dans les fibrés vectoriels chi,Y et

CZ y sur Y et que la suite de fibrés vectoriels sur Y suivante est
3

exacte 3

0=Cy v,y Cyxg v>% y—0 -

On a donc le diagramme

0-C —sC —C =0

Y«Y,Y Y+X,Y X, Y

]

Yot v ™ Cyez, v =02,y 0 -

(5.2.1)

¢ —C

Rappelons que CX,Y = Specan grY_X et CYxX,Y = Specan gr PX(Y) o

Le corollaire (3“5n12) nous donne alors que si C est plat

. XY ,
sur Y en x, alors CYxX v est plat sur Y en x et le diagramme (5.2.1)
]
donne H
0_$TY,xq$CX,x—*CX,Y,x-—50
(5.2.2)

1]

.O_$TY,X—&CZ,X—§CZ,Y,X =0
en considérant les fibres sur x des cones de (5.2.1).
(Rappelons que Z étant lisse CZ,x==TZ,x:=EZ,x)“

On constate alors que, si C est plat sur Y en x

X, Y
o ° 3 i 2 = ) s “}- 5 - t
(5.2 3) (:) Les translations de CX,X dans CZ,x TZ,x par des élements
de T laissent C invariant.

Y,x X, x

(:) Le quotient CX,X//TY,X de CX,X par l'action précédente

est isomorphe a C

X,Y,x°
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Nous avons remarqué a la fin du chapitre II que (5.2.3) est
vrai dans le cas ol X est une hypersurface de Z normalement plate le

long de Y en x.
Nous avons alors

Théoréme (5.2.4) : Si (D) et (:) de (5.2.3) sont vérifiés, alors

X est normalement plat le long de Y en x.

Ce théoreme dit en particulier que le diagramme (502p2) dont
les lignes en x sont exactes donne un diagramme de cones (comme (552.1))
sur up voisinage ouvert de x dans Y dont les lignes sont exactes,
Ainsi une condition en x s'étend dans-un voisinage de x dans Y. Clest

pourquoi on appellera ce théoréme théoreme de continuité 0 pour des

raisons que nous expliquerons dans la suite.
Dans ce qui suit nous aurons hesoin de la

Définition (5.2.5) : Seoit C un cdne de EN, On appelle faite de C

ltansemble des vecteurs v de EN tels que C+v = C,

Le faite de CX x muni de sa structure naturelle d'espace ana-
B

lytique réduit est appelé 1'espace tangent strict TX X de X en x.

b

On a donc @

Remarquons qu'on peut avoir :

ou iT

et C non réduit.
X,x




est strictement contenu dans C'-.:y.
X,x X,x

Done en général T
On a alors le théoréme suivant :

Théorame.(5u236) : Soient x€YSXGZ avee et Y lisses. Les conditions

suivantes sont alors équivalentes

(:) gryX est plat sur Y en x (et d'aprés (3.5.12) P%(Y) et grnPX(Y) sont

plats sur Y en x) ;
_ (a) T, ct

Y., x X,x
(b) CXaX/TYS'X-»CX,Y,X .
(3) 11 existe des générateurs (£,5000,% ) de 1lidéal qui définit X

dans Z en x qui engendrent (InY(X’Z))x et gui sont équimulitiples

le long de Y au voisinage de x
vY(fi) = vx(fi) pour 1<izcm

11 existe un voisinage de x dans Y en touw point duguel X so0it nor-
malement plat le long de Y.

. . i
L' i "
<i> application yAaHX -

de Yo Sest constante dans un voisinage de x
. ? N " :
dans Y, ou +F désigne liensemble des suites d'entiers.

On a, d'apres (4.1.2) et le critére numérique de platitude,

D=®=® <t ©=O=O-

11 reste a voir C:)=>(:). Nous ne le ferons pas tout de suite.

Remarquons que ce théoréme implique le théoréme de continuité 0 (5.2.4)

qui exprime (:)E:(:),

(5.3) Avant de faire la démonsitration du théoreme (5°1a2), nous

avons besoin de définir une notion de transversalité,




Soient Z un espace lisse, XGZ un sous-espace analytique de
%, EG7 un sous-espace lisse de codimension d et x € ENX. Un va chercher

5 définir la transversalité de E et X en x.

Dans le cas des hypersurfaces, la définition cherchée expri-
mera que la multiplicité de ENX en x égale celle de X en x. D'autre
part, si X est non singulier, la notion trouvée colncidera avec la

notion classique de transversalité.

Dans le cas d'un espace analytique quelconque, la fonction de
Samuel joue le rdle tenu par la multiplicité pour les hypersurfaces.
Mais si X, et X, sont des espaces analytiques de dimendons différentes

1 2
avec XGEX1(WX2 (supposons par exemple dimXX1<:dimxX2), alors les fone-

tions de Samuel de X, en x et de X2 en x vérifieront en général

1
H1 <1H1 . On est donc amené a comparer les fonections de Samuel de
Xl,x X2,

Xlalmk en (X,O) et de X, en x avec k==dimXX2-dimxX On a défini 1la

2 1°

v N o
i-eme fonction de Samuel par :

On a alors

Lemme (5.301) : Soit X un espace analytique complexe et x€X. On a

alors pour tout ke N :

Xz, (x,0) .
Preuve : BElle se fait par récurrence sur l'entier k et elle est assexz
facile.
On va donc comparer H1+d et H1 ou d=codimension de E
’ XNB,x X,x

dans 7.




Propogition (5.3.2) : 1) On a :

1+d i
Hyom,« = Hx,x

2) Les conditions suivantes sont équivalentes :

1+d 1
a) Heem,x = Px,x
b) TE x est défini dans TZ , par une suite réguliere pour l'algebre
5 bl
grxXa
= ry * 3 !
Rappelons que TE,x CE,X eat défini par ngE et que 1l'on a

la suite exacte
O—W&Inx(E,Z)~m§ngZ —9ngE eS|
Par ailleurs on a 1l'épimorphisme
ngZ —% ngX -0 .
On a donc un morphisme :
InX(E,Z)ﬁmbgrxX .

On demande donc gue 1'image d'un certain systeme de générateurs
d 3 3 s ‘ G 3 e - \) ; _ X .
e InX(E,Z) dans ngX soit une suite réguliere du @X,x module ngX
Définition (5.3.3) : 8Si E et X vérifient les conditions équivalentes

de 2) de (50332), on dira que E et X sont transverses en x, ou bien gue

“
E est transverse a X en X.

Cette notion de transversalité est faible. Il faudrait peut-

o~ . . I’y . = o . - =
etre demander que cette propriété soit encore vrale apres modification.
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(5.4) Nous allons maintenant démontrer le théoréme (5.1.2).
Remarquons tout d'abord :

Lemme (5.4.1) : Soit C un cone algébrique non trivial de !ENs Soit

Aot !BN— {0]-»]PN-1(1') le morphisme canonique . ‘ . On note
X=Proj{C)=xr(C-{0}) la variété projective associée a C. Soit x€X, on
note 1 la droite de & qui lui correspond : 1X==K_1(X)LJ{O],

Alors :

' i i+l . .
@ HC,O = HX,X pour tout entier iz=1.

@ Les conditions suivantes sont équivalentes :

. i i+l
i) Hyo =My,
ii) GCTC,O H

iii) C est normalement plat le long de lX .

Preuve : Le morphisme A définit la fibration C - {O}—K'aX dont les
fibres sont des droites complexes privées de l'origine. Comme N est

lisse en tout point t¢ lx, 13740, on a 3

i i+1
HC,t B HX,X
(cf. lemme {(5.3.1)).
- ‘ Or Hé,OzH:(l],t puisque 0 est dans l'adhérence des points y o
Héy:Hétavec telx, 13740., '
H H

Si on a 1'égalité, dlapres (3.5.13), C est normalement plat

le long de lx en 0 et par conséguent, en particulier, on a 1XCTC 0
. . H
(cf. (5.2.6)).

Corollaire (5.4.2) : La strate de Samuel du sommet d'un céne C de (EN

est son faTte.
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Freuve ¢ Soit x un point de cette strate de Samue_l,_ny_:__(_):rj.fpeﬁt'. éﬁ"ppbser

i i il .
que x # 0, Dans, ce cas HC,O"HC,XH"HX,A(X) pour tQ“Fa¥§§N¢L;99-a;QPnC

o 7 ] - 'S 2 . s 3 5 s
‘lx;t'?"'I'CSO d'apres le lemme précedent et x ¢ TC’,OB La réciproque est évi

dente.

(5.4.3) Done si 1XCZTC g OB aun isomorphisme “naturel! entre

Pl‘Oj(CX,X) et Proj(C/lX)a
En effet on'a la suite exacte
0.._.-,,>1:X.__>,C —C/1_ 0 .
On a donc un morphisme canonique :
X - {X}L}Proj((}/lx) o

Le graphe de v dans {X- {x}) ‘XProj(C/lx) est noté (7)), la restriction

de la projection de X k‘Proj(C/lx) sur X a la fermeture (7). de r{r)
dans Xx Proj C/lx nous donne la modification de X de centre x. On véri-
fie cette assertion en prenant des coorodonnées.
On a donc fﬂi(x)"‘Proj(C ¥

' T ~ A, X
Or fmi(x)=:{x}ﬁﬁProj(C/lx)o
D'ou l'isomorphisme 3

k o
' . C
ProJ(CX’X)-mLi;Prolj((;/lx) o

Cet isomorphisme est fonctoriel dans le sens suivant. On a

an

. 2 Proj(T )= Proj(e /1)
T x A (7

et o, egst induit par o 0
N
¢ .x

C,x




Rappelons les notations du théoreme (5.1.3). On a des espaces
analytiques complexes Z, X et Y. On suppose que Y et Z sont lisses, X
fermé dans % et Y fermé dans X. On suppose que X est normalement plat
le long de Y. On note F: Z' -7 la modification de % de centre Y,

F: X' =X la modification de X de centre Y. On considéere x €Y et

x' € f_l(x).

-1, v _ =1 . .
on a f (x)=F (x)nX —ProJ(CX,X TY’X), en effet Ty STy
3 cause de la platitude normale de X le long de Y en x, et la platitude

-1 » .
normale nous donne f (X)—PTDJ(CX,Y,X) et CX,Y,x CX,X/TY,X'
' et HY)es X Cn

[l

x&€Y X —1

Soit M 1'idéal maximal de ngX des éléments de degré = 1.

Soit ng(grxX) le gradué de grxX pour la graduation définie par M,

on a
grxXﬁng(grxX) .
D'ou H)l( X=HE g pour tout 1€ N..
? X X!
H
= -
Comme TY,X TX,x et que TX,X est le faite de CX,x on a

i+d i
H = H
CX,X/TY,X’D CX,X’O

¢i d=dim Y car C -C T est lisse d'aprés la platitude normale
X X,x X,x Y,x
de X le long de Y en x.

Or le lemme (5.4.1) donne pour tout x' € Proj(C /TY ) =
”1 _'1 X!x ’X
£ (x) = F(x)nX




S itd+l

Flxynx ,x

CX,X//TY,X’O

De plus le(x) est non singulier, car Y et 7 de cembre Y. Or

ia ‘proposition (5m362) donne - :

Hi+d - Hi

i),k EX

. . 0 P s oA v o . -
pour i entier = 1. Cette derniére inégaliteé combinée avec les autres

- donne 3

1 Hl i+d S H1+d+1 > H;

(5.4.4) H = H Co
I L A P b o1 U I

It

pour I entier = 1.

Monsieur Risler de Parie nous a fait remarquer que . l'iméganiliic

i
He &

i
= H;
X, x!
est vraie quand i=20,

La démonstration précédente démontre également

Corollaire (504,5) (ThéorEme de Tangence). g 84 H; x==H§? X,;pUU?kﬁﬁﬁR

i entier.z 1, si‘lxy désigne la droite de CX,X//TY,X dont 1'image dans

Proj(CX x/{TY x) est x', 1x‘ est contenu dans l'espace tangent sirict
’ 3

s . . ~ S w1 . \ & a ¥
de CX,X//lY,X gqui est égal a TX,x/ TY,X et F7 (x) est transverse a

en x' et en particulier

¢ -1 - CX’gx‘fwT

I (X)ﬂX'gx‘ Fmi(x),x”

De plus, il y a un isomorphisme naturel entre € 1. et
est 1'image réciproque de 1_, par CX,X_#CX,X/JTY,X@

CX,x/jo' , ou L

Xi
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i i . ) .
Preuve : On a que HX,X_-HX',X' pour tout i =1 si et seulement si
i+d i+d+1 i+da+1 i
I-IC T ,0-H _1, et H. «-HX,,X,.
X,x Y,x F (x)ﬂX',x' ¥ (x)ﬂX',x'

Or la premiere égalité implique gque 1X1 est contenu dans le
faite de CX,X/GTY,X (cf. lemme (5.4.1}). Si L, est l'image réciprvoque
de 1X1 par CX,X//TY,X , on a méme un isomorphisme naturel de
CFdl(x)ﬂX',x' avece CX,X/’LX'-

La deuxiéme égalité exprime que F_l(x) est transverse a X'

en x' d'apres la proposition (5.3.2).

1

: . .l . .
Sous-corollaire (5.4.6) : 8i HX',X'-_HX,X , alors dim TX',x‘s;dnnTX,x°
Si H:,  =HL et aimT? = dim T alors il existe un
X', x! X,x ~ X', x! X,x '’ '

igsomorphisme de CX' gur CX % °
H

x! ,

1
) X,x
en x' (ef. corollaire précédent (5.4.5)). Ceci entraine bien que

On sait que =i H;,,x,==H alors le(x) est transverse a X'

Q—+CX,,X‘(TT

C 1 -1
X'NF (x),x' ¥ (x),x‘

est un isomorphisme puisque 1l'on a un épimorphisme en sens inverse des
algébres graduées et l'égalité das fonctions de Samuel donne la méme

dimension & chaque degré, donc un isomorphisme des algebres graduées,
En particulier

T , NT T .
Xt,x F_l(x),x‘ X‘ﬂF“l(x),x'

Comme T est isomorphe a T L_, , faite de
X‘ﬂF_l(x),x‘ X’X// *

' ! -
CX,X/ L‘x" , par l'isomorphisme de C avec CX,x/LK' (cf. preu

X‘ﬂF_i(x),x'
ve du corollaire (5.4.5)), on a done
dim T = dimTX,X-dimLx' = 7 - (a+1)

X' AP (x), x!




avee T=dimT

et d=dim Y=qaimT
X,x X

Y,x’
Comme la codimension de T Y dans TZ' . égale &+i,
F (x),x' o X

avec T!' =dimT on a

xt ",’X'

®

Tt o {d+1) = dim (T nr :
e T

-
D'oun

- (d+l) = T - {a+1)

et

a

Tt

A
—
°

On a le diagramme commutatif suivant :

C Y ,ﬂT /T ' 'ﬂT - —3C ' /T ' 1
X', x F_l(x),x' X' ,x P 1(){)’}(r X',x X,xt'

l \,

0 0

oi les colonnes sont exactes. Le carré supérieur étant cartésien, une

bonne chasse permet de rapporter que ¢ est injectif.
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Supposons que T'=7T, On a T, NT =T .
Xr,x F 1(x),x' X'NF 1(x),x'
Done T,, _, +T =T,, _, et
X X F 1(X),X' Z » X
B S Tt
H
Comme tout élément de Cy, _, est équivalent a un élément de
? .
CX‘ X! ne 4 modulo TX',X' , on obtient que © est surjectif. Donc
F (X)JX'
¢ est bijeetif. D'autre part C,, _,NT _ = e , dlaprss
Xux! ey w0 xrET (), xe
la transversalité de le(x) et X' en x', et gt 1, =H}1(r < (i=13}.
X'0F " {x),x" ’

Comme

c nT —a0 nT T nT
X! F_l(x),x' £ Fnl(x)!xv// Kt le(x)sxl

est un ‘morphisme de c¢dnes a fibres lisses, la (i+d+1)—iéme fonction

de Samuel de CX' - ntT 1 ) en 0, donc de X! ﬂFni(x) en x', égale la
’ F ~(x),%

(i+(d+1) + T - (d+1))-—iéme fonction de Samuel de

Cyy 4 NT Ty, . NT pour i € N.

X',x 7 1(}{),}{'/ X',x 7 1(}{),}('

Le méme raisonnement donne gue la i-éme fonction de Samuel de CX' <!
3

égale la (1+T)—1eme fonction de Samuel de CX' ,x/ TX',X‘ .

Done ¢ est bijectif et donne un isomorphisme des algebres gra-
duées » cause de 1'égalité des fonctions de Samuel. Le morphisme § est

bien uwh isomorphisme.

De plus C ntT T N T est isomorphe a
g X! Ful(x),x'/ Xt,x! F‘I(x),x" "

c T . 0r C est isomorphe a C /L_,Y
X'ﬂF"l(x),x'/ X (), x! X E(x),x Xx/ x

et T : a T /L « Done : C T est isomorphe a
X'DF_l(x),x" X,x x! X,x/ X,x

CX',X‘/ TX',X‘ et CX,X est isomorphe a CX',X' , maig il faut remarquer

que ce derniér isomorphisme n'est pas canonique. En fait, (sauf quand




a0,

la modification est un isomorphisme 'y,
C

1"isomorphisme entre CX',X’ et

difica-

X ne peut pas €tre obtenu par I1'application tangente 3 la mo
X

?

tion.
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