CHAPITRE DEUXIEME

THEORTIE DU CONTACT
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(1.1) Rappelons les résultats obhtenus dans le cas des courbes

planes (cf., Chap, T § 1).

Soit X une courbe plane réduite, Le point x€ X désignera
pour simplifier 1'origine (0,0) =0 de ma, Soit W une courbe lisse
passant par x, On choisit des coordonnées (z,w) pour que W soit défini

localement en x par z=0 et que X soit défini par

On a donc une rétraction r:U-WNU d'un voisinage ouvert U de x dans
¢ sur WNU définie par le choix des coordonnées, Enfin on a supposé

(¢f, Chap, I (1,2,1)) :

a. B n'est pas inclus dans CX

r_l(x)gx 1

b. E est ineclus dans C %
X Xy x

(Notons que T =B et T = 5 ) e
-1 -1
r (x),x r (x),x

On a alors défini 1'exposant numérique de contact dX(W,X) de

W avee X en x & l'aide du polygone de Newton de f

d (W,X) = -
x

o) =N

ot & désigne la pente du premier c6té du polygdne de Newton,

Rappelons que les hypothéses a., et b, ci-dessus impliquent
en particulier que dans le polygone de Newton on a un point (0,V)
correspondant au monodme dvﬂzv, ot v est la multiplicité de f. Le premier

c6té du polygone de Newton est alors le coté dont une ds extrémités
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est (0,v),

On a alors défini le contact maximal de W avec X en x (cf,

Chap, I (1,4,7))., Dans ce cas les théorémes (1,4,8) et (1,3,7) du Chapitre

I montrent que :
[dX(W,X)] = r
ol r est le nombre de points infiniment voisins de x,
Le lemme (1,4,9) du Chapitre I nous indique comment on peut

savoir que W a le contact maximal avec X en x, Ceci nous a conduit a

considérer pour tout d€ R" non nul :

In(f,d) = b3 CAB ZAWB
AHB/d=v
ot v, =int {p|p=2a+(B/a) et €, #0},
Un moyen visuel pour obtenir vy est le suivant : considérons

la droite Ay joignant le point (0,v) et le point (vd,0) de Eﬁ% Dessinons
le polygone de Newton de f, Considérons dans 1l'ensemble des droites
paralléles a Mg celles qui intersectent les points de A(f) (dont une |
partie de 1'enveloppe convexe est le polygone de Newton, Cf, Chap., I & 1),
La droite Ld parmi celles-ci, dont 1'intersection avec 1‘axe des ordon-
nées a la plus petite ordonnée, a cette ordonnée égale a Vge L'ordonnée
de 1'intersection d'une droite et de 1'axe des ordonnées s'appellera

1'ordonnée a l'origine de cette droite,
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Exemple : 6 | |

\
I N L
\\
‘\.\.—
4 2 3 I 5 6 * 8 g 10 44 A2
f = z4-322w3+2723w3+1082w5—25w2+w'
d = 3
vy = % i oin (f,d) = —322w2+1082w5 .
1

Notope o= = pente du i-éme cd6té du polygone de Newton

On remarque gque quand d1> 1 on a que

1l<d<d In (f,d) garde la méme valeur

1

di< d< di+1 In (f,d) garde la méme valeur.
On a donc des valeurs di exceptionnelles, Nous verrons dans la suite
gu'une telle situation se généralise : pour obtenir les di il suffit

de regarder la variation de In (f,d).
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(1,2) Dans le cas général d'un espace analytique réduit X aveec x€ X,
on a considéré des modifications permises de centre Y avec xg Y. Soit
f:X' -X une telle modification, Soit x' € X' tel que f(x') =x, On a alors

vu (cf. Chap. I § 5) que :

H)l(',x' - H}li,x = Lx' CTX,X ’
Rappelons comment on définit Ly -
On a : ' f_l(x)ﬁProj CX,Y,X
ol CX,Y,x est la fibre au-dessus de x¢€ Y de CX’Y-Y. La platitude norma-

le de Xk long de Y entraine :

CX,Y,chX,X/TY,X

avec TY,xCTX,x i

Le point x'¢€ f_l(x) = Proj C correspond a une droite 1 contenue
XY, x x!

dans le cone C L'image réciproque de 1_, dans Cy  par

X, Xy ® 3
C —*CX

; i ;
X, x Y, x n'est autre que Lx‘ . En particulier on a

dimL_, = 1+dimY .
X

Notre but est d'étudier le contact de W avec X en x avec w

. . -1 . . ;
lisse. Comme les points x' ¢ f ~(x) "aussi mauvais" que x, i.e, avec

1 1 < iy

HX,X_HX‘,X‘ , donnent Lx' CTX,X , on ne considérera que les W tels que
T = car, comme dans le cas des courbes, on espére que x' ¢ W' ou
W, x Xyx

W est le modifié de W de centre Y.

On va donc définir dX(W,X) £ @ mesurant le contact de W avec
X en x. Comme cela ne cofitera pas plus cher (et sera utile), on définira

dY(W,X) qui nous donnera le contact de W avec X le long de Y.




On se placera dans une situation locale ot X et W sont immer-

rd s
gés dans un espace lisse 7

Comme dans le cas des courbes, on étudie le contact relative-
ment 4 une rétraction r: 7 - W, Malheureusement, si l'on effectue dans W
une modification quelconque, W n'est en général plus lisse et on ne peut
pas restreindre notre étude au cas ou W est lisse, Bien-heureusement
la rétraction r étant lisse aprés imagé réciproque , la rétraction
A

~
¥: %W est encore lisse bien que W ne soit plus lisse, Ceci nous améne

4 nous intéresser aux r-immersions

Définition (1.2,1) : i:Wo7 est une r-immersion si

a) 1 est une immersion
b) il existe un ouvert U de % contenant x et une rétraction

r:U-UNW qui est lisse,

(1.3) Nous allons maintenant définir des objets analogues aux
w,d
C b

X x introduits dans le cas des courbes,
?

Considérons Y, V, X des espaces analytiques. Soient 1: YV
et j: Ve X des immersions, On peut supposer que i et j soient des
immersions fermées.,

Soit d un nombre réel =1,

Définition (1,3,1) : Seit pé€ Hf'. On appelle p-iéme voisinage infini-

tésimal de Y °L.X (ou, par abus de langage de Y dans X) de tropisme d

dans la direction de V le sous-espace de X définipar 1'Idéal cohérent
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22P 44 P est 1'Idéal qui définit 1'immersion j et € 1'Tdéal

P
s/ o

a,bheN

qui définit 1'immersion joi.
On remarque que cette définition est intrinséque et ne dépend

pas d'une rétraction éventuelle de 7 sur W ot % contient X et V=WnX,

Exemple (1,3,2) : Cas ou Y={x}, V=0 et X:ﬂ]z,

P (=z)

1l

1l

)

(z,w) .,

L'idéal Pa&,b contient des éléments du type 22 (a7 + Bw)b

z
a+fb/d>p
a,beN
avec a+(b/d)>p et a,be N, Cet idéal contient donc 2% 2 _lwi pour tout i
entier, 0<i<h, L'idéal en question cofincide donc avec 1'idéal de
C{z,w} engendré par les mondmes z? wb avec a+(b/d)> Ho A priori on sait
que cet idéal ne dépend pas du choix de la rétraction de @® sur € défini

par un choix des coordonnées,

Définition (1.3,3) : On note gr (V,d) la GrY-algébre :
Y

a b a b
&

- I
peR” | adp/dep a+p/d>p
a,bE]N a,belN

dont la structure de @Y—algébre est induite par la multiplication

dans C}X o

(1.3.4) Remarquons que si ug/iIN+%]N, la composante homogéne de
degré p est nulle,

-
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Par ailleurs NFF%]Nest dénombrable et c'est un fermé discret

de B, Toute partie non vide de N+37 N a done un plus petit élément,

; - 1
On peut donc faire des raisonnements par récurrence sur L€ NF+EﬁN¢

X
Lemme (1,3.5) gr(V,d est une @Y—Algébre de présentation finie,

¥

Preuve : On utilise la proposition (3,5.7), car il est évident que

X
. i ’ 1
gr(V,d est de type fini, engendré par les eléments de degrée 1 et 1°
Y
X
On peut done définir le Specan de gr(V,d] . On note
X
X
¢ d Specan gr(V,d i
X, ¥ ¥

Lxemple (1.3,6) : DReprenons 1l'exemple (1,3.2), On obtient que

X
gr(V,d) = L[%Z,W] avec la graduation donnée par degZA“WB = A+{B/®.

Y
7 o . s V,d_ ~ .
Définition (1,3.7) : On appelle CX,Y le cbne normal anisotrope de X
7

le long de Y de V-tropisme d.

(1.4) Considérons maintenant la situation suivante
Yo W
v
Xes 7




:

On a un épimorphisme :

7 X
gr(W,d)-ogr(WﬁX,d)
Y

; . W, d W,d
' . 9 ~ 2
qui donne 1'immersion CX,Y---:CreY °

On va chercher & démontrer un théoréme analogue au résulat

énoncé a4 la fin de (1,1) du présent chapitre,

Théoréme (1.4,1) : Soit W=27 une r-immersion (c¢f, (1,2,1)), Soient
Yo X, X672, YO W des immersions, Il existe une suite finie

d0= 1<:d1< ,.,<:ds<:m==d d'éléments de QU [} tels que :

s+1
pour d, d, <d<d CW’d go0it indépendant de d ;
L | 141 * “HY 2
et,en notant Cw’d si di<d<:di les coOnes Cw’d

X,Y==01+1 41 X,Y et Cj sont tous

distincts et il n'y a entre eux aucune inclusion non triviale,

Avant d'indiquer comment on démontre ce théoréme, on va commen-

i 7 S |
cer par donner un sens a l'expression "C

X,Y ne dépend pas de d quand

di< d< di+1 o

Pour cela on a besoin du lemme suivant

Lemme (1,4,2) : Soit Wda7 une r-immersion, Y<tsW une immersion,

Soient P 1'idéal qui définit j et 2 1'idéal qui définit i, On a alors :
¥ i,jeN : P @'t - ph &Y,

Preuve : On a "localement" Z==Wd<mr, i.e, il faut entendre par la
que, pour tout x€ W, il existe un voisinage ouvert U de j(x) dans Z,
un voisinage ouvert V de x dans W, un veisinage ouvert W de 0 dans ¢”
tel que U=V x W, Pour établir notre énoncé, il suffit de le démontrer

’ ’, /‘ A " -
dans le compleéete Gi’x,car OZ,X est fidelement plat sur OZ,X
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Or
A A
GZ,X = GW,X[[ZI.,GOG’AI']] ®
A 5 A A
On remarque alors que si I désigne 1'image de £ dans G «
3
on a H
EQ—- :P+F @
Ce qui permet de conclure aisément,
On remarque alors :
Lemme (1.4,3) : Pour d>1 on a un isomorphisme canonique de OY—algé—
bres
7 i3
gr (W,d| —=sgr_(gr 7)
v Y w

qui n'est pas un isomorphisme des structures graduées,
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Pour d=1, on a un isomorphisme canonique

7 1
gr (W, 1) _’i;gry Z
Y

et gr, 7 n'est pas canoniquement isomorphe a grY(ngZ)o

Y

Nous allons indiquer comment on construit id quand d>1 et i1 0

Si pe R, on note

G = p? 9P agh

i b} z P
a+b/dxp a+{b/d>p
ol P est 1'Idéal qui définit Wo 7 et @ 1'Idéal qui définit Yo We 7,

Pour i€ N on note

| G i =Pi£(x(|—’»:i)+ 5 Pa&b 5 Pa&‘b
‘ . a+b/d)sy a+b/d>p

‘ ot a(p,i) =inf {jeN| i+ j/a=p} .
|

G ; est donc un soug-Module de Gp . De plus G i=0 si

_ y s
alp,i) £ d(p-i) et

0r si G i?éo, on a

3

GM,i ~oery (grw(Z)) .

En effet on a les épimorphismes
pl &a(u’l) G

Hod

9 o (p,i) Plfpl+/&0((u, 1)+1P1/P1+1 i
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Or Pl/P1+1 = (};;I[Z], qui est 1'ensemble des polyndmes homogénes en z

a coefficients dans Cy et de degré i,

Considérons geG“ ; et un antécédent f de E par

L
G .. On a
Hyl

Plaoc(p,,l)

A A
car G, _ =0y x[[Z"ﬂ ot Z est une multivariable, L'image de f dans
T T S Ty - -
&(x(u,l) Pl/Pl+yé‘la(p’1)+1Pl/Pl+1 os )]: z avec
A

A
ot(p,l)/rot(p,,l)+19 ot T est 1'image de & dans Oy I1 est clair

fA& W, x *

que la correspondance _El-»l IZ fA zA ne dépend pas du choix de f ; il
Al=i

reste a montrer que c'est bien un isomorphisme,

On définit alors

7 X
InY(X’Z)W,d = Ker (gr (W;{d ) -gr (an)f(’ d))

et on obtient que

- id(inY(X’Z)W,d) est engendré par les 1nY(f,d) o f¢J idéal qui
définit X dans 7%, Si

f = ngzA

PialE )

. Y A

alors on note : \;Y(f,d) = 1nf(!A] —d--—)

- et
; - Ve (F Y4
inY(f,d) = = (cl fAmod. FY & )ZA,
IAI“"\)Y(fﬁB/dwY(f’d)
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w,d ’ s g
1 3 1
L'expression CX,Y ne dépend pas de d, di<d< di+1 gignifie
donc que 1d(1nY(X’A)W,d) ne dépend pas de d, di< d< di+1 8

Ngus indiquons maintenant comment se démontre le théoréme

(1.4.1), La démonstration résulte des lemmes guivants

Temme (1,4,4) : Soient 1<dlsdsd2, Si

InY(X,A)W,d CInY(X’Z)W,d

2 1
alors InY(X’Z)W,dlj InY(X,é}
au lieu de 1d(InY(X’Z)W,d) o

o InY(X,Z)W . 0On note InY(X’Z)W,d

W, d ,d

2

Lemme (1.4.5) : Soit d irrationnel, 1< d<w, il existe alors d', d'<d

tel que, pour tout &, d'<d6sd

I

Ing (X, %)y Iy (X, W)y g -

Lemme (1.4,6) : Soit d avee l<d<w, il existe d'<d tel que, pour
tout 8, d'sb6<d, on ait

1l

Iny (X, D)y g Iny (X, 2)

W,dr °

Le théoréme (1.4,1) résulte immédiatement de ces lemmes. Car

goit I un InY(X’Z)W,a pour un d donné. Seoit

By = fd | Ing (X, By g = 1} .
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Alors nécessairement EI est un intervalle (a,b), Denc a tout idéal T
de C[7Z,W] qui apparait comme InY(X;Z)W?E effectivement on fait corres-
pondre un nombre réel ag o Soit a celui qui correspond a Im 3 81 on
avait une infinité de I, on aurait une infinité de 1:;aIs " On aurait
donc un point d'accumulation pour le ar, ce qui serait contradictoire
d'aprés (1,4,6), On a donc un nombre fini de ay qui sont nécessairement

rationnels d'aprés (1,4,5),
Les lemmes précédents se démontrent a 1'aide du

Lemme (1,4,7) : Soit 1< d1<d9<m si

IHY(X’Z)W.d CIHY(X’Z)W,d
2 1
si M = n T ZAE lgr, W [Z) appartient a In_(X,%) i.e
o LB A Y o Yy ow,d, 7
oo IA|=O£0 1
=03
deg FA [_0
M(x B = IHY(g’d1) avec g€ J, idéal qui définit X dans 7, alors 1l exis-
o’ o )
te fed tel que
L) Mot g = lnY(f,dl)
o' "o
‘ : B0
2) \)Y(f,dg) = oc0+(—i=; i

Preuve : DElle se fait par récurrence sur

V, = O +E*2
g = K o
2 0 r12
. 1 : . s s
i Vo =9 alors ocD:O et BO:. 1 et il n'y a rien a prouver,
2

Posons p:vY(g,dz) et supposons :
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On a que : InY(g,d2) CIHY(X’Z)W,dl o

D'aprés 1'hypothése de récurrence, pour tout

MOClaBlE InY(X’Z)W,dl ;, il existe gieJ avec
1) M = In_(g,,d,)
otl,[ﬂl Y =171
G1
2) VY(gl’d2) = a1-+E; o
A
. > .
Soit InY(g,dz) L_"‘degy '\’AZ , alors on applique
|A!+ ] :\)Y-(g,dz)

ce qui précéde a

> 74

Ni(x ,B = 'YA
i A |A|=O¢
1
degyA=ﬁ1
B degy
% pma 1 : A
ol (ocl,Bl) sont définis par ot1+d—1 = inf {]A‘ + T 'YAiéO} °

Ainsi, si dans le plan, on considére l'ensemble AY(g’d2) des

points (degyA,]AI) quand VA%O, ces points sont situés sur la droite

d'équation Y=%=u . Considérons alors les droites paralléles a
2
X ; ; x
Y+T:0 qui passent par un point de AY(g,dg).. Le point o
1

point de AY(g,dg) qui est contenu dans celle de ces droites qui a la

1 Bl est le
plus petite ordonnée a l1l'origine,

On considére g - gy - On a

\JY(g— gl,dg) & 1 s




et

degr\(A

inf{|A] +-=-=&=1—=— ';"A;éo}-;-aﬁ Bl/dl

donc aprés un nombre fini de telles opérations, on trouve un f1 pour

lequel :
\)Y(flﬁdg) >H— a
Nous allons faire gquelques remarques sur le théoréme (1,4,1),

Remarques (1.4,8)

1 T1 n'y a aucune ineclusion non triviale entre deux guelconques des
w,d.
1 _ ) )
{)X,Y ;CJ} (l<i<s+l, 0 j<s) .
W, e W, d ) ‘ X o
9 73 ? = ’ 4 8] " T Id Yz
2) CX,Y CXTY pour tout d:>dS (continuité a 1'infini) .
3) Regardons ce qui se passe quand d tend vers 1 et Y= {x],

S'il existe une rétraction de W<dsZ qui soit transverse a

X en x et telle gqu'aprés identification i, associée & cette rétraction,

d
on ait

. W, d 1 4
(o) ijx = CX,x pour d, 1<id<.d1

: F— I s
alors cette égalité aura lieu pour toute retraction transverse,

Remarquons que 1l'on peut rencontrer le cas ou

1 )
() Cy X;[C£°i pour tout d=1+e, £€>0 (cf, le cas des courbes planes).
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Signalons que r est une rétraction transverse a X en x si

1 s 0 . £ 2 -
1Tapplication Cr' CX,X—'CW,X définie par r est plate,

On avait défini dans le cas d'un espace ambiant ligsse 7 que

G 7 egt transverse a X en x si

i+s i
Heex,x = By, %

avec s = codime} dans 7,

On remarque que dans ce cas r est une rétraction transverse a X en x

. . =1 .
si et seulement si r (x) est transverse a X en x,

On montrera gque dans le cas ou l'espace ambiant est singulier

la transversalité de r 4 X en x signifie

k k

H (v) = SH. _ (v-i) H (1)
L i Xr tx) gx W,z
o FHS (V)
Xnr (x),x ’
On a : gr gr,?% = ngW[Z]o

Notons N 1'idéal maximal de gr W :

ﬁ: @ ngWO
3 X
i>0

’ s P e c,
Cet idéal définit {x]} CW,X°
Soit @

In_(X,2) = {Inxf, feJ idéal qui définit X dans %2},

Alors
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Lemme (1,4,9) : TIa rétraction r de la r-immersion j: W& Z est trans-

verse a4 X en x si et seulement si pour tout pe N
NPA1In (X,Z) = NP.In (X,2) .
x X
Preuve : Supposons que r soit transverse a X en x,
Rappelons le lemme bien connu

Lemme : Soit A un anneau nethérien, M un A-module plat, alors

1"homomorphisme canonique
M/IM@A/I gryA-grp M
est un isomorphisme A/I-linéaire,

(Ce lemme a une réciproque si A est local nethérien :

Soit A un anneau local nethérien, M un A-module de type fini
si T est contenu dans 1'idéal maximal de A et si M/IM est un A/I—module
plat, alors, si 1'homomorphisme ci-dessus est un isomorphisme, M est
un A-module plat),

Comme le rédacteur va partir et que le conférencier a eu la

flemme de finir la preuve, considérée comme "standard", nous laissons

au lecteur le soin de compléter la preuve de ce lemme,
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Le lemme précédent nous donne que 1'homomorphisme canonique
b o i o e _ g .
&lnx(x,é)4—Ng1X‘UrgmgIXﬂNw—%ﬂnN(InX(X,Z)9ngZ)

est un isomorphisme car on a le diagramme

0 0
[ A
o i ~
grx)\%N ngX ®g 8T, W ——— gr‘ﬁ( gr, X)
4
!‘I'—:: . : r ~~— ST S 7
grxa Ngxxéggﬁgrxﬂ R glN(g1X7)

| T

g e B -i‘ A o ~ —( 1t £
(lnX(X,7)4+k grxzﬂ B ngW ———»InN(lnX(K,Z),ger)

|

0 0

ou les lignes verticales sont exactes ; les deux premiéres lignes sont
des isomorphismes en vertu du lemme cité et de 1l'hypothése et les carrés

commutatifs,
On a en particulier Inﬁ(InX(X,Z),ger) est engendré par
1"image de o, Or Inﬁ(InX(X,Z),ger) est engendré par 1'image des

éléments de Inx (X,%), dont la valuation ﬁ—adique est nulle,

Définition (1,4,10) : On appelle exposant numérigue de contact de W

avec X en x (et on le note dx(W,X)) le-rationnel d, dans le cas (o)

de la remarque 3 de (1.4,8) et 1 dans le cas (B) de la méme remarque.
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On a que
; . L. S A
dX(W,X) >1 si et seulement si CX,X peut s'écrire sous la forme CW,XX C
ot C est un sous-céne de C[Z] CZ,X=CW,XX C _4 (quand W est
r (x),x

lisse ceci équivaut a dire T T :
q W, x X,x)

On a alors

Proposition (1.,4,11) : Soient dﬂ,onﬂ,ds+1 définis par (1,4.1), Soit

di<d<di+1 (1=1,,5058=1) (resp, Isdsdx(w,}{), resp., dS<deS+1=m)°

Alors il existe un systéme (fl’“”°’fm) d'éléments de J tels que les

In(fkgd) soient indépendants de d quand d¢ ]di’di+1[ (resp,

de [1,dX(W,X)], resp, dg¢ ]dsgm[) et engendrent InX(X,Z)

In (X,7)
X

W,d®

W’di est engendré par les Inx(fk,di),

(Remarquons que fl,ooogfm dépend de i),

a5 : o o a " - " Il a
Preuve : La preuve a déja été faite implicitement dans ce qui précéde.

En fait on utilise le lemme (1.,4,7),
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Remarque : Sous les conditions de la proposition (1,4.11),il est facile

de voir que (f1’°°°’fm) engendrent J,

Nous allons maintenant chercher a calculer le nombre dX(W,X)

(toujours sous 1'hypothése que 1' immersion W=7 est une r-immersion).

Soient (fi5000sf ) des éléments de G, _ identifids &
» X i A

Ow {z paces® } par le choix d'une rétraction, On écrira f =% f 7
ou f EC} et ol A représente un multi-indice dans Eﬁ, On peut alors

construlre un "polygone de Newton" pour Il, en prenant 1‘enveloppe
convexe desg points de coordonnées (v (f ), ]Al) tels que f #l) (IA[

représente la longueur du multl—lndlce A)u

Lemme (1.4,12) : Si r est transverse a X en x, il existe des éléments

fi’“““’fm de J tels que

1) la famille de in(fi,1)==inx(fi) engendre Inx(X,Z) s

2) ce soit un systéme minimal de générateurs de InX(X,Z) ;
3) 1la suite d'entiers vi:=vx(fi) (1<i<m) soit croissante ;

4) pour tout i, le point (O,vi) est un des sommets du polygone de

Newton de £, (c¢'est-a-dire que dans 1'écriture de f. il v a un terme
A i, ;

fAz avec ]Al::vi et fA inversible dans @W,x)"

Preuve : Le lemme (1.4.9 montre que si r est transverse a X en x, on

a, pour tout p, 1'égalité
%A In (X,Z) = NP In_(X,Z)
x x

ot N est 1'idéal engendré par les éléments de degrés positifs dans

gr, W, Ceci entraine que In (X,7) est engendré par des é1éments homogénes
n' appartenant pas a N gr, Z Clest en effet une conséguence de la démons-
tration du lemme(1,4.9 ou plus simplement d'un lemme de Nakayama gradué) ,
d'ot la propriété 4). Il est alors clair que 1'on peut avoir les pro-

priétés 2) et 3).
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Soit (fl,nun,fm) un systéme de générateurs de J vérifiant les
conditions du lemme précédent : pour chacun des f. on peut parler
sans ambiguité du premier c6té de son polygéne de Newton : ce sera
celui qui passe par le point (O,vi)° On posera 6i=:~1/pi ou Py désigne

la pente du premier polygone de Newton de fiq
On a alors :

Proposition (1.4,13) : Sous les hypothéses précédentes, on a

d_(W,X) = inf(8.) ,
X 1

Preuve : Ou inf(éi):=1 et alors par définition on a toujours dX(WyX)z i
ou bien prenons un nombre d tel que 1<« d<:inf(6i) : on a alors pour
tout i 1'égalité in_(f.,d) = in_(f.,1) par définition de &, (6. est le

x i x i i i

plus petit nombre d tel que in (f.,d) ?éinx(fisn)n

Comme par hypothése les in f engendrent inX(X,Z), ceci dmpli-
X 1
que que inX(X,Z)c:inX(K,Z)WPdo
On a donc 1'égalité & cause du théoréme (1,4.D, ce qui, par

détfinition de dx(W,X), entraine que d<:dX(W7X)o

Remarque : Toujours si r est transverse a X en x, il résulte du
théoréme (1.4.D qu'il existe un systéme & générateurs de J tel que,
pour 15(1<:dx(W,X), inx(fi,d) soit indépendant de d, et que 1'idéal
Inx(X’A)W,d soit engendré par les 1nx(fi,d)° Pour de tels fi on a
done inf(éi)zde(W,X), done inf(éi)= dK(W,K) d'aprés la proposition

précédente,

Nous allons chercher un critére qui permette, a partir d'un
systéme de générateurs de Inx(X,Z), d'en trouver un qui soit tel que

inf(6,) =d _(W,X),
i x
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Soit done (f.,...,f ) un systéme de générateurs de J vérifiant
1 m

les conditions du lemme (1,4.2, et supposons que dX(W,X):>inf(6i)==6o

On sait,par définition des éi s que les inx(fi’d) sont indépen-

dants de d pour 1<d<d et que les inx(fi,é) engendrent InX(X,Z)w 5

?

(prop, 1.4.11), Si on pose
Pi = 1nx(fi,6)‘-1nx(fi,1),

on a donc que Pie InX(X,Z), De plus le degré en Z de Pi est stricte-

ment indérieur a Ve

(Pi n'est non nul que si 6i=:6)o

On peut donec écrire

Pi = kgl Kk inX(fk,l)
et méme
i-1
P.l = kE]'hk 1nx(fk’1)

puisque Pi est d'ordre inférieur a v, en Z et que les Vi forment une

suite croissante par hypothése,

On essaie de diviser f. par (f1’°°°’fi ) (i.e., de remplacer

-1
f.1 par le reste de cette division) de fagon a "supprimer" la relation

P, et donc 4 augmenter 6i==c5°

Théoréme (1,4,14) (Théoréme de division) : Soient E1s00er8y des éléments

de GW,X{21’°°”Zr} tels que

i A A
g, ~TCyz eMy Oy Mz} (CheD

(A représente un multi-indice dans EE).
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On pose : v inf LA| tels que Ci # 0

|A‘==vi
i
C #0

(1 désigne 1'ordre lexicographique dans %g)q

A,
i

sup, deg A tels que

Alors, pour tout g€ Oy Y{zl,nm,zr}=@w X{z}, il existe des
§ - ?

éléments h y...,h et R de Oy X{z} tels que
e

1 k

k
g = i§1higi4-R

et si 1'on pose R = Z(HXZA’

o r
d, = 0 pour Ag U(Ai+ﬂﬂ) o

De plus on peut exiger que v_(h.) = vx(g)-vx(gi)u

Remarque s
1) Le choix des Ai n'est pas canonique (il dépend en particulier de

1'ordre des variables zi,,,n,zr)m

2) Si on fait i=r=1, on retrouve une des formes du théoréme de
préparation de Weierstrass (qui s'énonce généralement avec en plus

w lisse),

3) Monique Lejeune a démontré un théoréme de division analogue &
celui-ci, mais plus général en ce sens qu'il permet de calculer les

d, du théoréme (1,4,14) pour i>1,

Nous ne montrerons pas le théoréme (1.4,14) pour 1'instant,

mais nous allons en tirer des conséquences,

Soit I::(kl,nnogkk) un idéal homogéne de 1'anneau de poly-

nome s @[Zl,oo,,zr],
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Définition (1.4,15) : Soit ¢ un élément homogéne de T:¢9 = 2 C ZA,

|al=a *
l'exposant privilégié de g9, noté exp(g), est le sup, (i.e. pour l'ordre

lexicographique de Zﬁ) des A tels que CAig0° On posera
r
Exp I = U exp(g)
lorsque ¢ parcourt 1l'ensemble des éléments homogénes de I,
Remarque (1,4,16) : Exprﬁ[ est un E-ensemble, c'est-a-dire que
Expr]ﬁ+ Ez = ExprI
; T B
(car si A=exp¢ et BG}%O , A+B = exp(9Z7),

I1 est facile de voir gu'un E-ensemble posséde toujours un
systéme fini de générateurs sur %z (i1 suffit de montrer par exemple
que toute suite croissante de E-ensembles est stationnaire).

Soient maintenant fl’“““’fk des éléments de Ow’x{zlgo.o,zr}
vérifiant la condition 4) du lemme (1.,4,12), On leur fait correspondre
des éléments Ay homogénes dans m[zl,o,n,zr] en prenant les classes
des inx(fi,i) modulo N (idéal des éléments de degré positif de ger}.

Posons

I= (hlanaoykk)

et
E-Exp I .

On a alors :

Proposition (1,4.,17) : Pour tout fez}w X{E], il existe des éléments
9

hyjoooshy de OW,X{E} tels que

1) vx(hi)z vx(f)— vx(fi)

, B A B :
2) si f-—zhifi—SCAg alors CA_O pour AcE ,
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Preuve : Soit (Al,,ﬁ,,Aq) un systéme de générateurs de E. Il existe

done des ¢. & [ homogénes de degré p. tels que
i & i
exp(¢i) = R:

On peut donc écrire

by = Thy Ay

ou ¢ik est homogeéne de degreé by =V (vk=:degre de hk),

= [l i e ! oo o
Posons g, =T ¢4, Iy dans OW’X{Z} (1'anneau m[zl, ,Zr] est

inclus canoniquement dans Gw X{Z})o
:
On a alors
1nﬁ(1nxgi) = ¢

et 1'on peut alors écrire

i A .
g; = ¢i4-IA? L CAz +a, avec diEEMW,XQGW,X{Z]
>l
et Clea
. A "
Appliquons le théoréme de division avec les g5
f = z;pi gi4-R
A ~ ; T T
= g P z T/ i A = su S ele
avec R §jCAz et CA 0 pour A&_U(Alt-ﬂn) o1 Ai sup, des A tels
que |A1==ui et qui apparaissent dans le développement en 7 de gi-aiu

o ot o il N _
On a donc AiA’Ai par définition de Ai. exp(¢i) de Ai exp(¢i) et

done U(A! + %Id = I,
i 0
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Pour montrer 2) dans la proposition, il suffit de poser

q
h. = ¥ p.d..
i s Jjrid

On a alors
i )
vx(hi) = 13f(vx(pj, + vx(q)ij))
= il;f(vx(f) - “j + “,j - \Ji)

ce qui achéve la démonstration puisque viszdegré de hi==vx(fi)o




-

118,
Toujours dans 1'hypothése d'une r-immersion W-7, soit J
un idéal de Oy x[z} (J est 1'idéal qui définit X localement au voisi-
7

nage de x), Choisissons une rétraction r:Z-W,

Définition (1,4,18)

a) Une base standard de l7idéal J est une famille (fl,ﬂgn,fm)

d"é1léments de J telle que

©

?

1) la famille des in (f,) engendre InX(X,Z)

2) ce soit un systéme minimal de générateurs ;

3) la suite d'entiers vi::vx(fi) (1l<i<m) est croissante,

b) Une base standard de J est dite adaptée a la rétraction r si :

4) pour tout i,le point (O,vi) est un des sommets du poly-
gone de Newton de fi (c'est-a-dire que Kigéog si Ai désigne la classe

de in (f.) modulo N),
x i

c) Une base standard de J est dite normalisée par rapport au systéme
(@W < Zl’””“’Zr} si elle est adaptée a4 r et si elle vérifie la condi-

bl
tion suivante :

= F = 4 A i - g
5) posons f. =3 f 2 et Eiul-—exp(kljomnpkiﬂl)w

Alors fiA==0 si AAEEillj ceci pour tout i, 1<i=<m, (remarquez

que Eozzﬁ)ﬂ

Remarques (1,4,19) :
1) Comme on 1'a déja vu, si (fl,aun,fm) forment une base standard de

J, ils engendrent J.

2) Si la rétraction r est transverse a X en x, toute base standard
est adaptée a r (lemme 1.4,12).
3) 8i @1’“°°’fm) est une base standard adpatée, on a dx(W,X)z inf(éi)
o &, =~ L et af P; désigne la pente du premier cdté du polygone de

1

Newton de fi (propesition 1.4,13),
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Nous noterons dorénavant n 1l'application canonique

grxw
ger[Zl,..o,Zr]* — [le--aazr]
N
(de sorte que x(in (£.)) = A.).
x i i
Théoréme (1.4,20) : Sous les mémes hypothéses que plus haut (i.e. la

rétraction r est transverse a X en x), il existe une base standard de J

normalisée (par rapport au systéme (@W,x’ 21,.,.,Zr)).

S0it (g 5...,8 ) une base standard adaptée a r, Nous allons
1 m
procéder par récurrence et supposer qu'il existe des éléments

(fl’fzsu..,fi-l) de J tels que
. . Yy - . .
1) (1nxg1’=°=!1nxgi_ln (1nxf15nuoglnxfi_1) 9

\ = 1 ¥ o
2) vx(fj vx(gj) pour j<i-1,

. i A
3) gi Ej._exp(Kl,,.,,Kj) (hk-n(lnfk)) et fj=§jfjAz "

on ait fjAf=0 pour A{EEj_l (ceeci pour j=1,,,,,i-1),

Appliquons la proposition (1.,4,17) en divisant g, par

(fl,...,fi_l) et notons fi le reste de la division : on a donc

et la condition 3) ci-dessus est vérifiée pour f. .

I1 faut maintenant vérifier les deux premiéres conditions ;
~ e , ; e
on a vx(hj):zvx(gi) vx(fj) pour j<i-1 d'aprés la proposition (1,4.17),
1 g :
il s'ensuit que vx(fi)z vx(gi).

Si 1'on avait v_(f.)>v (g.), cela entrainerait
X 1 X H

i-1
1nx(gi) - 1nx(j§1t2ifj):
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d'ou, comme v(hj fj)z v(gi) une relation
i-1
in (g.) = ¥ h.in (f.) ,
x =i j=1 J77x 7]
v(gi)—v(fj)+1

. Ceci est impossi-

ol H; désigne la dasse de hj modulo MX

ble, car par hypothése de récurrence,
(1nx(i1),auu,1nx(fi_1)) = (1nx(g1),uﬂc,1nx(gi_1>),
d'otu
in(gi)E (in{gl),o,u,in(gi_l}} ’

ce qui est exclu puisque, par hypothése, les g; forment une base stan-

dard,

On a donc
vx(fi) = vx(gi) "

et par suite
i-1_
i X \.r = ] \- i ] .
lnx(fi‘ 1nX(gi, = llﬂlnx(f.) 3

j=1

on peut ainsi continuer la récurrence, les conditions 1), 2) et 3) eci-

dessus étant réalisées pour (fl"”°’fi)°

T1 reste a vérifier que la base standard (fi”°“’fm) est

adaptée a r, c'est-d-dire que

i - s
n{lnx(fi» = Ay £ 0,

Or ceci est clair car Ki::O est équivalent a

inx(fi)e Nng(Z)FWInx(X,Z} = NInX(X,Z)
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a cause de la transversalité ; or un élément d'un systéme minimal de
générateurs de InX(X,Z) ne peut appartenir a ﬁInX(X,Z) a cause du

"lemme de Nakayama gradué" (cf, le lemme (1.4,12)),

De tout ce qui précéde le résultat tombe comme un fruit

Théoréme (1,4,21) : Si (fl,.,,,fm) est une base standard normalisée

par rapport au systéme (@w Z1’°°“’Zr)’ alors
7

X’

& = inf(d,) = d (W, X)
i ®

(rappelons que 6i==—;L ot p. est la pente du premier c6té du polygone
i

de Newton de fi).

Preuve : On a vu (1.4.13) que dx(W,X)z inf(éi)==6. Supposons que 1'on
ait dX(W,X)::é, et soit i le premier indice tel que 6,=06.

Si & est >1, on a vu au cours de la démonstration de la pro-
position (1,4,13) que
i-1
Pi = 1nx(fi,6)-1nx(fi,1) = k§1(%{1nx(fk,1)

(avec des notations légérement différentes et améliorées),

Pi,non nul par hypothése, a une représentation de la forme

N |
=y
T

ol ©# représente la sommation étendue aux A tels que

| Al +\;X(fiA}/6 = il
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6(vi~iAi)+1
et fiA est la classe de fiA mod MW,X et appartient donc a grxwd
On a donc
T, 2 - R
iA el k 'k

ol QkEEgTXW[Z] (hk:=1nx(fk,1) car on a supposé 6> 1),
Les Kk étant des polyndmes homogénes en Z, on en déduit que,
pour toute valeur o de |A] telle que A apparaisse dans T¥,
A i=1
3 * B . s m e
(3) g £, = T S A ol bkE:gix(w)EZ]
Al=a k=

1

et Sk est homogéne en %,
Soit I 1'idéal de ngW[Z] engendré par Agreeeshy 4 dans

ngW[Z]. Si § est un polyndéme homogéne en Z,non nul,de T qui s'éerit
A ~
¢ = ZLPAZ avec ¢, € ngW y

désignons par expEi le plus grand exposant A pour 1'ordre lexicographi
que de Zz tel que $A§ZO et soit Einleexpfﬁ ot ¢ parcourt tous les

é1éments homogénes en 7 non nuls de L,

Pi étant non nul, il existe un o tel que le ler membre de (¥)
soit non nul, Par conséquent, si A désigne son exposant privilégié

fiA % 0 et par conséguent aussi fiA“ Pour que ceci soit contradictoire

~

avec l'hypothése de normalisation , il suffit de voir que Ei_lzinwiu

Lemme  : Ei—l = Eiml“

~
nl

I1 est clair que Eimlc:biw1°
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i-1
Soit maintenant §= Y
k=1

Ekkk un élément homogéne non nul de

gr (W)[Z7. Choisissonsg une base (e ) EK du E espace vectoriel gr, (W),

on peut écrire @k z;kae ou @k E € et ou Qk =0, sauf pour un nombre

J
fini d'indices j ; on a alors

i-1
?ﬁ: Ee,(zaj.?&)w
jeg I\g=1 KI K
Soit

i-1
P. = T ¢ .A .
I g=p KK
Alors ¢j€ I et @j;éO sauf pour un nombre fini d'indices, S0it

Ej==exp(pj, alors Ej €E et on vérifie facilement que E = supEj .
i |

(1..5) Nous allons interpréter la condition dx(W,X)==m, toujours

sous l'hypothése que r est une r-immersion tranverse a X en x,

Soient (f1’°°°’fm) des é1éments de J tels que les in(fk,d)
sdent indépendants de d (1=<d< +w) et forment une base standard adaptée

a r (proposition (1.4.11)).

Si on éderit

cela implique que 6, est infini, donc que fiA740¢ LA|2'vi (car le

polygone de Newton de fi a un seul c¢6té qui est horizontal).

v,
En particulier f € (Z)]', done WX

(1'idéal de W est défini localement par les =z, ) et

in (fl) mgjfl Apour |A|-v alors que 1n (f )—-zf ZA pour |A|==vi

(fiA,: classe de fiA modulo MW,x)°
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Ceci donne un isomorphisme

C C ,

=
X, X CX,W,XX W, x

la fleche de CX,X dans CX,W,X etant la fleche canonique, celle de

Cng dans ijx celle provenant du choix de r,
Lorsque W est lisse, on reconnait la condition de normale

platitude de X en x le long de W ; on a en fait

Lemme (1,5.,1) : Si W est lisse, les conditions suivantes sont équi-

valentes

a) X est normalement plat en x le long de W ;

D) d (W,X) = +o,

C'est évident car a) est équivalent a l'existence d'une base standard

adaptée (fl,nﬂu,fm) telle que vW(fi)==vX(fi).

bupposons toujours W lisse, et posons

Le diagramme de Newton de fi est formellement le méme que celui de la
courbe C. d'équation,z:ciABQIAJ ﬂJBl, pourvu que deux termes de 1'équa-
tion de Ci qui proviennent de deux termes différents de fi ne s'annulent

pas.

Cela revient a considérer 1'intersection de 1'hypersurface

£, avec un 2-plan d'équations

Z, = A Zo = yeces = Az
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(Ki et by € €), et a choisir les hi et My assez 'générau¥d' pour que de
telles annulations ne se produisent pas. Un tel 2-plan sera dit géné-

rique,

Si X est une hypersurface, on voit donc que d (w, X)._d (W, 0,
C et W étant les intersections de X et W avec un 2- plan génériqud',
(On peut en effet appliquer le théoréme (1.,4,21), car une seule équa-
tion forme toujours une base standard normalisée), Ceci donne une inter-

prétation plus géométrique du nombre dX(W,X)D

Pour illustrer ce que 1'on vient de voir, nows allons donner
un exemple qui montre que 1'exposant de contact dX(W,X) ne margue pas
la fin de nos efforts dans la recherche d'un invariant qui mesure la

singularité de X en x et qui diminue par modification permise,

On va en effet considérer une modification permise de centre Y
(Y lisse) contenu dans WN X en supposant W lisse, In appelant W'
(resp, X' et 4') les modifications de W (resp, X et 72) par Y, on va
voir qu'il peut exister un point x' € W' 0 X' (dont 1"image par la modi-

fication est x) tel que dX,(W‘,X')>,dX(W,X),

Remarque : On peut montrer que l'on a toujours
4 (W, -1 <d_, (W,X') <2d(W,X) -1,

Exemple (1.5.2) : X sera 1'hypersurface dans E4 d'équation
4+ 2 3 2 112
T =2 +z uw yw+y w g
W sera défini par 1'équation z, Y par (z,u,w) et x sera l'origine,

X est bien normalement plat le long de Y en x car

\)X(f) = 4 = \)Y(f) a
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L'intersection de X avec un 2-plan "générique" est la courbe C d'équa-
P g ] q

tion

ch €2ﬂ5 Lttt - o

(avec éventuellement des constantes qui n'ont pas d' importance) .

nojan

On voit donec que dx(W’X) =

Plagons-nous dans une carte de la modification de centre Y

donnée par

wl o= w

yt =Yy

w' = z/w
B = ufw

la modification de X a alors pour équation

Si on prend pour x' le point (0,0,0,0), on a
6 5
1 1 —_ = —

d_, (W,X) = 3>5 .

Remarque : Les courbes intersections de X et X' par les 2-plans
"wénériques" ne semblent avoir aucun rapport : cela vient du fait

que x' n'appartient pas 4 la transformée stricte de la courbe C,
autrement dit x' n'est pas une point "générique" de la fibre au-dessus

de x du diviseur exceptionnel de X',
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IT - EXPOSANT IDEALISTE DE CONTACT

(2,1) Soient X un espace analytique plongé dans un espace lisse %,
x un point de X : nous avons considéré la fonction de Samuel Hy -
H

puis le cone tangent C et nous avons vu que les deux pouvaient

X, x’?
rester "constants" par une modification permise de centre Y— X, D'autre
part, aprés un choix d'une r-immersion W— 7%, nous avons défini le
nombhre dX(W,X)a Mais nous avons vu a la fin du dernier paragraphe qu'il
pouvait augmenter par modification permise : il faut donec regarder
quelquechose de plus fin si on veut avoir un espoir de résoudre les

singularités de X,

On va pour cela considérer toutes les "courbes" contenues
dans W, i.e, les morphismes analytiques h: 0= W tels que h(0) =x, ou
D désigne le disque unité de @, En prenant 1'image réciproque par h

du diagramme
X—
\ />
w
on obtient un diagramme
p 7‘11)
D
qui permet de définir dO(D,XD) (exposant de contact de la courbe D avec
XD a l'origine), On posera

h
6X(W,X) = dO(D,Xb) i
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On a ainsi toute une collection de nombres rationnels lorsque h varie,

et c¢'est cette collection qui "s'améliorera" par modification permise,

Pour donner un sens précis au mot "collection" et pouvoir
parler d'amélioration nous allons montrer qu'il existe un idéal cohérent

g sur W et un entier b tels que, pour tout morphisme D_£$W, on ait

vh(S)

0
b

- %W, X
X

W =y (5.0 .

On est ainsi amené & considérer que deux couples (J,b) et

(3',b') sont équivalents si 1l'on a

Wy v
b B b

pour tout morphisme h : ¢'est ce qui motive la digression qui va suivre,

Morénavant un morphisme h: D W tel que h(0) =x sera appelé

un disque testant).

(2.2) Rappelons d'abord un théoréme bien connu :

Théoréme (2.2,1) (Oka) : Soit (X,® un espace analytique réduit.
I1 existe une unique @Y algébre de présentation finie (qui est aussi
un @Xfmodule cohérent) noteée &X telle que (OX)X = GX,X , pour tout
xeX (Oy 4 désigne la fermeture intégrale de (¢, _ dans son anneau

7

)
total des fractions).,

On posera i::Specan(@i) . X est le normalisé de X, et il

est muni d'un morphisme canonique X - X,
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Nous ne saurions trop mettre en garde le lecteur contre

1'illusion trop répandue que voici : pour tout espace normal

(i,e, égal & sa normalisatien) T et pour tout morphisme T X, il

existe un

morphisme unique T-X tel que le diagramme

T X

N

X

soit commutatif.

On trouve en effet facilement des exemples ol le morphisme

en question n'existe pas, et d'autres ou il existe trop (i,e, ou il

n'est pas unique),

Définition (2.2,2) : Soit § un idéal cohérent sur &

Notons Fx 1'anneau total des fractions de GX,

Xu

Un élément he Fx est dit entier sur L gi 1'une des deux conditions

rd . . s 0 »
équivaléntes suivantes est vérifiée

k

0

exercice,

a € IX, 316 I

a) il existe un entier k et des éléments
X_ 90009 ak‘1€IX tels que

k k-1
h 4—ak_1l1 + °u°4~a0 =0 ;

b) pour tout OX % -module M de type fini, on a
7

hMcg M,

La démonstration de l'équivalence de a) et b) est laissée

en
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Si § est un faisceau cohérent d'idéaux sur X, on en déduit
facilement qu'il existe un unique faisceau cohérent d'idéaux sur X,
noté § tel que,pour tout x € X, (5); soit la cléture intégrale de 1'idéal
dans Fx , i.e, l'ensemble des éléments de Fx entiers sur Sx (5i

Ix
n:X-X est la normalisation, (i)i désigne le germe de § en 1'ensemble
fini §=n‘1(x) ¥

Un idéal cohérent § sur X tel que {§ =% sera dit intégralement
clos,

On a par exemple :

Lemme (2,2,3) : Sur un espace normal X, un idéal cohérent inversible
Y est intégralement clos,

X est inversible si et seulement si § est principal, engendré
par un élément non diviseur de 0, pour tout x¢€ X, Choisissons x¢€ X et
supposons que Sx soit engendré par f ; soit z¢€ FX entier sur Sx ¢ dd
-module fidéle M tel que zMc fM, soit =

5 X I
implique que EEEGX,X °

existe donc un OX McM ce qui

Remarque (2.2,4) : Soit X un espace analytique réduit, x€ X. Les |
germes en x de fonctions méromorphes qui sont entiers sur @X,x sont
exactement les germes de fonctions méromorphes localement bornées sur X
en x, On a une interprétation analogue pour la cléture intégrale d'un
idéal cohérent § : si dans un voisinage U de x § est engendré par
BireeorB alors le germe en x d'une fonction h est entier sur 3x si

et seulement si il existe un voisinage VcU de x tel que 1'on ait

|l1ls Sup |gi| sur V,

Proposition (2,2,5) : Soient W un espace analytique, normal en x¢ W,

31 et So deux idéaux cohérents tels que 31,X§40 et 32,X?40° Alors les

propositions suivantes sont équivalentes

(a7 _—
1) d1,x T 32,X
2) si on pose, pour tout entier i :

: i v
v(i) = SuP{v|31,x(:325x}
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3 — j c\-l‘L
et p() = sup{ul33 <37 4} o
on a
1im 'ﬁ—ll = lim "‘L-l-(—'l)— =1
i joeo

3) Pour tout disque testant h :DaW tel que h(0) =x, on a
h h
v =Y (Jy) o

, h ‘
(Rappelons que 1l'on a poseé Vv (31)==v0(31:0DD°

4) Pour tout morphisme h : W' - W tel que

- Wr'goit normal 3

~ il existe un voisinage V de X tel que h\h_l(V) solt propre
et surjectif j

= (SllV}} " (OU(SQhaO'_] Y soit inversible, alors il
h (V) h (V)
existe un voisinage U de x tel que

(Sﬂu)@g—i(m (3,0

g (U
5) i1 existe un idéal cohérent ¥ sur X, tel que si k: W' -W est la
modification de centre H,(SllUy} -1 =(32|[@© i , pour un voisinage
k (0 k (U)

U convenable de x.

Remarques (2,2.6)

a) L'équivalence de 1) et 3) est intéressante,car 3) (qui est un
critére valuatif) est une propriété ponctuelle en x alors que 1) est
une propriété locale (si 1) est vraie en x, elle est vraie dans le
complémentaire d'un fermé analytique, 4 savoir l'ensemble des points

ol les fibres de deux faisceaux cohérents colincident) .

h) Cette proposition montre 1'unicité de la cldéture intégrale d'un
idéal cohérent qui satisfait & notre probléme, & savoir un jdéal cohérent
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J tel qu'il existe un entier b avec

h
v (P P, v
b X

pour tout disque testant : D-E&W de centre x.

. . . . ’
Nous allons maintenant donner des indications de démonstra-

tion de la proposition (2,2.5),

n s = 0
1)=2) : Posons R(Sx) - nfo Sx et R(E}X) =6 (SX) 2
R(E‘E)X est alors un R(%X)—module gradué de type fini, (cf. par exemple

Zariski-Samuel, Commutative Algebra, Vol, TI),

I1 existe donc un entier N0 tel que

Nofk k = No
(% .0 = 32’}{(32,}{) pour k>0 .

N +k N
On a donc SIOX <3, x(32 x) ° dron v(N0+k):zk pour k> 0 par définition
2 ? b

de v, Ceci implique que

Lim inf $E8 o 1
fois T
et donc
lim inf Eéﬁl > 1

1—0

puisque la situation est symétrique,
Y i p(i) v(p(i)) PP
D'autre part 32’Xc:31’x C:82,x par definition de p et

de v,

On a done i=z=v(p(i)) = (1-€g) p(i) pour £ arbitraire et i

assez grand (car lim inf l%%lz 1 est équivalent & v(i) = (1-e)i pour

i assez grand),
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2)=3) : Soit h:D=W avec h(0) =x tel que
h h
vi(g) =mng et v (Jg) = ng o
On a S;“Cﬁ}z(l) donc nliznzv(i) done -1-1—12%}*2" quel que soit i : on
- 2
n
. . 1 u x ’ .
a ainsi ng 1, soit n, 2ny, d'ou n,=ng, par symeétrie,

3= 4) : Cette partie de la démonstration est plus délicate.

Nous allons d'abord énoncer un lemme sans démonstration

Lemme (2,2,7) - : Soient § un idéal inversible sur un espace normal W,
x un point de W, h une fonction telle que hxésx , Il existe alors un

disque testant g: D-W avec h(0) = x tel que \)g(hx) <\Jg(‘3x) .

Soit maintenant W' un egpace normal et h: W' -+ W un morphisme

satisfaisant aux conditions de 4) ; posons J¥ = S.\V@ (i=1.2),
1 i _1(V)

Par hypothése &% est inversible.

Nous admettrons que, gridce a l'hypethese de propreté sur h,

; . ! -1 : ;
1'inclusion (SJ{ 3‘{,) (:(Sfi J{1) pour tout x'€h ~(x) implique (Si) C(Sg).
5 &y .
Supposons donc que fg*{ X! (ii}'; 51 pour x'€h 1(}:) : il existerait alorx
b ? P
. W4 b L “ . . . ~
un eléement hXr & S{,x‘ tel que hx‘ QISE!,X' : on aurait ainsi d'apres le
lemme (2.2.7) un disque testant g:D-W' tel que g(0) =x' et tel que
g & ¢ ot : % p gt )
vE(h ) <v (32”5{1)n Puisque h_, GSl,x' , on a donc Vv (31,}(,) <v (3"2",}{‘
Or heg:DaW est un disque testant de centre h(x') =x : on aurait
donec \)hog(sl X) <\)h°g(f‘§2 X) contrairement & 1'hypothése 3), On a ainsi
bl 7
3’{(:3"2’ et par symétrie 3"{:3*2* .
4)=»5) : La normalisation de la modification de 1'idéal S est la
modification d'un idéal cohérent sur X : la normalisation, et le

composé de deux modifications, sont en effet des modifications, Il est

clair que cette modification vérifie les hypothéses de 4).

s

) o
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5)=> 1) : Par hypothése, il existe un idéal cohérent X tel que,si
k:W -W est la modification de K, on ait 31@W‘=:32©W" au moins sur
1'image réciproque d'un voisinage U de x, On peut supposer que MlU est
engendré par un nombre fini de sections Eiro001 8 o W'lk_l(U) est alors
recouvert par des ouverts Vi tels que

2
€q gy

VIS Specan G [~ 30009 = 5000 o
4 p [I[g.’ 7 gis 9 i]

ol

ml =
=)

Par hypothése, Slcwizzsgcwi pour i=1,,..,m, Soit fEESl,x :

1'égalité ci-dessus implique qu'il existe des entiers by tel que

b by

i
fe; €32, 2%
donc

N N
focg&xKx

pour N assez grand,
Or Hi est un idéal dans 1'anneau Cw. x qui est intégre (car toute algébre
]
analytique locale et normale est integre) . Hi est donc un Ow X—module
‘ 7

fidéle, ce qui implique que f est entier sur J, - On a donc
2

SI,XC:§2,X, d'ou 1) a cause de la symétrie,

Définition (2,2,8) : Soient W un espace analytique réduit, h W W
sa normalisation, 31 et 32 deux idéaux cohérents, x un point de W,
On dit que Sl,x et S2,x sont asymptotiquement équivalents, et 1'on note

- ! : -1 | N )
Sl,xrﬁ 32,x si, quel que soit x' €h "(x), on a (Slow)x'4 (32©w)x,o

11 est alors facile de voir que la proposition (2.2,5) reste

vraie sous la seule hypothése que W est réduit, & condition de rempla-

cer la condition 1) par la condition J, X?i Sy , définie plus haut.
H 7

Pour la condition 3) on se sert du lemme suivant

ee—
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Lemme (2,2,9) : Soit p: W' = W un morphisme propre et surjectif
(¢c'est par exemple le cas de la normalisation), alors, pour tout
disque testant h: DoW tel que h(0) =x, et pour tout x' € p_l(x), il
existe un morphisme h' : D— W tel que h'(0) =x' et que le diagramme

ht

D —mW!'

)

p — B oW
soit commutatif, ¢ étant un morphisme non constant.
*
Le lecteur est invité a montrer le lemme (2,2.9) et la pro-

position (2.2,5) améliorée en exercice,

(2.3) Noug allons maintenant passer au programme prévu, qui était

la recherche d'un "exposant idéaliste de contact".

Définition (2.3.1) : Seoit W un espace analytique réduit, Un exposant
idéaliste € sur W est une classe d'équivalence de couples (J,b) ol §
est un idéal cohérent sur W, et b€ N, pour la relation :

1
(3,0) ~ (3,00 =8 = 7

1
(ce qui signifie 3]:{ :—:.S;cb pour tout x€E W,
Un germe &x d'exposant idéaliste en x€ W est une classe

d'équivalence de couples (gx,b) ol S est un germe en X d'Tdéal cohé-

; b! b
rent, et b ¢ N pour la wlation (f}x,b) ~(3;{,b‘) asx :S'X R

On note
£ =
. ((SX,b))o
’(Remargue . L'énoncé réciproque qui a un sens est vrai : c'est le
critére valuatif de propreté) .
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Remarques (2,3,2)
< 'b b' b -
a) gi Sx ::S; , alors & — ' dans tout un voisinage de x, comme

nous 1'avons déja signalé, Aingi, un germe d'exposant idéaliste en x
est bien le germe en x d'un exposant idéaliste & défini sur un voisi-

nage de x dans W,

b) si €= ((,b)) est un exposant idéaliste sur W, pour tout k: W-W,

on a que si (§,b) ~ (§',b"), alors (Scxﬁ,b)ﬁd(g'cxg,b'), Ainsi 1'image

réciproque d'un esposant idéaliste est hien définie, En particulier,

si h:DoW est un disque testant, on note vo(ah) et vh(g) la valeur
v, (30

commune des — 5 pour tous les couples (%,b) appartenant aéf,

(Cfﬂ 25206)ﬂ

(2.3,3) Ce gui précéde régle la question de 1'unicité de 1'objet

gque nous cherchons, Occupons-nous maintenant de l'existence,

Considérons le diagramme

N

ol T est une rétraction lisse transverse a X en x€ WN X, (0n ne suppo-
sera méme pas que W est normal). Si h:D-W est un disque testant de
centre x, on considére le diagramme de changement de base de la situa-
tion par h

1 o~

h

gt /
& //‘/

Y

il

Wh
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ol D=W =WxD
w
h o - . )
7% = Zx D (T est la premiére projection)
w
h
x = {0}eD,

Sioged, , on notera gh pour gOIE - ghECB .
frg X Zh Xh
7

Nous faisons 1'hypethése suivante :

| (a.h,) T1 existe une base standard (fl’“°°’fm) de 17idéal définissant
| X dans Z en x, normalisée par rapport a (Ow 5 5 Z1’°°°’Zr) telle que,
| . : i h ;
pour tout disque testant h: D-W de centre x, (£f,5000sf ) s0it une
1 m

‘ base standard de 1'idéal définissant Xh dans Zh en x .

‘ Remarque (2,3,4) : L'hypothése (a.h.,) est réalisée en particulier

si W est lisse, Nous y reviendrons.
On a alors

Théoréme (2,3.5) : Dans les conditions que nous venons de rappeler,
‘ sous l'hypothése supplémentaire (a.h.), il existe un unique germe en x
d'exposant idéaliste 8X tel que,pour tout disque testant h:D-W de

‘ centre x, on ait

L! vl — s ol
! X

| Démonstration ¢ Remarquons tout d'abord que 1'énoncé a un sens |

W FEn effet, d'aprés 1'hypothése (a,h,), le morphisme

I by ol . X . ‘=
ﬂ d(r lX ) 1 CYh Xh TWh Xh est obtenu a partir du morphisme CX,X"CW,X
i Ny ’

par changement de base par dh: T - C . Ainsi, puisque un morphis-
Wh xh W, x
?

! me plat le reste par changement de bhase, rh est tranverse a Xh en xho

De plus, il est clair que (f?,y.a,fz) est une base standard de 1'idéal
de X% dans 7% en Xh, normalisée par rapport a (O 3 Zh,n.o,Zh) (en
| Wh ) xh 1 r
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A h

’ . h ,
effet on écrit fizzi fiAz ; fizzz(fiAo h(z )A et les opérateurs qui

n'étaient pas présents au départ ne peuvent se réintroduire subreptice-

ment) .
Construisons done &,
Considérons tous les développements
A

£, = § i & Z l<i<cm

~ v ’ == J! L e
ol fiAﬁEOW,x , et considérons les vi__vx(fi). I'entier b que nous choi

sissons est b = T (vii) et 1'idéal T est 1'idéal engendré par les
b 3= b
V.- A vi~|A|
A < i i = ;
fiA, pour ‘A| Vo lsi<m, I fiA ]A1<vi Gw,x‘ Je dis que

1<i<
le € que nous cherchons est déterminé par ce I et ce b. En effet, soit
un disque testant D‘Q$W de centre x, puisque (f?,,.,,f ) est une hase

standard normalisée, on a d'aprés (1.4.21)

5  (whx™ = inf &°
h ; i
X l<i<m
ol
v o, (F, )
6? = inf xh 14
=7
|af=vy) - | Al
L
done /v (1. )
B “h TiA
8 ,(W,X) = inf £
l<ism
Mais d'autre part
b
v.-|Al
; f.
v 1(f‘/h) = % inf < v (fbA) = = inf vx( 1A)
! 1<ism| ©\ IA‘<V1 v.-|A]
|A|<\’i l<i<m =
ce qui nous donne 1'égalité cherchée, 2.E&.9.
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(2,3,6) Nous allons montrer que dans la situation de (2,3,3) 1'hypo-

thése (a.h.) est toujours vérifiée, Ce fait résultera du
Lemme (2,3,7) : Soit

XCe——s 7

7

oti T est une rétraction lisse transverse a X en x€ WN X, Alors, pour
tout morphisme k : W' W, =i (f ,Dn.,f ) est une base standdrd de

2 k
1'idéal de X dans % en x, il en est de méme de (f ,nnm,f ) pour l'idéa

de Xk dans Zk en tout point x' €k 1(x)n

\ V4 71;\

3 k

[

we

Preuve : Nous allons tout d'abord montrer comment 1'on se raméne
; ; . . s -1 o
au cas ol k est une immersion : au voisinage de x' ¢k " (x), plongeons
: 1 .
Wi dans un espace lisse @, On peut alors "factoriser k par son graphe"

ainsi

W‘XW';V? PEp

\\‘mlxw

% ‘ 1 . . :
ou le morphisme Wi - @€ x W est clairement une immersion, Or le lemme
(2.3.7) se vérifie immédiatement dans le cas ol k est de la forme

e 2
m1><w KE—EQ-W, 11 suffit done de la vérifier dans le cas ou k est une
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immersion, La question étant locale en x', on peut supposer que k est
une immersion fermée et identifier x' & x. Notons T 1'idéal définissant

W' dans W en x. On a donc @wk,x= W,x/T et sz,x=0wk’x{z1,“,,zr] si
1'on choisit un systéme de coordonnées locales (Zl’“"’zr) de centre x
sur r_l(x), Notons J 1'idéal définissant X dans Z en x, eb 75 1vidéal
définissant Xk dans Zk en x = x, Ce gqu'il nous faut montrer c'est que

ies inx(fli{), 1<i<m, forment une base standard de inX(Xk,Zk),

Soit donc gk(—:Jk,(gk¥0). Relevons-le en un élément g€ J
(en effet Jk =J+ T, T .3, ) et posons
7,x/ x l,x

7

vV = vx(g)
k k
= (
Y v (e )
v, =v_(£.)
i x 1
Puisque (fl"”’fm) est une base standard de J, on peut écrire

V=\V.

~ . X i

1nx(g) =L P, 1nx(fi) ou P.egr 7,
et

P, = P ZA ou P € r\)“vi_iA] W

i~ i i,A° 8% °
]Alsv-—vi
v-vi-IA]
R y 4 ’ 3 ®
elevons Pi,A en un élément pi,Ae‘mw,X et posons
A
P- = E [3» Z E@r L]
i \AISV‘Vi i, A 7,x

Posonsg enfin

|
| g, =&~ T p. f.
1 i=1

et remarquons que \Jx(gl) >y puisque grace a la définition des Py
m
_ v
g = .)j P fi mod , mZ,x R
i=1
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Remarquons aussi que puisque r est transverse a X en x,
(fiyoenpfm) est certainement adaptée a r (cf. (1,4.19)), et 1l'on

peut donc écrire
f. = A.(z) +€e.+h,
i i i i

avec hi polynome homogéne non nul de degré vy En oz

& €My, x° Cy x

: v (h)=v, +1 ,
x 1 i ?
on a donc :

f% = Kv(z)-rek-rhk
1 & 1 1

ce qui montre que
k
v (£)) = v, .
X d i

m
Or 1'égalité g,=g- % p;, f, entraine que
i=1

k k k k
g, =& -zp, £, .

Et il y a deux possibilités

A)  si vk = Vv ¢ puisque v(g?)a v(g1)2 v+l, on a

. k . k k . k, , . k
1nx(g ) = 1nx(zlﬁ_fi) = Z(lnxpi)(lnxfi)

puisque inX(E]sz?) est de degré v,

Ceci montre que inxgk appartient a 1'idéal engendré par les inx(ff) %

.k e
B) siwv =>wv : il nous faut montrer gque nous pouvons changer le

relévement g de gk de fagon a nous ramener au cas A), Si vk2>v, cer-
m

tainement ¥ in (pk)(in fg)
s x i x i

gr 4 = gr Z//in (W'5W)ngZ . Ce dernier quotient n'est autre, gréce
X X

1]

0 ; ceci est une relation dans

[
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1'hypothése de lissité de la rétraction, que [grxyinx(wr,wj[z], Si
nous remontons a notre relation dans ngW[Z], nous trouvons qu'elle

donne s

v-v,+1 v+l
=0
z[{el.p; mod(T.0; +M, )Helof, mod(T.0,  +My ) 1]

m v+1
i§191f16T°@z PR
écrivons donc
m
—_ 1 1 5 f 1 \)+1
131 P, fi = g'+7r ou g GT‘GZ,X et r EMZ,X .
2 v+1
Puisque grace a la définition des p., cl( ¥ p.f.)modM —in_(g) £0,
i i1 7,x X

i=1
on voit que vx(g’)z:v et que inx(g')==inx(g). Ceci montre gue
1 1 1 1 1
1nx(g)€ 1nX(W W) . ger, puisque g' € T'OZ,X°
) - 7 - k
Ainsi, nous avons montré que s1 V >V,
; . ; "
1nx(g)6 1nX(X,Z)(11nX(W , W) DngZ .
Or, supposons que nous sachions montrer qu'en fait

1 1 1 T
1nx(g)6 1nX(X,Z). 1nX(W , W) ngZ .

On en déduirait que dans 1'écriture

m
in g = % P.in_f. ol B, = 5 P o il
b'd ic1 i x 1 i lAlsv“vi iA

A

on peut suppeoser que

v—vi—lA]

3 1
Pi,AE in_ (Wr, W)
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v—vi—|A|+1
1
et done que 1'on peut relever Pi,A en pi’ € T°OZ,X'+W%,X

i a < A
ce qui entraine que si p, = b Z7, on a

p.
]Alsv-vi 14

i
ZpifiETanGZ,x+‘D’tv+ |

et 1'on peut donc écrire

avec g"eT.d, @Z 5 et r"EWﬂv+1n J .
2

Mais maintenant si nous posons g2==g1+lr“, puisque

g==g1~+g”-+r”, on voit que :

- puisque g" et g sont tous deux dans J, il en est de méme de gy 3

- puisque g" €T, on a gg==gk 3

- qui plus est, puisque r" emW+1, on a vx(g2)==\)x(g—g")2:v+1u

i . k .k
Ainsi, g9 est un relévement de g d'ordre v+1, Si v =v+1, on s'est
ainsi ramené au cas A), Sinon on continue, et au bout d'un nombre

fini de pas, on sera ramené au cas A),

Ainsi, nous aurons montré que les inx(f?) (1<i<m) engendrent

iﬂX(Xk,Zk) si nous montrons que
inX(X,Z)[WinX(W‘,W)ngZ £ inx(X,Z) .inX(W',W)ngZ o

Or ceci résulte de 1'hypothése de transversalité qui nous dit que

ger inX(X,Z) est plat sur ger, i.,e, gue le morphisme
ngW.-. ger[ZylnX(X, 7)) = ngX

est plat,
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Ceci entraine que
grxw
7 A T T VWA =
Tor, (ngW[Z$/1nx(X,Z), grxﬁ/lnx(w ,w» =0 .

Mais en a les égalités (Abstract nonsense, mon cher Watson £y

gr W
o 71 f1 A i ' =
(0 =) Tor, (ngWfZ] 1nX(X,Z}, grxﬁ/Lnx(W W =
ngW[Z]
Tor (ngW[Z] inX(Xaz), ngW[Z] inX(W"9W)ngW[Z]) =

in (X,2) 0 in (W', Wer W[Z)/in (X,7) o in (W', W)gr W[Z] =
" " I'.| s ® v e rJ
1nX(X,Z)r11nX(W ,W)grxa/lnX(X,Z) ,luX(W , W) grxi s

ce qu'il nous fallait,

5 i g . k ;
Arrivés ici, nous avons montré gue les lnx(fi) formaient un
a : k Sk
systéme de générateurs de 1nx(X.,Z Yo Il nous faut montrer que ce
systéme de générateurs est minimal : c'est la méme méthode qui va

nous servir,

k
Souvenons-nous que nous avons vu plus haut que vx(fi) =¥y
. k ; .
et donc que les degrés des lnxfi vont croissant au sens large avec 1.
o . k : - -
Si les in_f. ne formaient pas un systéme minimal de générateurs, nous
1

aurions une relation @
in (£ = z Q.. in_t"
% 1<j<i=1 J

(le j=<i-1 vient de ce que les degrés vont ¢roissant ) ot

Qje ngW inx(W‘,W) L7].

Mais exactement comme plus haut, en relevant les Qj dans
grxza et en prenant des représentants a4 dans GZ 5 o8 obtient des
- 2

. V=V
qj tels que 1nxqje gr_ JZ




L=l vl
T, - i - m
i jzlq JE CSLZ,, Z,x
que 1'on écrit
i~1
fi—'nziqj fj = sg+r ou s€T, GZ,X
J:
v+l . . . .
et reﬁmz o Mais si v (f,-%q.f.)>v.,, on doit avoir
o x 1 i i
m
inx(fi)=:i§linxqi 'inxfj’ ce qui est impossible puisque les inx(fi)
forment un systéme minimal de générateurs de inX(X,Z)° Ainsi,
i-1
vx(fi-.z quj)::vi , et par conséquent
j=1
i-1
; - \ o i :
1nx(fi jzlqj fj' in 8¢ 1nX(W ,W)ger
i-1
puisque f.~ ¥ q.f.edJ, on trouve donc que
S A
i-1
< _ 2 1 ¥
1nX(fi jzlqj fj)e 1nX(X,Z)[WlnX(W W) . ger

mais comme il 1'a été vu plus haut, ceci entraine que

i-1
1 - 1 1 1
1nX(fi j?lqj:ﬁf ElnX(X,Z), 1nX(W ,W)ngZ

et que 1'on peut écrire
i-1

m
. _ B : : " ;
J.nX(f:.L jEj,quj) = kgllﬁclnxfk ol Rke 1nX(W ,W)grxz

Rk inxfk .

il

=

[y

I
™~ B

i
lnxfi_ El 33y i
Comme le degré du terme de gauche est Vo la sommation de droite est
en fait a prendre seulement jusqu'a i-1, donc inxfi n'apparait pas
dans la somme de droite, et cela nous donne une relation
i-1
inxfi = jzl(inxqj-Rj)ianj
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ce qui est une contradiction, puisque les inx(fi) forment un systéme

minimal de générateurs de inx(X,Z).
Ceci termine la démonstration du lemme (2.3.7)as
Corollaire (2,3,8) . On obtient immédiatement comme corollaire que

inX(Xk,Zk)=:1n (X, Z)4—1n (Wr, W>/1n (W', W), autrement dit, dans la

démonstration du lemme (2,3.7), le carré

C e
Xk’x‘ X, x
drk dr
e
CW' ™ <l CW,x

est cartésien, Comme un morphisme plat le reste par changement de base,
: : s k .
ceci montre que 1'"image réciproque r de la rétraction r est transverse

a  en tout point x' € kml(x)u

Corollaire (2,3,9) : On a remarqué au cours de la démonstration de
2.3,7) que inx(fi) et in , (. ) avaient la méme partie en 7, Ai(Z),
Ceci montre que si (f1’°'°’f ) est normalisée par rapport a

7 )j (fg,ce,,f ) est normallsee par rapport

Qs

(GW,X 1900-3

(GW‘,X" Zl,nuu,Z ) pour tout x' €k (x)
Nous avons donc démontré le théoréme (2,3,5) sans autre
hypothése que l'existence d'une rétraction lisse r : Z-W transverse

a Xc7 en xe WN X,

Définition (2.3.10) : L'unique germe en X d'exposant idéaliste 3X

tel que, pour tout disque testant h: D> W de centre x, on ait

I h h
v (€% = axhcwl,x )

est appelé le germe d'exposant idéaliste de contact de W avec X en X,
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Remarque (2,3,11) : Le germe d'exposant idéaliste dépend de la rétrac-

tion transverse r : 4 - W choisie,

Prenons par exemple Z::(E3 muni des coordonnées z, Wy s Vg
prenons pour X la surface d'équation zs—'W?w2==0 , pour W le plan z=0,
et pour x l'origine, Choisissons pour premiére rétraction r, celle

qui est définie par

La recette de (2,3,5) nous donne pour 1'exposant idéaliste de contact

correspondant a r,

b =316
9 2
J = (wywy) Oy o

en simplifiant

1

2
bx = ((wlwzm{wl,wz},B})

et regardons la rétraction 1, définie par :
(=

1 2 1
W2 e 1"2 = V\fz“ Z
les coordonnées adaptées a T, sont z, Wy et wé='w2— z (11 faut que

rél(x) soit définie par 1l'annulation des coordonnées de W choisies).

. I 0
Dans ces coordonnées, 1'équation de X s'ecrit

2 ]
1 W2 = 0

3+ W2 7% -Ww
z 1

et la recette de (2.,3,5) nous donne

. 2 1
e = (Gwy o Gwp,wy) g,y },8))
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Or, J1=‘wiw2¢{w1,w2} étant un idéal principal d'un espace normal est
intégralement clos et on voit que Sizzai si et seulement si la fer-
meture intégrale de Jo=W, o (wl,wg) est égale a J, mais ceci est
impossible, puisque J2 contient L8 qui n'est pas dans J1n

(2,3,12) Cependant, dans le cas ou dimW = 1 et W réduit 1'exposant
idéaliste de contact ne dépend pas du choix de la rétraction trans-
verse, Pour le voir, normalisons W, comme dans (2;2.8) on se raméne
ainsi au cas ou @w,x==E[W]. Mais on lit immédiatement en (2,3.5)

1'égalité importante
V (8) = 6 (W,X)
% x

et on a vu que 6X(W,X) était défini indépendamment de toute rétrac-

tion, Or, si O X::m{w}, un germe d'exposant idéaliste est uniquement
9

déterminé par son ordre, et nous venons de voir que celui-ci était

indépendant de la rétraction.
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(2.4) Le but de ces prochaines pages est de rectifier la pathologie
suivante : si grYW n'est pas intégre, il se peut que

v¥(f.g) >vY(f) + \JY(g) ou gque \;Y(fk) >k vY (£f) (i.e. la Y-forme initiale
de f est nilpotente). C'est surtout ce dernier phénoméne qui nous géne,
par exemple pour définir \)X(a) si gr W n'est pas réduit. Le v étudié
ci-dessous est une nouvelle notion d'ordre qui a de meileures proprié-

tés que et qui coincide avec 1'ordre ordinaire si gr W est réduit.

Proposition (2.4.1) =: Soient G un anneau nethérien et P un idéal de

. Posons, pour tout idéal I de O, \JP(I) = Sup{\)/IC:Pv}., Soit maintenant

v p(T)
J un idéal de O, La suite LR est convergente, ou tend vers
1"infini,
Démonstration : Seit v=DLim u , v=_Lim o Nous allong montrer que
km;oo K00

si v<w, on a v=v, Le lecteur verra par la méme méthode que si v =0,
V=00,

Remarquens tout d'abord que d'aprés la définition de Lim et de Lim

(%) ¥ e>0, ¥ieN, 4 j=1i : uj<i+e

(%) ¥ e>0, ¥ i'€EN, 3 j' =i :uj,>3—a

Fixons un € >0 quelconque, et choisissons un indice i assez grand pour
3 vpldD

T = D'aprés (#%), il existe jz i tel que —— Z V-3 et
Vg K J

vp(d)
et d'aprés (%), il existe k= j tel que B < vy +e¢e. Divisons k par i

k=1.j+q (a<]).

On a alors
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vP(Jl']+q) Ly 4 vp(ah v g
vV + £ = - > : = L ; -~ q_
= lj+q 1.j+q ' h| (1. j+q)

(-] )4

Nous avons ainsi démontré que pour tout €¢>0 on a v+ezv-¢ . Q.E.D,
~ vP(Jk)
Définition (2.4.2) : ©Nous noterons vP(J}= lhn"—“E——“
K=o

Remarque (2.4,3) : Pour tout 1&N, GP(Jl)zzl,;P(J),

Remarque (2.4.4) : Si Gr O est intégre, GP(J) =v,(J).

pt

Proposition (2,4.5) : Supposons ¢ réduit, et soit @ le normalisé de G

que nous supposerons étre un C-module de type fini. Gardons les notations
de la Proposition (2,4,1 ), et posons de plus P" =P, 5@ J'=J.08. On a

alors

vp(d) = Vg, (I1) = Y, (D)

ot J dégigne la cléture intégrale de J (ou de J', d'aillurs) dans O.

. k —-n -—-n+k
Démonstration : Pour n assez grand, on aura J' ., J =J

k=20,

poar tout

On aura donc, pour n assez grand et tout k :

vP7(3n+k) “pr(J?k) vP1(3n)
=

+
n+k n+k n+k

Mais d'autre part, puisque J*Czn on a

k) —n+k

\)P,i(J'n+ vP?(J )
>

n+k n+k
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Mais remarquons que d'aprés Artin-Rees, & étant fini sur O, il existe

v, tel que pour vV>v o, on ait rVno=p"Vo, (PPVONG), done, si

J“nJrk;PVv9 Jn+k:ch‘n+kﬂ@g P\)mvo , ce qui montre que
\)P(Jn-w-k) Vs (an+k) v, ,
i = P . Nous avons donc montré jusqu'a maintenant
les inégalités
v (T Ly v v(J?n"-k) Vo, (T v S,(J'“k)
(%) P 0 . P s B G P
n+k n+k - n+k n+k

pour n assez grand, Mais d'autre part, puisque J'cJ, on a
;P.,(J?'J ZGP" (I), et en faisamt tendre k vers 1'infini dans la premiére

a , a s £
inegalité que nous avons trouvée, nous obtenons

Vp () = vp, (I,

k(‘:P\)g J‘}l{(:f”\)9 on a certainement \JP?(J") 2\JP(J).

enfin, puisque si J
D' ot V pi (J) = V ps (J7) = \)P(J) . Mais en faisant tendre n vers 1'infini
dans (%), on trouve

vp(d) = vy, (IT) 2 vy (). Q.E.D,

P

Proposition (2.4.6) : Dans la situation de la Proposition (2.4.1),

pour tout systéme de générateurs (fI,.,”gfm) de J, on a

vp(d) = min v, (£))
P I<is=m P
Démonstration : Considérons Jk, qui est engendré par les

8.1 am
{fl o.,,fm/a1+“.,+am=k'} .

Fixons un >0, et soit k;) le plus petit entier tel que pour

tout kzk:; on ait, pour tout I1<i<m,
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k
Wi dGR )
- £ P i = £
\)P(fi)-}2 < " < vP(fi}-+2
vP(fE)
(d'aprés la Proposition (2.4.1), la suite des " converge vers

GP(fu))n Posons k =m . k'
i 0 0
a a

1
Pour k::ko , dans un mondme f1 R

8.4+ ...+a =k, 11 vy a aun moins
m ¢ 1 m

un a. =~ k'
i~ o
Posons T = Sup {IVP(f?)" a . ;P(fi)l} .
I<igm
ask'
0

On a alors, pour tout i, et tout as;k;

a s ; 5
vP(fi) = avP(fi)—’ﬂu

a a
) o 1 m . .
Dans notre mondme fa B fm § aI-kD.D-kam=:k, supposons que a13>k0,
On a alors
ag a_ . m B
: v - - (m-1
vplfy e f ) 2 aivP(fl) 2al'ki§2€ﬁ,vP(fi) (m=1)1
d'ou
a a m
1 m = i
10 O SRR I = B T At L €5 0
k k 2 k
et puisque T a., =k
a a
1 m
Vil By wwe £)
£ -1
Ll L— > min {v—(f.)}-*-iﬁ“—Ln ’
k ; P i 2 k
l<i<m

et donc, en laissant tendre k vers 1'infini,
‘ N aq a
f vplfy oo £ 7)) 2 min {vﬁ(fi)}_ £
3 I<i<m
|
i Mais maintenant, d'une part 1'inégalité précédente montre que
1§ - = s B
| vp(d) 2 min {vp(fi)}—éz et d'autre part il est évident que
! 1<i<m
|
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vP(J)g min {GP(fi)}, Comme £ était quelconque, ceci achéve la démons-

I<i<m
tration.
Corollaire (2.4.7) : Dans la situation de la proposition 2.4.1), on a
v () = min {v, (£} .
P fed P
Corollaire (2.4,8) : Pour que ;P(J)= vP(J), il suffit que grﬁ& soit
réduit.
Remarque (2.4.9) : On n'a pas en général GP(f.g)==5P(f)-+§P(g).

- 3
Prendre par exemple OE=E{x,y}/(X2—y )(yg—XS), P=(x,y) et f=x, g=1y.

Mais on a bien sfir toujours ;P(f.g)zzgp(f)*-gp(g).

Proposition (2.4.10) : Soient W un espace analytique complexe réduit,

et x un point de W. Notons Bx 1" exemple des disques testants h: D-W
de centre x (i.e. tels que h(0) = x). Pour un hEE@x’ notons
e(h) =v (W, _°h). On a alors, pour tout Idéal cohérent § défini sur

7

un voisinage de x dans W

3 ~ v (h¥* %)
(v (3. Gy N =v_(§) = min —_— ).
fmwpx Sx W, x x Sx hEgDr { e (h) }

Démonstration : Nous allons tout d'abord grice a la proposition (2.4.6

nous ramener a démontrer : pour un ¢élément quelconque fE(ﬁW ' ona
9
_ {vo(fo h)}
v (f) = min { —————
X hGEX e(h)

Ceci fait, nous nous ramenons au cas ou dimXW==1 par des "sections hyper
. . § ¥ s s . ’ . -
planes génériques" successives. Le lemme suivant traduit algébriquement

4 Iy
ce procéde,
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Lemme (2.4.11) : Soit & une algébre analytique de dimension =2,
d'idéal maximal M. Seit f€G. I1 existe un ouvert dense U du E-espace
vectoriel 931/9]12 tel que pour tout élément g€Il tel que gmndﬁﬁ2€ U on
ait, en notant (}1=(3/(g)y 5ﬁ1=3ﬁ/(g)9 £, =1fmod (g)

\ngl(fl) = \);m(f)

Démonstration : Montrons tout d'abord qu'il existe un élément g tel

que vfml(fl) = \)ml('f) ., On a évidemment vml(fi) = vqﬁ(f) . Posons vm(f) =V,
1
I1 suffit de démontrer qu'il existe g tel que f Q"'Iﬂ\i'k . Mais supposons

=0 ou -i"_; désigne la classe de f, dans @l/ﬂ\£+ ;, pour tout choix de

im\)-&-l

gecdl. Cela signifie que la classe de f mod est contenue dans tous

v+ 1

les idéaux principaux de G/ ~~, d'od il résulte immédiatement que

1 :
Emv/ED't\H = (cln(f)modﬂlwl) ,,C‘f/m\“rlg et,d"aprés Nakayama, que M est prin-
cipal, ce qui est impossible puisque & est de dimension =2 . Maintenant
montrons que nous pouvong choisgir g dans Eﬁt—:fmzn Soit done g€l tel que

v‘Iﬂl(fl) :vﬂ'ﬁ(f)“ Choisissons un systeme de générateurs M= (xlgw.gxd)g
xiem-ﬁﬁz, et écrivons g=ZLA, x, avec ?\.iGG‘*, Puisque fmodﬂfIE\Hi n'est

vl

pas contenu dans 1'idéal enegendré par (gmodIl” ), il existe certaine-

1 A - s I4
ment un X, tel que fmod T n'appartienne pas a 1'idéal engendré¢ par

(Xi modﬁﬁwrl) Pooce x. fait 1'affaire. D'autre part, il est clair que
les éléments gEﬁR—=D’ﬁ2 tels que o (fl) :\Jm(f) forment un ouvert de

1 )
Zariski U, du @-espace vectorel ‘IR/‘J]IQ'., Nous wvenons de voir qu'il est non

vide, et cllonc dense dans EUI/?UI2 (pour la topologie forte). Enfin, nous
pouvons refaire le méme raisonnement avec fk a la place de f, obtenant
ainsi un ouvert dense Uk de 3’.]1/3]12 tel que si gEﬂZﬂ“fmz et gmodmz est
dans Uk ; 0on a \)ml(fli{) = \Jm(fk)o D'aprés Baire, U:k?ji Uk est encore
dense dans ,‘IR/EUI"Q, et si nous prenons geﬁft=ﬂ]2 tel qu; gmod‘ITEzEUS. nous

avons

= pour tout k,




149 ,VI.

et done
\szl(fl) = ;m(f) Q.E.D. pour le lemme.

Gridce au lemme, nous pouvons, par un nombre fini de sections
"génériques" nous ramener a démontrer la Proposition (2.4.10) dans le
cas ol dimXW= 1, En effet, il faut noter que puisque le disque unité DD
est lisse, on a \)O(fk °oh) = vo((f ° h)k) :kvo(f °oh) , d'otu il résulte
immédiatement que, pour tout disque testant h: D-W de centre x, on a
_ v (feh)

v () . T Notre probléme étant de trouver un disque testant pour
lequel 1'égalité a lieu. Mais puisque nous venons de voir que par des
sections hyperplanes "génériques" nous ne changeons pas -\;X(f), nous
pouvons chercher notre disque testant dans la courbe Wl obtenue aprés
(dimXW=-1) telles sections génériques successives., Ieci il nous faut remar-
quer que, quitte a restreindre un peu l'ouvert dense U a chaque pas,

W1 est réduite. En effet, le méme raisonnement que celui gque nous venons
de faire montre qu'il existe, si O est réduite, un ouvert dense R du
C-espace vectoriel ‘Jﬁ/(fmz tel que si gE‘JﬁR—‘JJIg et (gmod‘mz) ER O/(g) est
réduite., Nous avons a choisir notre g (mod,?mz) dang UNR, qui est en-
core un ouvert dense de fm/‘im2a Maintenant nous sommes bien ramenés a

démontrer la proposition (2.4,10) dans le cas ot W est une courbe rédui-

te. Soit done & une algébre analytique réduite de dimension 1, et soit

I un idéal principal de O . I=(f). D'aprés la Proposition (2.4.5),

vm(I) :Gm(l(}) . Mais si &= iG:BIGi ol G‘i=m{ti}, on a ‘IRG(f 8) =
17;1_31121{ ‘)zm 0 (£, @ ) car vﬂ 6( £.0) = viml(f.é) . Les morphismes C}ﬁ‘@i sont

les disques testants "primitifs" hi de la courbe W (tous les autres

s'en déduisent par t. —’tei)g et vo(fﬂh_@i) :e(hi)n Done

m@(f@)_vm@ (f@) (puisque Ei:m{ti} et
_ y (f °oh.)
vfm.C_S*i(f"Gi) =—°z(Ti); Nous avons done trouvé notre disque testant

pour lequel 1'égalité a lieu. Q.E.D. pour la Broposition (2.4.10).
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Remarque (2.,4,12) : Sur un espace analytique W réduit, il résulte de
la Proposition (2.4.5) que si 1'on a pour deux Idéaux cohérents Jq et

v} o _ I . . . 8‘
3, tels que 31,x’“32,x’ on a vx(glyx)._vx(329x). En particulier, si

est un exposant idéaliste, on peut définir vx(a) comme la valeur commune

v (&)
des —Eirz— pour tous les (§,b) €&, Si gr West réduit, on aura

vx(8)==6x(W,X).

Dans le cas général, nous définirons une nouvelle notion

d'exposant de contact. Nous y reviendrons.

Remarque (2.4,13) : Si O est 1'anneau local d'une courbe plane, irré-
ductible, regardons 1'ensemble des %m(f) pour fEM, Le plus petit ;m(f)
qui est >1 est le premier exposant caractéristique de Puiseux de la

courbe,

Remarque (2.4.14) : 11 résulte de la Proposition (2.4.10) que GX(B)

est un nombre rationnel.
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III - EFFETS D'UNE MODIFICATION PERMISE

@.1) Nous avons affirmé plus haut que € s'améliorait sous 1'effet
d'une modification permise, Il nous faut tout d'abord décrire ce que
nous entendrons par "modification de € de centre donné", Nous verrons
qu'il y a certains centre de modification (contenus dans W) que nous
avons envie d'appeler "permis par ", et nous étudierons leur relation
avec les centres de modification qui sont permis pour X et pour W,

Tout d'abord une définition générale :

Définition (3.1.1) : Soit W un espace analytique. Soit P un Idéal sur
W définissant un sous-espace analytique fermé Y de W, et soit § un autre
Tdéal sur W, Soit W' oW la modification de centre Y. Si

vY(s)= Sup{ilS(:Pl} , (on remarque, en plongeant W localement dans un

espace lisse W, et on 1l'applique chap. I,(2.4.2), que VY(§)==inf{v€(S)})u
geY
vY(S)
On a : JuOy, <P Oyr » mais PGy, étant inversible,

o - vy (%) :
ceci signifie que P Y’3.3.Ow1 est un Idéal de OW"C‘eSt par définition

cet Idéal que 1'on appelle le transformé faible de § dans la modi-

fication de centre Y.

Remarque (3,1.,2) : ILa transformée stricte de % n'est autre que 1'Idéal

de Gy, engendré par les transformés faibles de tous les éléments de .

Définition (3.1.3) : Soit € un exposant idéaliste sur un espace ana-

lytique réduit W, On note Sing€ le sous-espace analytique de W
Sing € = {XEW[V_X_(&) =1} .

Définition (3,1,4) : Nous dirons que la modification de centre YcW

est permise pour & si

a) Y est lisse
p) YcSingl .
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Remarquons que si €=((g,b)), si P est 1'Tdéal correspondant a Y, la

condition b) signifie que Sch,

Proposition (3,1,5) : Soit

P
h\//

le diagramme habituel, oli r est une rétraction lisse, transverse a X
en x€EWN X, Soit € 1'exposant idéaliste de contact de W avec X en x

relativement a r.

Pour un sous-espace analytique Y de 2 qui est lisse en X,
les conditions suivantes sont équivalentes (dans un voisinage de x

dans 7)

a) YcSing€ nw,
b) YcX NW
o 0

ou Wo (resp, XO) désigne la strate de Samuel de x dans W (resp. X).

Démonstration : Choisissons une base standard (fl’””fm) pour 1l'idéal

de X dans 7 en x qui soit normalisée par rapport a (Oy

(ef, 1,4,18),

,X§ Zlgouner}
Montrons d'abord que Yc Singf nwg:» YCXOHWO : dire que Yc Singé
c'est dire que \)E(&) > 1 pour tout § dans un voisinage de x dans Y, i,e,

si &= ((y,p)) ol
B
v, = il
1

iA [1<i<m 2Cw,x
|al<v,

3= ()1

(ef, (2,2.5)) \JE(fi,A)z\:i— |A], d'ou Ve

vY(fi) =V Or, si nous traduisons en termes algébriques le diagramme

(f)Y=v. (ou v, =v_(£f.)) done
i i i x i

canonique ¢




X x X, Y, x

nous voyons plus facilement que, puisque les inxfi forment une hase
standard de inx(X,Z), si vY(fi)==vx(fi), ce diagramme est cartésien,
Maisg, si Yc:WO, certainement YI:ZO, strate de Samuel de 7 passant par

x puisque la rétraction est lisse, Mais ceci signifie que la suite

(0) =Ty =Cq 4= Cq v, (O

est exacte et scindée, et la fait que le diagramme soit cartésien

nous dit qu'il en est de méme de la suite
(0) = TY,X—)CX,XF‘CX,Y,X—’ (0)
ce qui revient a dire que Yk:XO au voisinage de x,

(Pour tout ce qui précéde, cf, chap., I, théoréme (5,2.6)).

Pour montrer la réciproque, la difficulté est la suivante

puisque si Yc:WOrWXo, les deux lignes du diagramme @

(O)AT -o _'CZ,Y,X—,(O)
(0)—!T Y, x - -.CX,Y,X_’(O)

sont exactes et scindées, le diagramme de droite est cartésien. Encore
faut-il montrer que la base standard normalisée le 1it, cfest-d-dire
que v (f )-v (f. ) dans ce casg (en effet cela nous assurera gque

G ) =1, donc vE(a) >1 pour tout € d'un voisinage de x dans Y)

g
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pour cela, on plonge localement W dans un W lisse, et 1'on'étend la
rétraction r : 2 - W en T :?-qw, ol i::W><r‘1(x)q En utilisant le fait

que puisque Y et 7 sont lisses et que YC:ZO, le diagramme :

Ci,x Cﬁ,Y,x
CZ,X CZ,Y,X

est cartésien, on parvient a démontrer que l'on a un isomorphisme
™~ s v . « .
nggIETZ—q-ngZO On raisonne ensuite par 1'absurde en utilisant bien

stir le fait que (fi,gno,fm) est une base standard normalisée,

(3,1,6) FEtant maintenant convaincus que les modifications permises
pour X et pour W le sont aussi pour 1'exposant idéaliste de contact €,
occupons-nous de regarder leur effet, Il nous faut tout d'abord définir
quels seront les transformés de € et de la rétraction par une modifica-

tion permise

Définition (3,1,7) : Soit € un exposant idéaliste sur W réduit, soit
Y lisse défini par & tel que la modification de centre Y soit permise
pour £, Soit W' —£5 W la modification de centre Y, On appelle transformé
€1 de € par g 1'exposant idéaliste ainsi défini : =si €= ((3,b)),

e = (@P(30,,,0)) (ef, (3,1,1)).

(3,1,8) Passons maintenant aux rétractions. Si Wes Z admet une rétrac-
tion r: ZW, et si YW, considérons les modifications I' et g de centre
X




B e == e e w1 o
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et demandons-nous s8'il existe une rétraction r' : 7' oW qui rende le
diagramme commutatif, au voisinage de tout point x'¢ g_l(x) (rappelons
que, bien que cela n'apparaisse pas dans les notations, les rétractions
que nous considérons sont locales, i,e, la donnée d'une rétraction est
la donnée d'un voisinage U de x (¢ W) dans Z et d'une rétraction de U

sar UNW .,

Remarquons que si une telle rétraction r' existe, puisque
g_l(Y) egt un diviseur de W', il doit en é&tre de méme de
r'_l(g_I(Y))= F_i(r—I(Y)) puisque le diagramme doit @&tre commutatif,
Mais dans la modification F de centre Y, si nous posons T==r-1(Y), et
si nous notons T' la transformée stricte de T dans la modification de
centre Y, il est clair que sauf dans des cas triviaux, F-I(T) n'est
pas inversible au voisinage d'un point de T', Mais comme nous pouvons
nous restreindre a de petits ouverts, posons Z"=7'-T', Z" est un
ouvert de 7' ou F_l(r_l(Y)) coincide avec F_I(Y), donec est inversible,

De plus, puisque Fhl(r_l(Y)) est invereible dans 7", la fléche canoni-

que 72" - W se factorise par W' d'aprés la propribté universelle des
modifications, Il est facile de vdr que cette factorisation est la ré-
traction r! cherchée; I1 faut vérifier qu'en enlevant T' nous ne perdons
aucun point de W', Mais ceci revient a montrer que T‘rwW'::ﬁ, ce qui

est clair puisque C et C ne peuvent avoir en commun que le

W,Y Ty ¥ o
"vertex" Y, (La modification de centre Y "sépare" W de r (Y)).

o ; r'
Ainsi, nous avons trouvé une rétraction Z'—3 W' rendant le
diagramme coomutatif (attention & 1'abus d'écriture : elle nlest

définie que sur Z"=7' -~ T'),

Remarquons que, puisque ‘au voisinage d'un point de Z", F colin-
; o . -1 ..
cide avec la modification de centre r "(Y), on a dans ce voisinage

Fim - i,

Remarquons maintenant que la rétraction r' est lisse : par

k (la rétraction r

hypothése, on peut en effet écrire localement Z=Wx @




envoyant Gk sur (0)), et la propriété universelle de la modification

montre que le diagramme :

¥
——
i k Py
est cartésien, On a donc localement 2" =W'X ¢, c'est-a-dire que r'
est lisse,
(32) Nous nous proposons maintenant de démontrer, toujours sous

les mémes hypothéses, le

Théoréme (3,2.1) : Soit Fs:71 -7 la modification de centre Y, avec
Y lisse eth:WOﬂXO° Soit x' e WWNX' (en notant avec un 1 les trans-

formés stricts des sous-espaces de 7) un point de Fﬁl(x).

Supposons que 3

1 1
&) HW‘,X‘ - HW,X
1 1
n) HX‘,X‘ - HX,X ’
Alors :
1) Si r:Z-W est transverse a X en X, il en est de méme de
r' ¢ Z' oW en x'

2y Bi (fl"°°’fm) est une base standard normalisée de X
dans 7 en x, (ecf, (1,4,18)), il en est de méme de la hase transformée

(i.,e, de la famille (fi,.o.,f;) ou £l est la transformée stricte de fi)°

Remargque : Comme Y est lisse, il revient au méme de dire que Yt:XOF\WD

ou que la modification de centre Y est permise pour X et pour W,
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Démontrons d'abord 1) : Nous allons utiliser le théoréme de Tangence

(chap. I, (5.4,5)) a la fois pour X et pour W,

Nous allons pour cela nous ramener d'abord au cas od W et 7
sont lisses, en plongeant (localement en x) W dans un espace lisse W et
en choisissant 7 tel que le diagramme

7 ——,

d

W—

=e—ro

soit cartésien,

Ceci entraine que 7 est lisse puisque r est une rétraction

lisse,

: 5 v
S5i on note 1X‘E CX,X/TY,X la droite correspondant a x', Lx'

dans C , et de méme L 1" image inverse de

! X, x 1x!

llx' dans Cw,x , le théoréme de Tangence nous dit que Lx‘C:TX,

(resp. levc:TW x) et que 1'on a des isomorphismes naturels (en notant
7

T:7' .7 la modification de 7 de centre Y)

1'image inverse de 1X

G S50 L_,
'X'dﬁ_l(x);x' X,m/ X
et
C o =C Xi/L v .
wraF 1(x),x' w, 1x
D'autre part le théoréme de Tangence dit que Tfl(x) est transverse a

X" et a W' en x',

On a donc le diagramme commutatif :
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— =0 /L
1 1 ~ 7
X', x X'AF 1(x),x‘ X, x/ x
dr! (1) dr! (2) dr

~— ~ =4 O L
Wi g? W'ﬁFmI(X)qx‘cn* W’X/ L

oi dr et dr' représentent les applications induites par les rétractions

ret r', et ou i et j sont des immersions réguliéres (i.,e, par exemple

1'idéal définissant C dans C, est engendré par une suite
'] X1, x!
'nF " (x),x! ’
réguliére : c¢f., chap. I, (5,3.2)),

Pour montrer que r' est transverse a X' en x7, il faut montrer
que dr' est plat, Mais 1'hypotheése de transversalité sur r (i.e, la pla-

titude de dr) implique que la restriction de dr' a C Az est
X'ﬂF (x);X‘
plate ; d'autre part, le carré (1) est cartésien, comme on le vérifie

tout de suite en écrivant C . nad = CW? x'er 1 et
wWinlk “(x),x' ? r " (x),x!
C =C S NT (toujours le théoréme de Tangence)
e | 1 1 i J
X'AF T (x),x! Al ym T T (x),x’
] = ,v_.l :
et en remarquant que (dr') 1($w_1 ) =T 1 puisque F ~(x)
F " (x),x T (%), x!

~

s'identifie (localement en x') & E_l(x)x r'ml(x'), en notant G: W' oW

la modification de centre Y,
Rappelons maintenant le

Lemme (3,2,2) : Soient A un anneau nethérien gradué, I un idéal
homogéne de A, M un A-module gradué de type fini. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

1) M est plat sur A ;
2) M/IM est plat sur A/T et 1'homomorphisme canonique
M/IM@A GrIA-.GrI M est un isomorphisme.
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(Ce lemme s'énonce en général dans le cas ol A est local nethérien et
est connu sous le nom de critére de platitude, cf, par exemple Bourbaki,

algébre commutative, chap, III),
Nous allons appliquer ce lemme avec

gr_, W' = A, gr , W' =M, T = idéal de C -
WAt L x, %

Rage CW',x‘ ¢ nous venons de voir que M/IM est plat sur A/I.,

D'autre part,le fait que i et j soient des immersions réguliéres implique

que

ngA:’A/I [Ty» ooosT ]
et
gry M=A/IM [Tyreoes® ]

(n=nombre d'éléments de la suite réguliére engendrant I),
On a donc bien M/IM® GrI A’—"*GfI M, ¢e qui achéve la démonstration de

la premiére partie du théoréme.(3,2,1).
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Avant de montrer la seconde partie du théoréme (3.2.1), nous
allons énoncer un lemme,qui est 1'analogue du théoréme de Tangence
dans la situation qui nous intéresse, c'est-da-dire o Z n'est pas lisse,

Nous allons aussi associer 4 1'immersion de X dans 7 autour de x un

caractére numérique.

Lemme (3.2.3) = Les notations étant les mémes que pour le théoréme
1 1 1
(3,2,1), supposons que HX‘ x‘::HX,x et HZ',X‘:=HZ,X . Alors :
1) le carré
C — G
Lo, x o, x
CX‘,XT g CZT

est cartésien (f étant la modification X' =X de centre Y).

gr 4! _ :
2) Ter, * (grx,(F 1(X)),grx,X‘)==0 pour tout i=1. (En parti-
culier, pour i=1, cela est équivalent a

o - s _'1 r
in_, (X1, %) Aing, (T Lx),21) = in_, (X1,21) in_, (F7(0),21).

R |
Remarque (3.2, 4) : Dans le cas ot Z est lisse (et donc aussl T (%))
la condition 2) ci-dessus est équivalente a la transversalité de
1(x) et de X' en x' (car elle implique que T _1 est engendré par
(x),x'

une suite réguliére pour gr (X' : ecf, chap. Ly (5 3, “) et chap. 11,
(1,4,9)) . On pourra donc dire par analogie que ¥ (x) est trapsverse

53 X' dans Z' en x' bien qu'aucune hypothése de lissité n'intervienne

plus.

Démonstration

~

1) Plongeons localement 7 dang un espace lisse 4, et notons F
la modification de 7 ayant pour centre Y : d'aprés le théoréme de

Tangence, le carré




o) g ﬁnl(x),x’
Ogr 5 qﬁ_*""qbc?',x'
est cartésien,
En apliquant ce méme théoréme a4 %', on obtient que
C -1 —aCN
P (g),x‘ B (), %!

est cartésien,

4 . . . -~ 7 -
La combnaison de ces deux diagrammes entraine par un résultat

classique que le carré du lemme est cartésien,

, 7 o= 1 Ia -
2) Nous avons vu que la transversalité de I “(x) et de X' (trans-

versalité qui est donnée par le théoréme de Tangence) pouvait s'exprimer
M

gr TZ' o~
par la nullité des Tori * (ng,(F 1(X)),ng1X')n On a de méme
gr 4!
X ~e e
Tor, (ng,(F (X)‘,grxié')zzﬂn
Or on a les suites exactes
O—oinX1(X',Z')-ang,Z‘-ang'X'_ao
et
(3) 0- Tor ” Z,(gr ‘F_l(x),ng'X*)_,grx,F (x) in_, (X', 74" )=
x ! grx‘Zr -
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On a aussi une identification canonique

ng1F (x) ® 2 2:ng,F_1(x) ® _ &Y 7! @ ?

=

~gr T (0 ®_ 7

La suite (%) s'identifie done a

. 1 -1 -1 .
(336) OqTorgr g1 (8T T (x),grx,X!)_.grx,’F (x) @_ in,(X',2")~
x' grx,Z'
N-i P
Cé,ng,F (x) ® ng'Z'.,gr B 1(x) ® gr_ X' 50 .
gr_ 4! * A -
%! %!

Mais par définition, on a aussi la suite exacte

1 -1 1 a1
33 '
( ) Torgrx1i,(ng!T (x),gr_,% )_,Torgrx1%,(grx,F (X)’grx'XT)‘j

—1 . N—l r-'...1
Cbgrx‘ﬁ (x) ® _ lnx‘(X1’Z‘)“’grx'F (%) N grx'Z'_+ng,F (% ®, g%8X1)
1 1 '
gr_ 7 gr_ y/ gr}dZ
-0 .

Par hypothése les deux Tor1 figurant dans (###) sont nuls,

Par suite, comparant (##) et (¥#¥), on en déduit le résultat,

Si le lecteur dispose d'un papier de plus grande dimension,
il se convainecra qu'en continuant les suites exactes, on montre de la

méme fagon que Tor ™ ( , ) = 0.

Définition (3,2,5) ¢ Soit X—=7 une immersion fermée, x un point de X,
Soit (f1’°°°’fm) une base standard de 1'idéal définissant X dans G,
9

(¢f, chap, II (1.4,18)). Soit Vi==vx(fi). Alors la suite (vi,uo.,vm)

ne dépend que de 1'immersion. On pose

V‘;E(ng) = (\Jlaluo’\)rﬂ) o
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Le plan de la démonstration va maintenant étre le suivant

a) Nous allons montrer gue viv(X',Z')=:v§(X,Z) en montrant gue

. = -1
ces deux suites sont égales a v;(f T 7 (%),

b) Si (fl,,ou,fm) est une hase standard normalisée de X dans %
en x, hous montrerons gue vx(fi}z vx‘(fg), et que l'égalité (pour tout i)
implique que les inxv(fi) sont "indépendants", donc qu'ils forment |
une base standard de X' dans Z' en x', a cause de a), |

¢) L'hypothése que la base standard fl,mﬂn,fm est normalisée
entrainera que, pour tout i, vx(fi)= vx,(f;)m I1 sera alors clair que

|

la base (fi,an,,f’) est encore normalisée, |
m \

|

rd - m « —
Pour montrer a), remarquons d'abord que le théoréme de lan

gence nous donne des isomorphismes naturels C = Oy X’/bx' et
f T x) %! i

¢ 1 ::§CZ x’/l" , diot un diagramme commutatif
F T (x),x! ? *

B g > Cy /L,

£ (), x! e

C 4 ma L S (Y

F o (x),x' 1 X *

i : s =7
Ce qui implique que vi(X,Z):=v§‘(f (x), T (%)),
D'autre part, la premiére partie du lemme (3,2.3) nous montre
que si gi,noo,gg est une base standard de X' dans 7' en x', i
- e -
T _ 4 1 + 1 : ! : ¥ (x),%!),alors
q)j_ 1nx'gi et si $i est la classe de @i modulo 1nx'(£ ;

les @3 engendrent 17idéal inx,(f_l(x),F_l(x))u

; ~ - ot nt
La seconde partie du méme lemme entraine que les ¢! Tormel

hag o = 7 s . = e 1
un systeme minimal de générateurs de 1nx1(f 1(X),F (x)) .
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En effet, si on avait une relation
= z‘ Q. Cp (Q.cgr F-l(x))
J x! ’

on en déduirait une relation

i-1

p! = ¢ Q.9% =4
140 4

r - _1 n
avec Qje grx,é‘ tel que ijnod 1nX,(F (X),ng‘Z‘)= Qj et
= inX1(F_1(x),Z‘)r]inXT(X',Z‘)D

Par conséquent & € inX,(F_l(x),Z')).inX?(X‘,Z‘)B Les éléments

. e 1 - ' ; a "
de 1nx,(F (x),%') ayant au moins le degre 1, ¢ est une combinaison

des g de degré strictement inférieur & celui de ¢!. FPar conséquent

C'est contradictoire avec le fait que (@i"°"’@$) soit une

base minimale de inX,(X',Z’).
En particulier @;540. I1 a donc méme degré que ¢} et

Vi (XT,21) = vr(E 120, F (X)) .
X X

On peut aussi, comme 1'a fait remarquer Giraud, utiliser les techniques

de résolution minimales introduites en algébre homologique.

Passons a4 bh)., Soit fl"“”’fm une base standard normalisée de

X dans 7% en x ; comme Y est permis dans X, nous avons pour tout i
1'égalité v_(£.) =vy(f, ) (voir la démonstration de la proposition
(3.1,5)) : ceci entralne que, pour tout i, Y est permis pour 1'hyper-

surface X, d'équation f. dans Z.
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En effet, il suffit de faire les observaticns suivantes

1)  Si inxfi (resp. inY fi est non diviseur de zéro dans grYZ

(resp. grYZ) alors
grxXi = ngZ/lani (resp. grYRi = gryﬂ/lani} s

9} La rétraction r étant transverse a X en x, et (fiycgg,fm)
étant une base standard, donc adaptée a r, in £, est non diviseur de
X

zéro dans gr 2.

3) Si in f. est non diviseur de zéro dans gr_ 7% et si v, (f )=v {f.)
il | X b - ¢ x 1

alors iani est non diviseur de zéro dans grYZe

1) est clair ; désignant, suivant les notations du lemme
(1,4.12) du chap. II, par N 1'idéal engendré par ‘@ gri W dans ngZ,
2) vient du fait que inﬁ(inxfi)::Ki(Z)EEG[Z] est ﬁ%% diviseur de zéro
dans grﬁ(ngZ):BngZ, ce qui entraine que inxfi lui-méme est non divi-
geur de zéro dans ngZD De méme désignant par o 1'idéal engendré par

W dans gr.Z%, 3) vient du fait que in_(in fi)= Mi(Z)EEGY[ZJ ol

r
1o By 7Y
by g'envoie sur Ai par 1'homomorphisme canonique de @Y(Z} sur €[%].
Y étant contenu dans Wo’ grYW est @Y—plat, donc localement libre, et

ui(Z) est done non diviseur de zéro dans gr %,
De tout ceci on déduit, puisque vx(fi)rva(fi), que

C —_—
Xi,x ’XiyY,x

G e, CZ

Z,x 5 VX

est cartésien, ce qui, 7 étant normalement plat le long de Y en x,

entraine la méme chose pour Xi°
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Si 1'on note X; le transformé strict de Ki, le théoréme

(5,1,3) du chapitre I nous dit que H%Y X‘s;H; 5 B Pour en déduire que
li, i’

vx1(f£)s;vx(fi), nous aurons besoin d'une derniére remarque, conséquence

de la remarque 2) ci-dessus,

Pour tout n, on a 1'égalité

) -0 40
HZ’X(n+vi)— HZ’x(n) = HXi,x(n+vi) .

I1 est maintenant aisé de voir que vx(fi}:gvx(fi) : 1'éga-
1lité de la premiére partie du lemme implique en effet que mx(Xi)= %me(Z),
Qéxi) désignant la multiplicité de X, en x, On a de méme

m_, (XD =v_, (£Dem , (Z7),

- 1 . ;
Or on a, par hypothese, HZ X==H%r 5! ¢ ce qui implique que
9 7 1
— 1 1 :
mX(Z)-mX,(Z Y, et nous venons de voir que HXi:XE:Hxaax" ce qui

. . ;
implique que mx(Xi)ZIyX,(Xi)o

Supposons maintenant que vx(fi)zzvx,(f'i)e Soit N' 1'idéal engen-
dré ' 1 CA— 1y = A (Z') s
ré par iglgrxrw dans gr_,%', On a alors 1nN&1anfi) hl( ) 3
cela entraine donc que inx‘fi est non diviseur de zéro dans ng,Z' (et

::H;)(1 et aussi H1 ==H1 : on peut donc appli-
i!

0
donc que HX 51 Xi’x X%,x1

59
i
quer le théoréme de Tangence pour Xi’ ce qui donne un isomorphisme

naturel

C sl /L,
¥ l(x)mxi,xr L

d'ot un diagramme commutatif :

¢ 4 L T
F (X)DX;,X' i
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La premiére partie du lemme (3,2,3) appliquée a Xj impligue

que C est défini dans C par une équation, & savoir

-1 -
I (x)ﬂXi,x‘ F "(x),x!
la restriction de in _, £! 4 F i,

A cette équation inxil correspond par 1'isomorphisme p une

¢quation dans C , gui n'est

/
7, %"’ Lx' !
autre que inxfi puisqu'elle doit définir C

Xf

dans C s on voit
X. 94X 7,x '
i

done dans C = 1 g
Loy Z,X’/ x!

"indépendants" (i.e, qu'ils forment un

ainsi que les inxr fi sont
systéme minimal de générateurs de 1'idéal qu'ils engendrent) car toutc
relation entre les inxyf; donnerait une relation entre leurs restri:
tions & F-l(x) et donec une relation entre les inxfiﬁ ce qui esgt exelu

par hypotheése,

On voit done que si 1'on suppose vx(fi)zzvyl(f;) pour tout
les in_, f1  font partie d'un systcme minimal de générateurs de

7

inx,(X‘,Z‘) ; comme nous avons vu d'autre part que vi(X?%)::v%‘(Xiwf
P ol

cela implique qu'ils engendrent inx1(X’,Z')n

Mentrons done gque vY(fi)=:v (fi) pour 1< i<m

x'!
Neus allons raisonner par récurrence et supposer gue l'on a
vx(fj):=vx'(f%) pour 0< j<i : ceci entraine comme plus haut que

fi’””“’fi 1 font partie d'une base standard de X' dans 7Z' en x',

Si on suppose que vx(fi)'fvxifi), on en déduit une relation

inx’fi = 3 ({jinxffs avec QJ{}grx‘Z' %

. oy . ~1 ; -
Par restriction a l'espace r' "(x'), cette relation donne une relation

que 1'on peut éerive

1 ! — 1 71
in fi ~ B Q. AL(ZAYY)
j=o0

D'autre part la base standard fj,aau,fn est normalisée par
it
hypothése : &i on éderit
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A
fi = ZfiALZ (avec fiAE(BW’X) ’
onaf =0 si AffEXP(K1’““f’Ai—1) (hj==restriction de in_f. a r-I(X))a
)

; o A . .
Done si on éecrit f%:g}fiAz' , On a aussi f§A5=O si A{;Exp(ﬂi,,eo,hi_l
(car , comme on 1'a déja remarqué, on obtient Kﬁ(Z') en remplagant 7

par Z' dans hj(Z)o

la relation ci-dessus implique donc que inxffizzo, soit
inX‘fie-ﬁ‘(winxj(X‘,Z')==ﬁ‘.inxT(X‘,Z‘) grice a la transversalité de r!
ceci donne une relation de la forme
i-1
: o= I 1
1nx'fi JZ lenx'fj
j=0
avec maintenant Qge'ﬁ', oi N' représente 1'idéal engendré par les

é1éments de degré positif dans grx,W‘c

En regardant cette relation modulo ﬁ'g, on en déduirait de
A . st 2 . . . i F s .
méme une relation analogue avec Q.€N'", En continuant ainsi indefini-

J
ment, on aurait inx!fizzﬂ (car 03 N‘n=:0), ce qui est absurde.
n=o

On a donc vx(fi)::vx(fi), ce qui achéve de montrer que

fi’”’“’fé est une base standard,

11 est clair que cette base standard est normalisée, puisque,
comme nous l'avons déja noté, Ki(Z) et K%(Z') gont formellement les

mémes et que fi::z:f' z‘A, fl

! dtant la transformée stricte de ., »
iA iA

A
Corollaire (3.2.6) : Les hypothéses sont les mémes que pour le théo-
réme (3.2.1), Soit €= ((I,h)) 1l'exposant idéaliste de contact de W

’ . =h F
avec X en x ; alors le transformé &' de € (i.e, &'=(@Q ﬁ[@w,,b)) si
& est 1'équation du diviseur exceptionnel de la modification) est

1'exposant idéaliste de contact de W' avec X' en ®xY .
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On a vu en effet en (2,3.5) que l'on pouvait prendre

b
m vi—IN
- e . g _ !
b= !I (vil) et T fiA pour ]A|<ivi : on a alors ((I',h))
i=1 b /
vi_lA'
avec I' = \f!, pour |A|<:vi (car, par définition,
~Vy A o |A] |A]-v.,
Vo= 1 1 = 1 i T a1 | S 133 1
T ZfiAz 2 (Z‘fiAz 2 ) d'ou fiA fiA et
b b
V.- |4 Ve | A
£1 " . élmb) ; le fait que (f] f') soit une base standard
iA iA ’ 1797 'y |

normalisée de W' dans 7' en x' montre bien que €' est 1'exposant idéa-

ligste de contact de W' avec X' en x',
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(3.3) Nous allons maintenant montrer un théoréme important, qui

est en partie une conséquence du théoréme (3.2.1) :

Théoréme de stabilité T (3.3.1) : Soient W=7 un r-immersion d'espaces

analytiques, X un sous-espace analytique de 7, x un point de WN X. On
suppose gqu'il existe une rétraction r (localement en x) transverse a X
en x. Soient & 1'exposant idéaliste de contact de W avec X en x rela-
tivement a r, Y un sous-espace lisse de WOF]XO, ol Wo (resp. XO)

désigne la strate de Samuel de W (resp. X) passant par x.

Soit F:72'-Z (resp. f:X' X, resp, G: W = W) la modifica-

tion de centre Y dans 72 (resp. X, resp. W). Alors pour un point

-1 1 ;o
x" €6 " (x) tel que U =I§' sy les conditions suivantes sont équiva-
W, x? W, x
lentes
i1 1
1 ¥ A - s r—
a) x' e X etHX‘,x‘_HX,X
b) x' € Sing €' ou €' est 1'exposant idéaliste transformé de € par G

(ef. (3.1.7)),
De plus si a) ou b) est satisfaite,

1) la rétraction r' transformée de r par la modification F (ef., (3.1.8)

est transverse a X' en x'

2) €' est 1'exposant idéaliste de contact de W' avee X' en x'.

Remarque (3.,3.2) : Si 1'on se place dans le cas ou W est lisse (on a
1 1 .

I 0 s . 1' -
alors évidemment HW',x‘ HW,x) on voit gque la connaissance de expo

sant idéaliste de contact € = ((J,b)) détermine

1) les sous-espaces Y de WN X qui sont des centres de modifica-
tion permis (car il est équivalent de dire que X est normalement plat
le long de Y en x ou que Yc Sing € (3.1.5)).

2) les points x' de G_i(x) qui appartiennent a X' et qui sont

1 1
"aussi mauvais que x", c'est-a-dire qui sont tels que HX‘,x‘zzHX,x
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-1 . ’
(car ce sont exactement les points de Sing €' NG " (x) & cause du théo-

réme de stabilité 1),

Si 1'on suppose que l'on a choisi un espace W tel que
dimXWS;dimXX, ce qui sera réalisé par la suite, on veit que si l'on
se donne un espace X, ces deux informations sont données par €= ((J,b))
qui est de nature dimensionnelle plus petite que X (car
dim. Supp m])<:dimXWs;dimxX) : il y a 1la une possibilité de récurrence

sur la dimension pour désingulariser X).
11 faudra pouvoir aussi choisir un espace W tel que son
transformé W' contienne tous les points aussi mauvais que x : nous

étudierons ce probléme plus tard.

Preuve du théoréme (3.3.1) : a)=1h) résulte du corollaire (3.2.6) qui

dit que sous 1'hypothése a) €' est 1'exposant idéaliste de contact de
W' avee X' en x', On a donc VX1(3‘)::dX'(W‘,XJ) (2.3.12) et
dx,(W',X‘)z 1 ; 1'inégalité vX,(g‘)zzl est équivalente par définition
a x' € Sing (€') (3.1.3).

D'autre part nous avons vu que sous l'hypothése a), les pro-

priétés 1) et 2) étaient vérifides ((3.2.1) et (3.2.6)).

T1 nous reste donc a montrer que b)= a). Nous allons d'abord

voir que l'on peut se ramener au cas ou W (et 7) sont lisses en x.

Soit (fl’“‘°’f ) une base standard normalisée de X dans 7
. ; A
! — < ¢
en x (par rapport au systéme (OW,X’ 7). Si 1'on pose fiﬁ)i_fi Z , nous

avons vu que 1'on pouvait prendre & = ((J,h)) avec
h

m v,=|A

b=TT (v,!) et J=\f,} pour |Al <v. (v.=v_(£)).
io1 1 iA 1 i x i

b

-j,“|A|

|A|m\)i

(et done fi =5 R N €5

On a alors &' = T g iA

v
1
iA
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_1 » .
On a alors, pour x' € G (x), les équivalences :

x'€8ing E'ev (€ 21ev ,(J") 2be V(D 2y, (1<is<m)

mais comme on sait que vx,(fi)s;vx(fi)=:vi, on voit que

Sing (€1 NG (0 = {x' €6-1(0) | v_, (£ =v, (1sism}. L'hypothése D)

est donc équivalente a vX“(fi)z‘ui pour 1<i<m : ceci entraine que

les in_, (£!) sont indépendants (comme dans la démonstration du théoréme
X i

précédent), mais pas nécessairement a priori qu'ils engendrent 1'idéal

in_, (X',%7).
X

Plongeons localement en x W dans un espace lisse W et prenons

7 tel que la diagramme

VA m-4>i
ri l
W o—>W

soit cartésien,

Nous allons montrer qu'il existe une base standard (hi) de

W dans W en x telle que
— — 1
vx(hi) - vY(hi) a vx‘(hi)

en utilisant le théoréme (3.2.1) : nous avons pour cela besoin de
l'existence d'une rétraction transverse a W en x, existence qui va

résulter du lemme suivant :

Lemme (3.3.3) : Soient 7 un espace analytique lisse, W un sous-espace
lisse de %, X un sous- espace de 7, x un point de XN W, supposons que
T b ; il existe alors, localement en x, une rétraction de %

W, x X, x

sur W transverse a X en x.
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On a en efiet localement : Z-:;W>:m1 ; la premiére projection Z-W

est alors une rétraction transverse a X en x puisqu'elle induit sur

0 . & n . r, - .

CX,X une application p : CX’X-aPW’X quivést éevidemment plate, puisque
Tk ; ; : o N
1'inclusion TW,XC:TX,X implique que CX,i—~$TW,x><CX,x’/TW,X y p s'iden

tifiant & la premiére projection.

Si on applique ce lemme avec Wa la place de Z, W a la place
de X et V un sous-espace lisse de W ayant LX’ pour espace tangent en x
W x puisque par hypothése W est normalement
’ 1

a la place de W (on a foc:T
plat le long de Y en x : ¢f. chap., I, théoréme (5.2,6) et H =Hl
W 5%x! W, x

chap. I, cor. (5.4.5)), on voit gqu'il existe une rétraction

W-V transverse a W en x . Soit V' 1la modification de V de centre Y.
On a vu alors dans la démonstration du théoréme (3.2,1),que 17on peut
appliquer puisque 1'on a x' V' ét H$,X::HW!,X1, qu'une base standard
normalisée (pour cette rétraction) (hl,...,hr) satisfaisait a
vx(hi):sz(hi)::vx‘(hi) (l<i<r).,

Montrons maintenant que 1'hypothése vx(fi) = vx‘fi) nous

~ ~
permet de trouver des équations fi sur 74 qui relévent fi a un élément

inversible prés et qui satisfont aux égalités

(1) .

v, = vo(f.) = v (F.) = L
X 1 x 1

Nous allons faire le méme raisonnement que plus haut en rem-
plagant W par le sous-espace Xi de 7 d'équation fi’ 1"hypothése

1 ik 1 1
[ — ¥ — i i = : - =
v () vx,(fi) et HZ,X HZ’,X‘ impliquant H H cela nous

Xi,x X},x‘
permet de trouver une base standard (gl,...,gp) de Xi dans 7 satisfai-

L A _ _ Tl
sant a vX(gi)——vY(gi)-—VX,(gi)v

Comme CXi,X est défini dans Lﬁ,x par (lnxgls...alnxgp}
il existe un gj, soit g, par exemple, tel que Inxgi releve Inxfi°

En effet inX(Xi,Z)z inX(Xi,i)-finX(Z,Z)/inX{Z,E) est un idéal princi-
pal engendré par les images des inxgj d'une part, inxfi d"autre part.

On a donc vx(gi)==vx(fi). D'autre part, la restriction éi de g, a2
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appartlent a 1'idéal (f ) qui définit Xi dang 72 : on a ainsi
=Af. ol A est 1nver51hb ;5 1'élément g, est ainsi 1'élément £, que

nous cherchons.

On a alors que les (1n f ) et les (in hj) engendrent 1'idéal
1n (X,7) (puisque par constructlon 1'image de 1n f dans gr_ Z est
1n f ) On peut donc extraire de 1a famille ((? ) (h )) une base stan-
dard de 1'idéal 1n (X,7) qui vérifie Vo (T.)kﬁv (F.) =v (F.) et
i x i Y i
(h')~v (h)—v(h)
J x ] J

La démonstration de h) = a) est alors techniquement compliquée,
bien que plus simple au point de vue théorique que ce qui précéde,
n'utilisant pas la notion de normalisation d'une base standard ;
nous allons nous contenter d'indiquer les énoncés des deux lemmes

essentiels pour cette démonstration.

Le lecteur consdencieux pourra se référer pour les démonstra-
tions 4 Hironaka : Annals 64, chap. IITI, § 6, Th, 5 et Kyoto Journal,

70, Th. IIT ou bien au futur livre résolvant.

Lemme (3.3.4) : Soient X un sous-espace analytique d'un espace lisse Z,
W—o 27 une immersion, x un point de WNX, r une rétraction : Z W trans-
verse a X en x, Y’un sous-espace lisse de XN W permis pour X en x,

x' un point de G (X), G étant la modification de W avec pour centre Y,
Alors, s'il existe, une base standard (fl"'°’fm) de X dans Z en x

— A !
telle que vY(fi)._vx(fi)_.vx,(fi), on a
vk (X',2') = vi(X,7)
x! x
(et donec (fi) est une base standard de X' dans 7' en %1,

Lemme (3.3.5) : Sous les conditions du lemme précédent, les propriétés
suivantes sont équivalentes pour un point x' ¢ G_l(x)
a) v (X, ZT) = ve(X,7)

x! be

1 1

B By, =By .
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(Remarquons que nous avons déja démontré que h) = a) au cours de la dé-

monstration du théoréme (3.2.1)),

Nous allons maintenant donner quelques corollaires du théo-

réme. (3.3.1).

Soit X un espace analytique, ' une courbe analytique irré-

ductible dans X, x un point de I,

1
Effectuons la medification Fl de centre (x), et notons T( )
1 , . 1
(resp. X( )) leg transformés stricts de I' (resp. X) F( ) est encore
irréductible, et il y a un seul point de F(l) que nous noterons X(l}

(1)

tel que Fl(x ) = x. Nous pouvons donec continuer le processus en fai-

1 (1)

e . (
sant la modification de centre x dans X , etc ... . On a alors

Corollaire (3,3.6) : Seit I’ une courbe irréductible en x. Il existe

(n) (n) L)

un entier N tel que X goit normalement plat le long de T en

pour toutlt nz=N.
Remarquons d'abord que l'on peut supposer [' lisse en x, puis-
que l'on a vu que 1'on résolvait ' avec un nombre fini de modifications

ponctuelles,

Nous aurons besoin d'un théoréme trés important en lui-méme

(qui est une conséquence du théoréme de Tangence) .

Théoréme (3.3.7) (Théoréme de stabilisation) : Soit X un espace ana-

lytique. Pour tout o« € N, soit fa: Xa_ixa—l une modification permise

X 2 = 5 1t | y ; = . . S
pour X _ (avec KO X), et soit x, € Xa tel que Ea+1(xa+l) X, Alors
il existe un entier N tel que,si n=N, on ait IIanx =:HX oy

n N*™N

Nous admettrons ce théoréme, et allons montrer que 1'entier N

convient pour le corollaire (3.3.6),
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On a que T (N) (N)CZT (N) (N) ©@r on a par hypothése
r s X XV, x
1 1 o :
) (N)::H (N+1)  (N+1) ° le théoréme de Tangence dit alors que
X 5 ¥ X WX

H
1 T 4 1 i _
X(N+1)c: X(N) X(N), IX(N+1) etant la droite de C (N) (N) ¢orrespon

)

X .
1
dant a x(N+ ). D'autre part on a x(N+1)é§T(N+1)

1

, donc

(N+1)C:C Ny  (N) = T M (N On peut donc, gréace au lemme (3.3.3),
X x

T y T s

trouver une rétraction rN de Z(N) sur F(N) transverse a X(N) en X(N).

Or, pour n>=N, on est dans 1'hypothése a) du théoréme de

)

stabilité I : on en déduit que la rétraction r (transformée de r

(n) Ear) n-1
en x =

est transverse a X

d (n)(T(n),X(n))a 1. Mais nous avons
x

On a donc, pour tout n=N,

(n) (n) (n-1) _(n-1)
d oy T, X , X

X

(r ) =1 puisque

= g A5
X

d (n)(r(“),x(“)==v (n)(e(”)) d'aprés le théoréme de stabilité I et
p.d X )

)

gue gln) est un exposant idéaliste sur F(n qui est de dimension 1

: a a

4 s = = -1 -1
on peut donc écrire g(n-1) _ (¢ ™ 1,b _{)) avec v (n_l)(&(n ))==BH—— )

= X n-1
et E(Il) _ ((tan—l_bn—l b )) d'O'EI. 4 (8(11)) = 5 (8(11—1))_1
- ?Pn-1""" (n) -7 (n-1)
X X
0 T P : (n) <(n)
n en deduit alors que nécessairement d (n)(T gy X' 7) =+ pour nz=N,

X

ce qui est équivalent a dire que X(n> est normalement plat le long de
T(n) en x(n) (lemme (1.5.1)).
Corollaire (3.3.8) : Sous 1l'hypothése que W=7 est une r-immersion,

et que r: Z—W est transverse a X en x, soit € 1'exposant idéaliste

de contact de W avee Wen x : il existe alors un voisinage {) de x

dans 7 tel que 1'on ait

%ngw)ﬂwoﬂﬂ==XOﬂW0ﬂQ
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Remarquons que nous avons déja vu que ces deux ensembles ana-

lytiques avaient les mémes sous-espaces lisses (proposition (3,1.,5)).

Pour montrer qu'ils ont méme germe en x, il suffit de voir
que tout germe de courbe irréductible (en x) contenue dans 1'un est
contenue dans 1'autre (car il est facile de voir que si XcY sont deux
germes d'espaces analytiques en 0 différents, il existe un germe de

courbe irréductible dans Y tel que 'nX={0}).

Soit done Fc:Sing(S)r]Wo une courbe irréductible en x. Nous
allons montrer comment le théoréme de stabilité I nous permet de nous

ramener au cas ou [' est lisse,

Soit T'" (resp. X') (resp. W') la modification de T de centre
x dans ' (resp. X) (resp. W) et soit x! l'unique point de I'' se proje-
tant sur X, Soit €' le transformé de €. On remarque d'abord que I'' est

inclus dans W‘ strate de W' des points ayant H pour fonction de

W, x
Samuel, Iin effet soit § un point quelconque de T, €' 1'unique point
de T''" au-dessus de €. On a les égalités et inégalités suivantes
1 1 1 1 1
My, 0 S By = Hy o = My e <y
(La fonction de Samuel diminue par modification permise,augmente par

spécialisation) .

D'autre part, en dehorsd x, la modification étant un iso-

morphisme
"= {x'}cSingér - {x7} .

Mais Sing€' étant fermé, on a aussi ['"c8Sing €', D'aprés le théoreéme
de stabilité €' est donc 1'exposant de contact, r',la rétraction trans-

1 i i
formée,est transverse et H =H . I'" vérifie donc les mémes hy-

X', x! X, x
pothéses que I", Au bout d'un nombhre fini de modifications de peints,

(n)

(n)
on se raméne donc au cas ou I est lisse, Alors T est contenu
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dans la strate de Samuel de X(n) contenant x(n) et H1 =‘H1 .
X(n) _(n) X, x
H

D'ou si g(n)éff(n) s'envoie sur g,

1 1 1 1

H = H = H = H a

X(n)’x(n) X(n)’t_;(n) X, £ X,
Réciproquement, si TC:XOr]WO, alors,par modification,I’" reste dans
XL(}Wé,etﬁi est 1'exposant de contact. D'od,de méme, T(ﬂ)c:Singﬁ(n),

ce gqui entraine

I'-{x}cSing € et TcSing €.
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IV - IE CONTACT MAXIMAL

(4.1) Plagons-nous dans les conditions habituelles, c'est-a-dire
que X est un sous-espace analytique d'un espace 7%, W-7 une r-immersion,

r une rétraction Z W transverse a X en x€ WN X,

Le but recherché est de faire baisser strictement la fonction
de Samuel HX . Ppar une suite finie de modifications. Or nous avons vu
3

(théoréme de stabilité I) que si on faisait une modification permise

e | 1 .
pour W et pour X, et si HW‘,x'z:HW,x’ avee G(x') =x, si G: W' W est
la modification, les conditions suivantes étaient égquivalentes :

1 1
1 T ¥ s
a) x'eX' et HX',X‘-HX,X

b) x' € Sing?&!
ot €' est le transformé de 1l'exposant idéaliste de contact € de X avec

W en x.

Notons x( (resp. W(n), resp. E(H)) les transformés de X

(resp. W, resp. &) par n modifications permises successives j; o0l voit
qu'il est alors équivalent de faire baisser strictement la fonction de

Samue 1l HX o (en tous les points de X(n) qui se projettent sur x) ou de
7
"rdsoudre € " (i.e. d'avoir singa(n)==¢), pourvu_que x(n)e.X(n) et
1 x (n) _ (n) 1 i
=H entraine que x ew et H (n) (n)'"HW,x' |

X(n),x(n) X% Wy

Si W est tel que cette propriété soit vraie,c'est-a-dire si

la strate de Samuel Wﬁn) passe par tous les points de X(n) aussi mauvais

gue x (et ceci pour toutes les modifications permises possibles), on

dira que W a le contact total avec X au point x. ‘
I
|

On dira aussi que W passe par tous les points infiniment

voigins de x.
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Comme dans le cas des courbes, nous allons commencer par
définir la notion de contact maximal de W avec X en x, puis montrer
1"existence de sous-espaces analytiques W de Z ayant le contact

maximal avec X en x, et enfin prouver que le contact maximal implique

le contact total.

(4, 2) Commengons donec par définir la notion de contact maximal,
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Définition (4.2.1) : Soient Z un espace analytique réduit, X un sous-

espace de Z, x un point de X ; on pose
T
6x(X) = Sup(dx(W,X)) )

le sup étant pris sur toutes les r-immersions en x : We 7 telles qu'il
existe une rétraction r :Z W transverse a X en x et telles que 1l'on
ait TW,x= TX,x .

Commentaires :

a) Si Z est lisse, la condition T, <= Tx. x implique qu'il existe
] 7
une rétraction : 7 W transverse a X en x (lemme 3.3.3)) ; d'autre
part, dans ce cas, les seuls sous-espaces W intéressants du point de

vue de d (W,X) sont ceux qui sont tels que TW puisque nous
1 X

X, 4
avons vu que l'inclusion Tw xc:'I‘ % était equlvalente a d (W, X) > 1,
3 !
La regtriction Tw --TX " vient du fait que si 1l'on imposait
’
pas de condition sur W, le sup Seralt souvent infini,ce qui rendrait

la notion inintéressante.

b) Si X est une courbe plane irréductible, 6T(X) coilncide avec
d (X), le premier exposant caractéristique de X au point x (chap. I,
(1.4.6)). Dans ce cas-1la, le contact maximal de W (lisse) avec X en x
était défini par 1'égalité : dx(W’X)==dx(X)'

Nous allons nous inspirer de ce cas pour définir le contact
maximal en dimension supérieure a 1, en nous ramenant au cas ou W est

ane courbe lisse par l'utilisation de disques testants.
Tout d'abord une définition prdliminaire :
Définition (4.2.2) : Dans la méme gituation gqu'au début de ce para-

graphe, soit r : Z-W une rétraction lisse, et soit x un point de WNX.

On dit que r est perpendiculaire 4 X en x si les deux conditions sui-

vantes sont satisfaiteées :
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1) r est transverse a X en x

2y I -1 = (0) .
Nr (x),x

Remarques (4.2.3)
1) Dans le cas ot W (et done Z) est lisse, la condition T =T
W,x X,x
et la transversalité d!

une rétraction r impliquent que r est perpendi-
-culaire a X en x,

v 2 s g2 & . . n
L'égalité TW,x"'TX,X implique en effet que PX’erTr_l(X) .
‘ At g
%z T 1 by of Ty o
r {x) %

3(0)7

d'od une immersion C

D'autre part la transversalité implique 1'égalité

C = (G nT
XNr 1(x),x Wi r_l(x),x

on a donc une immersion fermée

i & ¢, /T
Xﬂr_l(x),x X, x X, x

qui est en fait un isomorphisme., En effet, comme Z est lisse, T

Zyx
contient C : on a donc
X, x

Xﬂr_l(x),x an'l(x)gx
C _ étant ainsi isomorphe a C //T y son espace tangent
XNr 1(x),x : : Xyx X x

strict est réduit a (0), ce qui montre que r esl perpendiculaire.

2) S8i r est perpendiculaire a X en X, on a TX XF]T

’ r (x),x
car 1'égalité




implique que

T.. NT 1 iz 1
r (x),x XNr (x),x

qui est réduit a (0) par hypothése.

3) Si r est transverse 4 X en x, on a 1l'inclusion TX XE;TZ
9 X

0 ] i . Not - g < idé
En effet, soit v ¢ TXux otons vy dr(v), viegbng Eng. Considérant

4
7

la translation par v dans Eij et par vy dans EW,X’ nous obtenons un

a

diagramme commutatif :

B

mais puisque vE Tnga CX’X-I-v:CX,X , et le diagramme montre donc

y : .
gque 1'image de dr est contenue dans CW,XrW(CWQX-kvi). Mais puisque T

est transverse, dr est plat et ne saurait donc se factoriser par un
~ . - ; ; -
gsous-espace strict de Cngf Ainsi, on doit avolr CWQX_ECW?X-bvl, La

e ol i

e 3 2 . . 2 2 _
considération de la translation opposee montre que Cng"CW,x 10

. aldi s oaf
c'est-a-dire que VIEEngx . Ceci montre gue

-1 ’
v e dr (TW,x)=IPZ,X . Q. E. D.

4) Si, de plus, r est perpendiculaire, puisque d'aprés b)

T4 Xr\T ~ - (0) on trouve, en écrivant 1'inégalité de dimension
’ Y (%) X
des intersections dans T7 -

=8

ce qui est licite d'aprés 3) que l'on

doit avoir

dim TX Xs dim TW

9 g X
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Définition (4.2,4) : Soit r:Z-W une rétraction lisse. On dit que r
a le contact maximal aveec X en x¢ WNX (ou que W a le contact maximal

avec X relativement a r) si les deux conditions suivantes sont réalisées
a) r est perpendiculaire a X en x

b) pour tout disque testant h: Do W de centre x, on a 1'égalité

5 aw,xh = 67 (xP
h h
X xX

(autrement dit, Wh qui est égal au disque D a le contact maximal avec

Xh a 1'origine Xh).

Commentaires :

S5i r a le contact maximal avee X en x, il en est de méme de
la transformée de r par tout changement de base : Wl.»W. C'est en effet
évident pour la condition b), et vrai pour la perpendicularité, puisque
nous avons vu que la transversalité était conservée par changement de
base (2,3.8), et que 1'autre condition de la définition (4.2.2) porte

sur la fibre de la rétraction r.

(4.3) Passons maintenant a la démonstration de l'existence du

contact maximal :

Théoréme (4.3.1) : Soient X et Wf deux sous-espaces analytiques d'un

espace réduit Z, x un point de XF]Wf, tels que

a) T = T
Wf,x X, x

b) Il existe une rétraction lisse re: Z—+Wf perpendiculaire a
X en x,

I1 existe alors un sous-espace W de Z qui contient x, tel que e W
goit un isomorphisme de W sur Wf, ce qui définit canoniquement une
rétraction r: Z4W, tel que W ait le contact maximal avec X en x rela-

tivement a r.
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Remarquons d'abord que si Z est lisse, il existe toujours un
Wf (lisse) satisfaisant aux conditions a) et b) du théoréme (4.3.1)

(cf. le lemme (3.3.3) et la remarque (4.2,3), a) ),

Pour montrer le théoréme (4.3.1), nous pourrions supposer 7%
lisse : cela suffirait pour les cas que nous avons en vue car il se-
ront obtenus a partir du cas lisse par un changement de base Wl-aW, chan-
gement de base qui, nous 1'avons vu, conserve la notion de contact

maximal. Cependant la démonstration générale est éclairante.

La démonstration va suivre le méme plan que celui du théoréme
(1.4.8) du chapitre T, théoréme qui montre 1'existence du contact maxi-

mal dans le cas ou X est une courbe plane,

On avait alors vu (lemme (1.4.9)) qu'il était dquivalent que
Wn'ait pas le contact maximal avec X en X, ou que le cbne Cg’ix(w’x)
3
ait la forme binomiale, i.e. soit défini par une dquation
d (W, XD\v
(Z+?ﬂ«'|."x avec 7&%0,

La proposition qui suit est 1'analogue de ce lemme en dimen-

sion supérieure :

Proposition (4.3.2) : Dans la situation habituelle :

X e——m7

\/"

(r rétraction lisse), supposons que T T (grdace & la rétraction r)

w X, x
r]'

,X=
ger et grx(ger) a 1'anneau ngW[Zl,...,Z Les conditions suivantes

sont alors équivalentes
1) d_(W,X) <6 (X)
x x

2) Il existe un unique ger—automﬂrphisme ¢ de ngW[Zi,...,Zr]
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tel que
a) O(Zi)_ Zig'grxw (lsigr)

, ( SHS DRI DU "
b) d(lnX(XgZ)Wgé) = in (XAr “(x),r \x))gg,xxWLZT,.,,,Zr_!

aveec d=d (W, X).
x

3) Si (flgnnn;fm) egt une hase standard de X dans Z en x, norma-
lisée par rapport au systéme (@w 5 F Zl,u..ng)g il existe un gTXW~aut0—

morphisme o de gIXW[Zlga.ngr] tel que

o) G(Zi)-Zi soit homogéne de degré 6=;dX(W,X) dans gr W
Eh ~ _ e 0 r;r - - -
‘ (“]fxrl)\h'c ._L( Y (1-3<m)

’

ow in_f. =i (Z)mod N . gr Z (ef. dés. (1,1.18).4)),
X 1 1 X

Commentaires

a) On sait que d_(W,X) est le plus petit nombre rationnel d tel
ue ngd?!(‘i ’
d X, x X x°
Mais =i dX(W,X)==61(X), on voit que 1'on a en plus qu'il n'existe pas

de gr -automorphisme de ngW[Z1,=n.,Zr] transformant I1'un en 1'autre.

Traitons maintenant un exemple "éclairant" : 1le cas d'une

hypersurface,

Suppesons que l'hypersurface soit d'équation

£ =2’ wa Wz %,
V=2

coota (W =0
O
(avec W::(ng,.ugws)),
(0n a choisi un espace W de fagon a ce qu'il n'y ait pas de terme en

Zv-l)u

Montrons alors qu'il n'existe pas d'automorphisme ¢ comme

dans 1'énoncé.
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Comme f est une base standard normalisée de 1'idéal gqu'il engendre, on
a que dX(WgX) est l'opposé de 1'inverse de la pente du premier cété

du pelygone de f. soit

v (a,)
d (W,X) = inf ( 21 )
* (A=l ; posv-23 L ¥4

Posons 5:=dX(W,X): Ciﬁi est défini par 1'équation

2

R . 3 a B v
lnx(f)w = T C 27w = I +-(ZCvC

d a, B
2 2
el g

)
S5i il y avait un automorphisme ¢ comme dans la proposition, ¢ ne pour-

rait étre différent de 1'identité puisque sinon on aurait a(Z) = Z + S(W),
ou S(W) est homogéne de degré &, ce qui impliquerait qu'il y aurait un
terme en Z\)“=1 dang 1'équation inxf? ce qui est exclu. D'autre part,

¢ ne peut étre égal 4 1'identité, puisque par définition Cﬁ’i;éCX o
2 2
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Nous ne démontrerons pas la proposition (4.3.2), mais nous
verrons comment elle implique l'existence du contact maximal ; nous
aurons pour cela besoin d'une propriété du contact maximal, plus préci-
se que 1'inégalité dimTX,deiMTW,x valable sous l'hypothése que la
rétraction r est perpendiculaire 3 X en x (remarque (4.2.3)).

Dans la suite, nous verrons que cette proposition est essentielle ; une

définition du contact maximal qui ne 1'entraverait pas serait mauvaise

et devrait &tre changée.

Proposition (4.3.3) Si r a le contact maximal avec X en xeWNZX, on

i i ‘
a 1l'inclusion TX,ngW,x i

Démonstration : 1) Soit v un vecteur de —TX . qui n'est pas dans TW i
9

H
posons v =dr(v) : comme T cT (remarque (4.2.3),3)), et que r est
1 X, x Z,x

x°

lisse, Vi S TW,

¢ i . by . .
D'autre part v1740 car, si vy était nul, on aurait vETX,an -1 y

(x)

qui est nul 4 cause de la perpendicularité de r.

Commengons par construire un sous-espace Y1 de W contenant x,

et tel que TY - (vl) : on plonge pour cela (localement) W dans un

1!

i~

. ~ ~
espace lisse W, et on considére une rétraction lisse R de W sur un W1

ligse tel que T =T :
4 'Wl,x W, x

et soit I' une courhe lisse contenue dans W1 telle que TI1 =¥y :  on
]

définit Y, comme 1'image réciproque de I' par R|W

Y, = R_l(l") nw . |
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Remarquons gue R est transverse a W en x (le morphisme dR de CW , Sur
b
TW " est une projection usuelle) et méme perpendiculaire (remarque
7
(4.2.3),1)).

La transversalité de T implique que le diagramme

CYl, X E CW, X

|

Cl",x > TW,X

est cartésien (cf. le corollaire (2.3.8)), et donc que

-1
CY ki CW,xn (dR) (TI‘,X) ;
1
Cela donne une ineclusion
T ST, m(dR)"i(T )
Y]_,X“ W,X rﬂx
;s
d'ou vleT;Yl,x'

Mais comme R est perpendiculaire a W en x, sa restriction
au-dessus de I' est aussi perpendiculaire a Yl en x, et on a

dim TY1’ X <dim Tl"

Il
[

7

ce qui implique bien que TYI,X = (vl).
2) Construisons maintenant un sous-espace YcZ con-

tenant x tel que

a) TY,x = (v)

b} r(Y) =Yl, et rlY : YqYl soit un isomorphisme (localement

en x).




189,

~

Pour cela plongeons localement en x W dans un espace lisse W, avec
des coordonnées (Wi""’ws)’ et 7 dang un espace lisse 7 avec des

coordonnées (wl,...,ws, zl,...,zr), de fagon a ce que le diagramme :
7
w

~
soit cartésien (r étant la rétraction définie par le choix des coordon-

e

EZ(———-NZ
=

L

¥ ~
néeg sur 7).

Soient Wi (resp. Zi) les formes initiales de W, (resp. zi)

dans gerfim[Wl,...,WS, y/ Zr], Nous supposerons de plus que le

1,.--5’
choix des coordonnées (wi) a été fait de telle fagon que le vecteur v,

ait pour composantes W1= 1, W2==O,...,WS==0. Le vecteur v a alors pour
composantes

W1 =1

W2 = = WS =0

Z, = C; (c, €®

les C étant tous non nuls puisque, par hypothése, vlgév.

Soit H le sous-espace de 7 défini par les équations
Z, - ¢, wi-—O (l<i<yr). Posons Y= Hr]r %3&),et montrons que Y satisfait
aux condltlons demandées : il est d'abord bien clair que la restric-
tion de T & Y est un isomorphisme local de Y sur Y,, car si I est
1'idéal définissant le germe de Y, dans ec{w} (E==(w1,...,ws)), T res-

treint au germe de Y correspond a 1'homomorphisme d'anneaux :
m[_v\_r}/laﬂl{v_\r b _Z_}/(I!{Zi - Ciwl'})

qui est évidemment un isomorphisme.
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i - D'autre part TY x est de dimension 1 puisque Y est isomorphe
| b

R Ay =1 .
a YI’ et TY,xCTH,xn (TT) (vl) ¢ on a donec bien TY,x= (v),

3) Falsons le changement de base Y -W : posons
! X1=an'HYﬁ et L, =7nr" (Y)

La rétraction r[Z1 - Zl—qu 2 composée avec l'isomorphisme Yl"-’»Y, donne

une rétraction r' ; Zl_'Y qui est aussi perpendiculaire § X en x,
|

1
l D'autre part, on a dimT <dim T =1 (ear rlZ est perpendiculaire
i ‘ Xyx Yl’ 1
5 s 1 -
‘ a X1 en x) ; si 1'on montre que VET)%,X » on aura alors TXl,x_ a¢, v,
| donc Vl;éTx1 ! €t on en déduira une contradiction,
‘ ?

Montrons donc que vE TX : le diagramme

1%

Cxl,x —> Uy &

| | e

CYl, x CW, X

| est cartésien car r est transverse a X en x (corollaire (2.3, 8)), ce

| qui implique que CXI,X = X,xn (dr~ )(C 1’X), d'ou

.: TX,xﬂ (dr~ )(T 1’ )QT)S,X et VETXI,X puisque par définition v E TX,X
et dr(v) =vy= TYI,X .

4) Soit maintenant h1 ]D—-;Y1 un disque testant
|

‘ dont le céne tangent réduit 3 1'image soit @ v,. Pour se convaincre

de l'existence d'un tel disque, il suffit de considérer la modifica-

tion de centre x dans Y1 L'image par ce morphisme de toute courbe
1-'1

irréductible réduite non contenue dans le diviseur exceptionnel et

passant par le point x' = Proj Vy @ une normalisation qui fait 1'affaire,

Si 1'on pese (3 =0C{t}, on obtient une application
D,0 P

GYla - @{t}, et un entier e tel que MYl,xm{t}:t (MY x est 1'idéal
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maximal de & ) ; cet entier e est en fait la multiplicité de hI(HD

Yl,x
en x.
Soit (fl,...,fm) une base sgtandard de 1'idéal de X1 dans
4, en x, normalisée par rapport au systéme (GY1’X’ zl,...,zr). On a
; ;. A
alors, si on écrit fi_zfi,AZ avec fi AE@YI;X’
h v (., oh,)
B, (M .00 = ITwi o-0b 4 (théordme (1.4,2),1)) .
h 1 : v. - |A]
1 1<i<m i
* !A|<v.
i
Comme \)X(fi,A) 2V, - |Al, on a vo(fi,Ao hl) 2e(vi— |A]) et donc

1
<‘3Xh1(1|),15{1 ) > e.

h

p gk 1
Nous allons voir que 1l'inégalite 6]11(11),}(1
o

) >e est équivalente

2 TY x;TX

1? .

19

Ecrivons in (f.) = A.(7Z) + Z in (f, )ZA
x i i x i

A
\)X(fi,A)=\)i—]A] ’

(P\i : polynéme de degré vy a coefficients dans @),

Nous allons montrer les équivalences suivantes

a) i & cT eC ntT =€ x T
Yl,x Xl,x XI’X Zl,x Xlﬂr 1(x),x YI,X

b) C Nt =C x: 1 @in (£, ) appartient a 1'idéal
XI’X Zl,x ler 1(x),x Yl,x x "i,A

definissant TYI,X dans gerl (ceci pour les fi,A vérifiant

Vo (Ey W)=V |aly.
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. - b 1 . 7 P . .
c) lnx(fi,A) appartient a 1'idéal definissant TYIsX dans
o => -
ger1¢>v0(fi,A hl) e(\)i |al).
o > =

d) vo(fi,A hl) e(\)i Iij pour les fi,A tels que

=y, - 1y, s
V(I )=y |A|=>6h1(]D,X1 Y e,

X
Démonstration de a) : Montrons d'abord que Ty est égal a l'espace
1 7
T(C N y ¢ TX i est en effet contenu dans TZ LB car la reé-
Xl,x Zl,x 1 1

traction r est transverse, donc dans l'espace tangent strict a

CX-I,anlzl,X ’

rétraction perpendiculaire de C

Mais ce dernier est de dimension €1, car il existe une

Xl,xrlTZI,x sur TY1,X ; obtenue a par-
tir de la rétraction dr : C -0 par le changement de base :
XI’X YI’X

T -0 . On a donc nécessairement 1'égalité,

Maintenant, si TYl,xg;PX1,x’ on a TY19X=:TX17X (car

dim T X::l), et la rétraction dr donne une rétraction du cdne
1!
{ Cxl,xr\TZI,x sur son espace tangent strict TYi,X : ce cdne est alors
isomorphe au produit de TY 5 par la fibre C -1 E
‘ 1? Xiﬂr (x),x

nT =0 x T

Gy Xlnr“l(x),x

Xl,x L

| Réciproquement, 1'égalité C
1’

implique que l'espace tangent strict a C nT est T « (puisque

% Zl,x Yi’

=(0)), d'ou 1'égalité
(x),x

Xl’

la perpendicularité de r implique T

XN

r—l
1

Démonstration de b) : Le cdne C x T est défini dans
. -1 Y, x
. X nr (x) 1

TZl,x:ti~1&) ;<1 - par les équations Ki(Z) ; dire que
49

C ntT =C x T , ¢'est dire que in_(f.) =A. (%)
XI’X Zl,x Xlﬂr 1(x),x Yi,x x i i
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moduloe 1'idéal de Tzl,x’ i,e., que inx(fi,A) appartient a 1'idéal
définissant T dans gr_ Y., : cela résulte du fait que la base
Y19X x'1
(f15...,f ) est normalisée.
il normallsece

Démonstration de ¢) : Il y a deux manieres de faire

1) le morphisme O

Y1,

envoie MY L sur 1'idéal (t°). On en déduit un morphisme gradué non
19

X—+m{t] correspondant au disque testant h1

nul de degré e : gr »@[T] dont le noyau est lidéal de T -
Yl’X Yi,x

¢) est alors évident,

2) on plonge Y, dans un espace lisse Yl’ et on choisit les coor-

i

données Yq2+--0Y, sur Y, de maniére que T soit défini dans

1 Yl,x
ng(YI)CfG[Yl,H..,YS] par 1'idéal (Y2,_..,YS). On peut supposer Eue le

disque testant : ﬁlﬁm_aYi composé de h, et de 1'ineclusion Y, &Y, est

donné par

Il
=+

Yq

Il

Y.

L= (2siss)

1'ordre de @i(t) étant >e. ¢) est alors clair si on considere desJ

o~

i i -1 N S =
relévements Ti de f. dans hy=Yyxr (x) qui vérifient vX(fi)_-vx(fi).

Démonstration de d) : évident.

I1 résulte maintenant de ce qui précéde que, comme ve Ty
1

s X
qui est de dimension 1 (car r]%vest perpendiculaire a Xl), on a

1 3
gﬁTX et donc 6]1(]D,X1 ) = e, Bi

1% 1
X

vy 55 TX19X ; SO0LT TYl,X
h2
Si D ——>Y est le composé de h, avec 1" isomorphisme : YlffY, le méme
raisonnement prouve cette fois que 611(]D,X11)2>e, d'otu la contradiction
2

X

cherchée, puisque par hypothése Y1 a le contact maximal avec X1 en x




h h1 h2

h
L * (Xll) s et que évidemment X, =X, . cqfd

(D, X, ") =6 b
¢

et done

£ h
xl

*
*_
3*

Pour prouver 1l'existence du.contact maximal, nous aurons
besoin de la notion de donnée distingude, qui est un raffinement de
celle de base standard normalisée.

Fixons d'abord quelques notations : nous nous plagons dans
le cas ot W et Z sont lisses, les coordonnées sur 7 étant

(Zlgnoo,zr, wl’""’ws) (ce qui détermine une rétraction r : Z- W,

x étant 1'origine des coordonndées.

a) Soit Wp le sous-espace lisse de 7 défini par les équations :

Zg=...=2_=0 (0<sp=<r), On a donc W =7 et W = W, et la suite des
r 0 r

Wi est décroissante.

b) Soit X un sous-espace de %, dont 1'idéal I en x€XNWest engendré
par (fl,...,fm). On notera X, le sous-espace de 7 défini par les dqua-
tions f1= b e fi= 0 (0gi<m). On a done X0=:Zg szzX, et la suite

des Xi est aussi décroissante.

Définition (4.3.4) : Soit X un sous-espace d'un sous-espace lisse X,

x un point de X. On appelle donnée distingude pour X dans 7Z en x le

couple formé par - wun systéme de générateurs (fl,...,fm) de 1'idéal I

de X en x

- un systéme de coordonnédes de 7% centrd en x

Z . ve e
( 1? 7er W1: 9WS)

tel que les conditions suivantes soient réalisées (avec les notations

fixées plus haut) :

1 PW,X - TX,x

2) (fi"“"fm) soit une base standard adaptée a la rétraction
r: %W définie par le choix des coordonnées sur 7 (a cause de la
condition 1), cela est équivalent i dire que pour 1<i<m, inx:f. ne

1
dépend que des variables Zj:=inx(zj)) .




—
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3) pour i donné (0<i<m), soit p(i) le plus petit entier p tel
que @ Zl"""Zp suffigent pour écrire inxfl"“’inxfi , i.e.

1nxfk€¢[21,,..,Zp] pour tout O<k<i.

Alors fi est normalisée pour (inX fi"“"inx fi—l) par rapport au sys-

téme

(G{Zp(i}+1"“5zr’ wl,.,.,ws} f Zl""’Zp(i))'

4) pour p donné (0<p<vr), soit i(p) le plus grand entier i tel que

1nx:1_'k€(11[21,..,,Zp] Dsk<i

Pour chaque i, éecrivons fi=§jfi Z(p)A ou z(p) = (Zl""’zp) (et done

s Py A

ou f. €z e d A 5 W .ow 1. Alors la condition 4) s'énonce
i,p,A s

p+1’ Py i7°- .
ainsi : pour O0<p<r, il existe un exposant A€ ZZE(l) tel que 1'on
ait
e e-2
fi(p)+1,p,A = U(zp_‘_1+h2 Zp+1+ T +he).
ol e = vi(p)+1" ]A| >0, ou U est inversible dans
m{zp+19o--szr 9 Wla---9ws}s et hiem{2p+29---,zr, WI""’WS’L

(Noter 1'absence de terme en z. ).

Théoréme (4.3.5) : Soient Z un espace analytique lisse, X un sous-
espace analytique de Z et x un point de X, Il existe une donnée distin-

guée pour X dans % en x.

" ” . d
Démonstration : Commengons par choisir les coordonnées

(Zl,,,., ) W r,\ws) pour que la condition 1) de la définition (4.3.4)

Z
r 1

- . - 0 » . .
soit satisfaite ; cela donne une rétraction r de Z sur W (définie par

i 5 i s
W, r=w, pour 1<i<s) qui est transverse & X en x a cause de l'ega
i

ité T = 3.3
1ité lW TX < (ef. lemme (3.3.3)).

y X ?
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On a alors, grice a la rétraction dr, une décomposition en

produit CX,X-aCX ,x//TW ,x><Tng , ce qui permet de choisir une

base standard (f ,...,f ) de 1'idéal I de X dans Z en x telle que, pour
1 m

l<i<m, on ait in_f. ¢ c¢fZ]) .

Nous allons maintenant modifier les coordonnées locales et
les générateurs de I de fagon a ce que les conditions 3) et 4) de la

définition (4.3.4) soient satisfaites.

Nous montrerons ensuite gque les conditions 1) et 2) ont été
conservées a chaque opération.
a) Considérons d'abord 1'élément f1 : la condition 3) est vide

pour cet élément ; nous allons donc réaliser la condition 4) en modi-
fiant les coordonnées ; quitte & faire un changement linéaire de coor-

données sur les zZ;» on peut supposer que 1l'on a

v
fl(zl,O,...;0)= zlllﬂzl) ol U(zl) est inversible, et ou v1==v(f1)3>0.

Le théoréme de préparation de Weierstrass permet alors

d'écrire

Vq v1—1
f.(z,w) = Ulz,w) (z;" +hy 7, + .00 +h )

k!
oi U(z,w) est inversible (avec z=(zy,...,2 ) et w=(w;,...,w ) et ol

h, € G{zz,...,zr, w}.

Posons z, = z‘—-l— h : cela donne
1 1 vy 1
vl v1-2
—_ 1 ! 1 ¥
I = U(_z_,g)(z1 4—h221 + e +hv )

1

On voit alors que la condition 4) est vérifiée pour p=0 (et donc

pour i(0) =0),
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b) I1 y a maintenant deux possibilités =: ou bien inxf1 ne
dépend que de la variable 7, (i.e. 0 est le seul entier p tel que
i(p) =0), auquel cas le travail est fini pour fl et on va préparer

£ ou bien ian1 dépend d'une autre variable que Zl ; cela signifie

2 9
. g Sl e m a ; -

que si l'on écrit f1"53f1,1,a,217 il y a un exposant a 7 Vq tel que

. . » . r q . .

lnx(fl,l,ao) soit de degre v, -a et dépende dune autre variable que

Zlu
On peut alors supposer (gquitte 4 faire un changement linéaire

de coordonnées ne portant que sur (225'"‘”Zr)) que

e
figlgao(zz’o’ 09 0) = 2 Ulzy)
avee U inversible (e::v1~ ao).
0 lors f = U( w)(ze + 0 ze_l + +h ) avec
n a alors 1,15a0_' Zoyener B W 5 1 29 . .

hjé m{z3,,..,zr,ﬂl, d'aprés le théoréme de préparation.

Le méme raisonnement gque plus haut permet maintenant de
"tuer" le terme en zz_l, et donc de vérifier la condition 4) pour

p=1 (et i(1) =0),

c) I1 y a a nouveau deux possibilités : ou bien inxf1 ne
dépend que des variables ZI et Z2, et il faudra passer a f2, ou hien
ce n'est pas le cas, et on refait la méme opération avec une nouvelle
variable que 1'on appelle zq ¢ au bout d'un nombre fini de pas, on
obtient des coordonnées telles que la condition 4) soit vérifiée pour

tous les entiers p tels que i{p) =0.

d) Nous allons maintenant passer a f, : il faut d'abord norma-
liser f2 pour inxf1 par rapport au systéme

(¢{z 5l ) (cela veut dire que si on éerit

p(2)+1,“,u, Zr’E}’ Zl,un. p(2)

A
- 2
f2 Zfi,p(?),AE(p( )) 9
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A est nul si Ag¢ exp(inxfl) ¢ ef. (1.,4,18)).

Nous avons vu que cela est possible (1,4.20) i condition que

la rétraction de Z sur l'espace défini par =z = zr==ﬂ==0 soit

p(2)+1=--c
transverse a 1'espace défini par (f1= f2=:0), ce qui est réalisé car
1an1 et 1nxf2 ne dépendent que des variables ZI""’Zp(2) par hypo-

theése,

On modifie maintenant les coordonnées pour que la condition
4) soit vérifide pour tous les entiers p tels que i(p) <1 en procédant
de la méme maniére que pour fl'
e) On pourra continuer ainsi jusqu'a ce que les conditions 3)
et 4) soient vérifides pour tout i (1< i<m) et pour tout p (1<pc<r)

a condition qu'a chaque pas les conditions 1) et 2) soient conservées,
q q P

Pour la condition 1) (& savoir TW X::TX X),les seuls change-
7 ?
ments de coordonnées susceptibles de la modifier gsoient de la forme

z =g' --:-[-h avec
p+l  “p+l v

1 7

e e-1

= U(zp+14-h1zp+1 S +he)

i
1(p)+1,p,A0

et e==vi(p)+1— IAOI 3 1'hypothése, supposée conservée jusqu'a ce pas,

que les inxfi ne dépendent que des variables Zi, implique que la
classe de h1 modulo (MX)2 ne dépend que de Zl""’zr » et donc que
T ne va pas &tre modifié par un tel changement de coordonndes.

W, x

Pour la condition 2), il suffit de se reporter a la démons-
tration du théoréme (1.4.20) pour voir que la modification des généra-

teurs de I ne change pas les Ki(Z)==inx(fi).

Remarques (4.,3.6) :

1) Si (z,w) 3 (f.,...,f ) est une donnde distinguée pour X dans %
— 1’ m

en x, (fl""’fm) est une base standard de 1'idéal I normalisée par
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rapport au systéme (C{w}, Zlgo,n,Zr),

C'est une conséquence directe de la condition 3) qui dit
que,pour 1<is=m, f est normalisée pour (in_f4,...,in T, ;) par
rapport au systéme (m{zp(i)+1,..,, ngE]g Zlg.n,gzp(i)), Cela entraine
que fi est normaksée par rapport au systéme (@{w},Z) puisque inxfi
ne dépend que des variables Zi”‘“’Zp(i)°

2) La notion de donnée distinguée est stable par changement de
base lisse : cela signifie que si g: W' - W est un morphisme d'espaces
analytiques lisses, et si ti""’is? est un systéme de coordonnées
locales pour W' en un point x'€g (x), alers le systéme

(z%,..o,zgy t ts; 8 u..gfi) est une donnée distinguée pour xe

1?"'9 1?

dans Zg en x',

Pour montrer cela, on remargque d'abord que les conditions 2),
3) et 4) portent sur les fibres de la rétraction r et qu'elles sont

done invariantes par changement de base,

Pour la condition 1), on remarque d'abord qu'elle implique
que la rétraction r est perpendiculaire a X en x (Remarque (4.2.3)).

r® est donc perpendiculaire a x& en x', ce qui implique

dim T g <dim Ty (Remarque (4.2,3),4)). Mais 1'égalité
X5, x7 !
i . Lo B 7o - Vo v 2 Ty
PW,X"‘TX,X entraine 1'inclusion TW‘,XTQ;T g d'ou 1l'eégalite
XX
T =T
L 1 2
Wiz X%, x'

Nous allons maintenant achever la démonstration du théoréme
(4,3.1) affirmant 1'existence d'une rétraction lisse ayant le contact

maximal avee X en x,.

8 - " » . ’ -
Ta démonstration va utiliser 1'existence dTune donnée dis-

tinguée pour X dans 7% en x, et la proposition (4.3.2). Elle sera analo-

4 celle faite pour les courbes (Chap. I,(1.4.8)) : on avait vu




alors que si le céne Cg’i (avec d=dx(W,X)) n'avait pas la forme bino-
7

miale, W avait le contact maximal avec X en x.

Nous allons voir de méme que si on a une donnée distinguée
pour X dans 7 en x, l'espace W a le contact maximal avec X en x, grice
a la condition 4)., (Cf, aussi 1l'exemple "éclairant" qui suit 1'énoncé

de la proposition (4.3,2)),

Soit donec ((z,w) ; fl, . e .,fm) une donnée distinguée pour X
dans 7 en x ; supposons par l'absurde que r: Z-W n'ait pas le contact
maximal avee X en x ; il existe alors par définition un disque testant

h centré en x : DoW tel que 6 h(]D,Xh) <6Th(Xh). Comme nous avons
x x
vu plus haut que T =T , 1l existe d"aprés la proposition
h h h
D, x X',x
(4.3.2) un gr j, D-automorphisme ¢ de gr h]D[ZI,...,Zr] tel que
x x

o) Si(T) = d(Zi) - Zi soit homogéne de degré & =25 h(]D,Xh)

dans gr h]D"-'aGI[T] : *

x
BY o(in_£=.) = in fP.1=?x.(Z) (l<i<m) (en notant (z,t)
x m, 8 x 1 i—= D.5
les coordonnées sur ZB), Comme par définition on a C L¢)
h h h h
X', x Xy
¢ est certainement différent de 1'identité, et donc il existe un i tel

]

que Si('.[') 740. Soit p le plus petit entier tel que sp+1(T) £0 ; posons
k=i(p) +1 et

fE = 2 r Az(p)A
AENP !p!

h 5 h h
avec fk,p,AE ﬂl[zp+1,...,zr, t}. Comme le systéme (z,t ; fl""’fm) est

une donnée distinguée pour xh dans 7h en xh, il existe un indice A

tel que |A0| <v(fE) =v, et que

k

=2 +h 7

T = U( 2 %p41 t oo N

e
I, py A Mz, +h

Zp+1’°"’zr,t "

(e=vk—- IAOI >0) avec U inversible ; on a alors par hypothése que
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ce qui s'écrit

. h L. ,
(1nthk)w,6 o \lnxfk)
; h ; . ‘ : m
= 1nthk(’2115,.u,zp9 l'p+1+Sp+1(T)""°"ZI‘+Sr(U)
S E T in ah es (D, s ()2
AE]NP x 9P9 o p p+-
\:O(fkgpsAO)-i-lAI:\}k
A#A
e e-2 *
/) H 5 — : Z
+ U(U)[7p+1 + Sp+1(T)) +('7p+1+ .1]+1) Hy o+ ou +He:| (p)
On voit ainsi que le mondme
A0 e-1
e U(0) Z2(p) Sp+1(T) Ap+1
apparait dans le développement de (in fh) . Mais comme
h"k’"ID,6
-y N |
AE]NP 7 P :
|
on a
h A
(in . f.) = 0] Z(p)
xh k' D,s Aeﬂﬂ) k,p,A ?
4 ] : ] d tidéal
wkppyA étant la classe de fk?p,A moduleo 17idea
b — (= 232+, on a en particulier
la| 4oy, <] EHTTTTE
& 'k
e . pe=2 5
Wk,p,A = U(O,,oa,o)[dp+14AH2Zp+1-+unﬂ +I%J

ol He,.,., He ont signification évidente : on voit ainsi qu'il n'y

A i
a aucun mondme en 7(p) 0 7° ?’ dans le développement de (in fh) ’
p+1 Xh W,

d'ot la contradiction avec ce qui précéde, cqfd
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(4.4) On se propose d'étudier l'effet de modifications permises
(i.e. de centre lisse contenu dans Xornwo, intersection des strates
de Samuel dans X et W du point x€ WNX auquel on g'intéresse) sur une

rétraction possédant le contact maximal.
I1 faut d'abord déblayer le terrain

Lemme (4.4.1) : Soit

X\?i

ot r est une rétraction lisse, Soit x€ WN X, On a toujours 1'inégalité

1 0 1
3
X, X H,w HCv nT
Ay X -1
r (x),x

et les conditions suivantes sont équivalentes

1 0 1
= 3
a)  Hy o =HMy,x*Ho_ ar
X, x -1
F ()
b) dr : C, _=C est plat (i.e. r est transverse a X en x) . De
Xiy X W, x
o) : = 3 i i A —
plus, dans ce cas on a : HX,X HW,X H 1 (puisque l'on a de

XNr “(x),x
montré que, dans 1'hypothése de transversalité,

nT =0 ).

€
Xix r_l(x),x Xﬂr—l(x),x

Démonstration : Considérons le morphisme grqungX associé a dr,

On sait bien que l'on a une surjection d'algébres gradudées :

(:) grﬁ(ngW) % grx%/&.grxX-agri(grxX)r»(O)

et que 1'injectivité de ce morphisme édquivaut a la platitude du morphisme

ngW - ngK .
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Or, d'une part,on a un isomorphisme gradué canonique (ngW

étant engendré par ses éléments de degré 1)
grﬁ(gTXW)ﬁ=gTXW ;

D'autre part, on peut considérer les suites exactes de définition des

idéaux imtiaux
0—+inX(X,Z)—*ngZ-+ngX-oO
O-alnﬁ(1nX(X9Z))_agrﬁ(ngZ)_agrﬁ(ngX)n~0

La premiére nous dit que

v
1 1 ey s o3
* HX,x(v) = HZyx(V) dlmcn J?O 1nX(X,Z)

| Mais si nous remarquons que pour un élément h ¢ griZ, vﬁ(h)s j, nous

nous apercevons que la seconde suite exacte nous fournit des suites

' exactes d'espaces vectoriels

v KV : v eV : v K,V ;
@ 0o ® in( @ ind(X,2)) = & gra( @ gri?) - @ gre( ® griX) -0
N X N, X . N* ., X
k=0 j=o0 k=o j=o Jj=o Jj=o0
v ;
oti il faut entendre pour in%( & ini(X,Z)) l'espace vectoriel des
_ j=o
¢1éments de N-degré k de grﬁ(grxz) qui sont forme initiale relati-

_ " .
vement a la N-filtration d'un élément de & ini(X,Z).
j=o

I1 est facile de voir, en utilisant 1'identification de
grﬁ(ger) avec grﬁ(ngW)[Z] et celle de grﬁ(ngW) avec ngW, que

v

v
; k J L
| dim, & gxﬁ(q@ ngZ) = Hsz(v)
. k=o J=o0
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Nous allons maintenant comparer

Y] I \ ‘ v A
E - @ inS( @ ind(X,2)) et F= & ind(X,2)
N . X . b4
k=o J=0 Jj=0

et montrer qu'ils ont méme dimension., Or 1'application qui a un élément

v : -

de & ini(XjZ) associe sa N-forme initiale est une surjection lindaire
J=o .

par construction, donc dim F=dimk. Mais nous allons montrer que 1'on

peut trouver une base de E formée d'éléments dont les N-formes initia-

les sont linéairement indépendantes dans F. Soit Gig...,Gm une bhase

de F, On suppose que deg(Gl)z:deg(G2)2 ...2,deg(Gn).

Supposons que inﬁ(G1)9'°"inﬁ(Ge) soient linéairement indépen-

dantes. Si l'on a une relation

e
) = I

in=(G
N foes

e+l pklnI_J(Gk) !

1

cela signifie que

V_(Ge+1_-Z}H{Gk):>v_(G )

N N e+l

Mais
deg(Ge+1_§:Hka) - degGe+1

puisque degG,_ < degGé+1 et qu'il ne peut y avoir de relation entre

k
les Gi' On pose

1
Ge+1 - Ge+1—'ZLH(Gk

Si inﬁ(Gi+1) est encore dépendant, on répéte la maneuvre , mais on ne
peut le faire indéfiniment : on construit donc au bout d'un nombre

fini de pas un élément Gé+1 dont la N-forme initiale est indépendante
G

de inﬁ(G1)?"°’inﬁ(Ge)' Mais GI""’Ge’Gé+1’ 0s2? " "

une base de E., On épuise {1,...,m} ainsi en un nombre fini de pas.

. & forment encore
m
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Done dimE = dim F,
(On aurait aussi pu dire que la longueur d'un anneau (de longueur finie)
est égale a la longueur de son gradué associé par rapport a n'importe

quelle filtration).

Mais (:) nous dit que

Y K.V i 1
dlmm ng( ® grxX) = szx(v) -=dim F ,
k=0 J=o0

D7autre part, (:) nous dit que
v

v ’
dim, ® gre( ® gri(XN < ¥ H%p . H
@ N . X w
k=0 Jj=o p+g=v X, x

(q)
rml(x),x
avec égalité si et seulement si (:) est un isomorphisme. Puisque
dimB =dim F, H%px(v)-dimﬁF - H;yx(v) et le lemme @.4.1) est démontré.

Proposition (4.4.2) : Soit

ou r est une rétraction de i, lisse et transverse en X a x.

S0it Y un sous~espace analytique lisse de W r]X ot W (resp. XO) est
la strate de Samuel de x dans W (resgp. X).

Soit F (resp f, resp. g) la modification de 7% (resp. X, resp. W) de

centre Y

e
N
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Soit x' € fnl(x) tel que

1) HX',X'::HX,X
2) Lx‘C:TW,x ou L i est le sous-espace vectoriel de CX, associé
1
au point x'. (Pulsque Y est permis pour X, CX Y, x f_CX K/TY, , et
= 5 T a g
puisque HX ,x _'HX,X , la direction 1 c:CX Y, x correspondant a x' est

T -
en fait dans K X/TY,X L ! est 1 1mage réciproque de 1 51 bpar la

surjection : K, —aTX X/l (voir chap. I (5.4.5)).
1 1
Alors x' e W' et H HW %
Démonstration : Tout d'abord, puisque Y est permis pour W,

== n ; .
CW,Y,X*'CWQm/PY,X , et done 1x'6 CW5Y9X , donec x' e W',

Plongeons localement r dans une rétraction d'espaces lisses

=le— ™31

e N

e
a
s

et notons F: 7' -7 la modification de F de centre Y.

\ A A i =
D'aprés le théoreme de tangence, pulsque HX',X‘ Hng

C -8 = Bey Ny :
Laong,x' £ Hx,xr ¥ Lo, x

Or
el - Flonx et Flx =T (x) 03

et on a donc les immersions fermées :

C sl NCyy o o T NGy
(x),x T 1(x),x' X i F l(x),x' X', x

De 1'égalité des extrémités, on déduit :

Il

C g . N Cyr, yo

- i
F l(x),X‘ F o (x),x!
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c'est-a-dire que le diagramme
¢ S Siamane s 1 <9 ;
fml(x),x’ XY g5
l ) 1
C ==
~1 AL
F "(x),x' ?
est cartésien,
Mais le diagramme
C “____-’C 1 7
F“I(x)vx' 727, x
l D l
¢ -1 ___%_—_AHCW? x!
o ('X)9xv ’

est toujours cartésien. Donec le diagramme

C — s

f-l(x)gx? Z',x’t
C s
g-l(x),x' wr, x?

est cartésien,

Or, puisque LXvC:T et LX,c:T on a, par la naturalité

X, x W, x
de 1'isomorphisme ( ) du théoréme de tangence

o i __::E:L_ﬂ,c Jg/L v
£ (x),x' X, *

~J
8 _, i x/va
g (x),x' ’
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Or

C nT = fibre de C sy

1 7 =5 . —
Xt gy, x ey, et @i,

= fibre de CX’X/LX‘ .-.CWDDS/LX' = Cx xNT 4 :
r (x),x

On a donc montré

¢ nT =0 ntT

1 i = —
XU,x " 1(X9,X' X, x . 1

(x)sx

Mais, r étant transverse a X en x, on a, d'aprés le lemme

(4.4.1)
1 0 1
= # b
Hy o = Hy x*8e  qar
X, x -1
r (x),x
d'aprés le théoréme de tangence, on a H%1 x'ng% . (au moins lexicogra-
3 7
phiquement), donc, si H%1 X<:H%,x , d'aprés 1'égalité plus haut, on
) 1 ? 1
i % o
aurait HX',X‘-@ ngx contradiction.

1 1
Donec HW'5X7=:HW,X , Q. E. D,

Lemme (4.4.3) : Soit
X e—7
\/r
w
ofi r rest une rétraction lisse transverse a X en x€ WNX. Soient
h, h'efEx (disques testants de centre x). On définit un écart entre

h et h',ainsi : pour un systéme de générateurs Wyp oo oWy de 1'idéal

maximal de O , 0on pose
W, x

i(h,h") = min v (Wi ch-—wi s h') ,
l<i<s
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cette quantité est clairement indépendante du systéme de générateurs

choisi, Bn fait,

i(h,h") = inf {v (weh-woh'")},
weTh o
W, x

S0it maintenant (fl"“"’fm) une base standard pour 17idéal

de X dans 7 en x, normalisée par rapport a (@W 53 Zl’"""
7

vi=v (f), I<ism, et fixons un disque testant h: D-W de centre x,

ng). Posons

tel que

5 (W% - s<a
X

T
Alors, pour tout disque testant h' de centre x tel que i(h,h )=>86. Sup vy
h' L h'. h . h, fetem
a) b, WXy =8 (WX (=8)
x x

b) Il y a un isomorphisme canonique

h'
W ,0 A

P 7
Xh ,xh Xh,xh

C

’ 2 . a -
Démonstration : Remarquons que 1'on a un T -isomorphisme canonique

D, 0
h

. . . ; 3 : h' N
entre T L h et T h' R (celui gqui envoie Zi sur Zi ). Nous allons

L WX 2 ,x

montrer qu'il induit un isomorphisme C % C . En effet, il
h _h ht h!
A gx X" 4x

7
suffit pour cela de montrer que ino(f?) s'envoie sur ino(f? ). Mais

puisque vo(f o 1'1-=-f.i eh') >i(h,h'") et que les seuls fi ch qui
7 7

i A A A

vont compter dans la forme initiale sent ceux qui vérifient

vo(fi,Aolﬂ :vi—-]A| (puisque la rétraction est transverse, on a
7

h h' L . - .
vo(fi)::vo(fi )::\)i)g on voit que si vo(ii,A_oh)::vigxlAl’ puisque

i(h,h‘)1>vi==|A] certainement,

_ vi-[A|+1\ f vim|A|+1
cl fi,A,OhIHOdeDgO } = cl(fingh?xnodﬁzD . = @i,A disons,
9

|
|
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et donc, puisque

h hA h! 1A
in ((£) =293 4% o in g (550 =29y 42
X X
ce qu'il fallait démontrer.
T ¥
Montrons maintenant que 6 (WhiXh)==6 (Wh ,Xh ¥
h h'
X x
h oh oht h! ’ ; . s
(£, ..., £ et (f, ,...,f ) étant des bases standard normalisées, on
1 m 1 m
a, d'aprés [(1.4.21)],
T 1 1
5 (Wh,Xh) = min éh g 1B (Wh ,Xh ) = min éh
h . i H ;
% l<i<sm p l<i<m
ot
o o h'
h . vo(fi,A h) h' . vo(fi,A h')
5. = min TR , 6. = min CTA]
Poofalsy, o i . |al<v, Vi

M . { ’ . 4 r = 7 > : .
ais l'inegalite vo(fing h fi’A-:h ) 6,_%gp v, nous donne
I<i<m

[ o ! = o
Vo(fi,A h') vo(fi,A h)
ou bien
>6.Sup(vi)
v (£, ,oh") ,
hY
Dans les deux cas e vli%IAE = & et donc 5X,(Wh,X ) <6, Mais il
i
v (£5 A ©°h)
; . 0 0! %o .
existe un (10,A0) tel que vi“ﬁAAl = 0 dag,
vo(fi A o h) =6(vi._|A1) <& Sup‘ui pour cet indice (io’Ao)’ nécessairement
o e v (£, poh)
o = f o h! ! = i t
vo(fi,A h) vo([i,A h') et donc v, - T5] & , ce qui montre que

1'on a égalité, et donc que
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Montrons maintenant b). I1 suffit de vérifier que

. h : § h?
in o (£)) gs'envoie sur in L CEL ) "
2 ks L Ty s
143 ; h Bl oras h bt
par l'isomorphisme gr h(gr hZ ) sur gr h,(gr w2 ) défini par ZiM“)Zi .
X w X w
Mais ceci est clair si 17on écrit
e - v.-|A]+1y LA
in (£ - = cl(fi A o mod Tt )zh
X by ) O v (£, ,oh) : ’
IAI % 0 12A =5
v - 1A

puisque la condition implique \io(fi § & B =6(\Ji—= |A])
¥
5] ! = - x ! i ] ]
(resp. vo(figA h') vy |A] et 1'on vient de voir que

Volfi ao bt =vy - [a],
vi-]A|+1) \)i=]AI+1
cl figAch? modfmmgo = Cl(fi,thmOdm]D,O

Proposition (4.4.4) : Soit

X e—— 7
\/r
W

ou r est perpendiculaire a4 X en xeWnX,
Soit H un sous-espace analytique strict de W contenant x.Pour que r
ait le contact maximal en x, il faut et il suffit que pour toult disque

testant h: D> W de centre x tel que h(D - {O}) cW-H, on ait

5 (W, x™h - 67 (xh
X x

Démonstration : Si h' est un disque testant tel que h(D) cH, il

faut montrer que 1'on peut trouver h tel que i(h,h") >6(\)i-- lAl) et
et h(D-{0) cW-H .
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On peut se permettre de remlacer h' par la composition h' o e

de h avec le morphisme e : D - D donné par t'=1%. 8i 1'on considére la

(1) (1) (D)

modification g 7 W(i)—+W de centre x, il y a un seul point x

(1)

tel que h' se factorise en un disque testant de centre x . (On sup-
pose bien siir que h' (D) £{x}, cas qui ne présente aucun intérét)

1 . . s .
(x( ) est 1'unique point au-dessus de x dans la transformée stricte de

g(r): w(r)-aw(l) modification de W(I)

(r): w(r)_aw

1"image de h'). On considére

(1)

de centre x , et 1'on continue ainsi. Soit G
(r) (1) (r-1) (r)
G =g °© ,..08 o g .

Si nous considérons un germe de courbe irréductible passant

<r)m1(H), sa normalisation fournira

par X(r) mais non contenue dans G
par composition avec G(T) un disque testant h tel que i(h,h’ o e) soit
aussi grand que 1'on veut (pour r assez grand et un e convenable) et
qui vérifie h(D- {0} cW-H. (La démonstration détaillée est bien

instructive et est laissée aux soins du lecteur) .
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme

de stabilité du contact maximal par modification permise :

Théoréme (4.4.5) : Soit

/Z

\/

W

o r est une rétraction lisse ayant le contact maximal avec X en
xecWnNnZX. Soit XO (resp. WO) la strate de Samuel de x dans X (resp. W) .
Soit YCWGHXO sous-espace analytique lisse contenant x, Considérons

les modifications de centre Y

/ 2! r —s 7,
'S / f ‘X/
AV
wr £ s W
-1
i 1 -
En tout point x' e f “(x) tel que HX‘,x' _HX,X 5
a) x'ew
b) HW‘,X‘ =HW,X

¢) la rétraction transformée r' (3.1.8) a le contact maximal

avec X' en x'.

Démonstration : Les points a) et b) résultent immédiatement de la

proposition (4.4.2) : mnous avons en effet démontré,(4.3.3), que puis-

i e
que r a le contact maximal, TX,X‘“—TW,X

Pour démontrer c¢), remarquons tout d'abord que puisque r est transverse,

il en est de méme de r' (grdce au théoréme (3.2,1)). On a denc




214,

C ntT = C
Xy r_l(x),x Xﬂr_i(x),x

C = C

n'T
i 1 - i
X 2 X 't I(X'},X' X'ﬂr‘ I(X!)’xv

Mais nous avons vu en (4,4,2) que les cones de gauche sont isomorphes.

Ceux de droite le sont donc aussi, et puisque T ~ =0, il en
XNr (x),x
est de méme de T y ce qui montre que r' est perpendicu-
-1
X'Ne' “(x'),x!

laire a X' en x'., Le théoréme sera donc démontré, griace a la proposi-
tion (4.4.4) si nous montrons que : pour tout disque testant

h: D-W de centre x', tel que h(D - {0})(:W‘-—g_1(Y) on a 1'égalité

h h T h
& h(W’ s X)) =86 h(X’ Y

v ol x!
Fixons d'abord quelques notations
Soit (fl""’fm) une base standard pour X dans 7 en x normalisée par

rapport a (GW

$249...92 ). Le théoréme (3.2.1) nous dit que si f!
= 1 T 1L
f.oF
désigne la transformée de f, (i.e. f! = —= oi v, =v (f.) et v est
i i Vs i x i
v

un générateur local en x' pour 1'idéal du diviseur g_l(Y) dans W',
(f!',...,f') est une base standard pour X' dans Z' en x', normalisée par
1 m

4! ,,,,Z;).

rapport a (OW',X?; E

Choisissons un disque testant h: D W', de centre x', tel
que h(D- {0}) cW' - g_l(Y) . Nous noterons h1=g °coh: D-W qui est un
disque testant de centre x (tel que hl(l)-[O})c:W—'Y).

= 4 o g
Ecrivons £, =% f. ZA'. Si nous posons f! =-—u£——— , hous avons
i A i, A 1y v.-1A]
- v 1
A

- 7 !
fi = iifirAz

Si 6 h(W‘h,X‘h) est infini, il n'y a rien & démontrer. Nous supposerons
X'l
done & h(W‘

x!

h,X'h)= d' <o, Puisque une base standard normalisée 1le

reste par changement de base, nous pouvons écrire, en posant
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h h
1 1
d=256 hl(w X Dy, et k::vo(v oh) (k n'est pas infini, car 1'hypothése

.

h(D- {0} cW' - g(Y) implique que la fonction veh n'est pasg nulle )

. vty by
d = min min o _lA.
t<i<m \ [Af<v, i 14
\)i—"IA‘
i ® o
_ . \)()((figA v ) eh
= min mii " “lAl
lzism |A[<v) i
1 o
. . Vo (f] 4ol
= k + min min " -]Al
lgizm [A]<v, i
ke s owhx® - ke

x‘h

Ferivons avec les notations de (1.4.3)

By > | By
f? = id(ino(fi ) hy = e s inﬁ(fi A}»hIXZ )
/ ; . s ’
\ wo,d dlAle(fi’A hy)=d.v;
Bl = dgel iR (f‘.lh) h = ; — in (£} th)(z'h)A
° wr,d’ dv|Al+v (£1  oh)=d.v. :
o “i,A i
hy hy h1
(7 représente le r-uple inozl ’“"’inozr ). La modification
F:7' +7 et la construction de h1 noug donnent un isomorphisme canoni-
h
que j: &' -3 ! (tous deux isomorphes a Dx @), et si nous choisissons

h h
une coordonnée locale t sur W 1(EEHD , de centre x 1, t o j que nous

noterons t', est une coordonnée locale sur W'h, de centre x‘h. Si nous
notons T (resp. T') la forme initiale de t (resp. t'), apres les iden-

tifications habituelles des cdnes tangents anisotropes a Z'h avec
h h
T Z'h (resp. % L avec T . % 1), on a
h 1
x! X
h

f+i!-eci:[ng'l

]

fvi%ea:[rr',zvh]




216,

Remarque : En fait, t et +' sont "la méme" coordonnée locale sur le
demargue ’

disque ID, vue & travers les isomorphismes ]D2$W'h, ]D:iwhl . D'autre
v.-1|A]
part, on remarque que puisque f, oh,=(v ' f'! ) eh et puisque
Kk i, A 1 i, A
veh=1%'"" (4 une unité prés) on a
k(vi—lAl)
i o = i ! o
1110(f19A h) T 1no(fi,A h)
d'ou
k(v.-|A]) h
* _ ! 1 . 5 § . 1, A
fi =3 T 1n0(fi,A h)(Z 7)™ .

Pour pouvoir comparer f? et fé*, substituons formellement T' 4 T et
h
h

Z'” va 7 ~ dans 1'expression de f? : on obtient
S C k(v.-]aD
e gy o y vt in @1 o h)(2'HA |
i o 1,A

dlA[+v0(fi’A°h1)=d.vi

i B = - 1 o 1 & LE Ty
Mais vo(fi,A hl)"'k(vi IA])vt-\Jo(fi7 h), et done 1'égalité

A
s = . rs . LY Y ’ s ’
dIAI-kvO(fi?A h) d.vi est équivalente a 1'égalité

d'lAl4—v0(fi‘Ao h)::d‘.vi y puisque d=k+d'. On obtient done 1'identi-
?

té formelle :

kv I

kgiby oo 4 £1(1, 20 %)

(%) pltort e gyt
X

Nous allons utiliser ces égalités pour démontrer qu'il est

impossible d'avoir § h(W'h,X'h)‘iéT h(X‘h)ﬂ Puisque d=k+d', on a
xt x!

certainement d>1, ce qui entraine que T =5 P ., Mais puis-
’ . d X1, 01T by by P

que r a le contact maximal, et est donc perpendiculaire, il en esgt de

= T .

h
méme de r 1, et (4.3.3) nous montre que : T K h
Wit

h
' X Xhl,x 1
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Vi
D'autre part, les égalités f, = (fi. v ") impliquent que
h1 ¥ g h :
fi = (f;. v "), ce qui montre qu'au voisinage de x'", X'h coincide
h
avec la transformée stricte de X 1 dans une suite de k modifications

de centres ponctuels (cette

h
Whtiw 1). Comme
hy

changement de base, (f1 -

morphisme :

suite de modifications induisant un iso-

une base standard normalisée le reste par
h

1
.3f ") est une base standard normalisée, ce

h _ h by by
qui implique que v¥(X' ,Z'7) =v#(X ,Z 7) ,(3.2.5),et done
®
H =H y (3.2.5, addendum ).
W L e B
; T h : ; ®
De plus, si T =(0), & (X*7) =1 (voir (1.5), addendum ),
h h h
Xt x! x!
et il n'y a rien a démontrer. Nous suppo-
gerons donc dimT n h=11. D'aprés (chap. I (5.4.6)), il y a alors
Xy x!
un isomorphisme (non canonique) entre C h h et C hy hy
X!y xd X “,x
; h h T h . ; 2

Or,si d' =8 (Wr=,Xr) <6 (X'), il existe un T ~automorphisme

h h h h

x! x! Wi, g
de C i e GV ¥4 C
e qui envoie sur
Z'h,x'h X! ,x'h X‘h,x‘h

Ceci signifie d'aprés (4.3.2) qu'il existe des polyndmes

homogénes Si(T') de degré d' tels que

h

h AL (zr By
i

+Si(T1)5-.- b

g L1+ ST(T")) in
r r

x!

1k 1 1
fi (T ,Z1

Utilisant 1'équivalence de 2) et 3) dans (4.3.2), ainsi que l'isomor-

phisme de C avec C p

x 1

h hy mentionné plus haut, les formules (%)

x'B B

g X

nous montrent que 1l'on devrait avoir

by K

+ Si(T). T, e

f*i*(T,z ) I,

1
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ce qui, toujours d'aprés (4.3.2),contredirait 1'hypothése que r a le

contact maximal avec X en x, puisque cela entrainerait

by by ; hy
8 p (W X 1) <87 (X 7). Q. E. D
X

X

~

Remarque : En fait, comme d'habitude, nous nous sommes ramenés a
démontrer le théoréme dans le cas ou W= D, mais pour tenir compte de
la ramification, nous avons di considérer k modifications de centre

ponctuel successives,

Corollaire (4.,4.6) : Si r:%-W a le contact maximal avec x€ % en

xeWNX, on a au voisinage de x 17inclusion des strates de Samuel

X W
(1] (1]

Démonstration : Nous allons d'abord montrer que Xﬁc:% O::T—I(WO)D

Soit en effet I' un germe de courbe irréductible contenu
dans XO. Si nous considérons la modification de centre x, et si T''
est la transformée stricte de T'; x' 1'unique point de T' au-dessus
de x, =i X; (resp. @70) désigne 1'ensemble des points de X' tels que

il =H ;, (resp. H

=H ), on a les éguivalences suivantes
X', x! X, x By, x’’ 4

2, X

FecX el-xcX el -x'cX'el'" X
0 ) 0 0

(resp.)
TcZ «T-2ch oT'"-x"cB' &T'c?’
0 o 0 0

(ceci grédce au fait que les strates de Samuel sont localement fermées).

I1 est donc équivalent de montrer 'cZ ou I'"c% . Mais
puisque Tc:XO, FVCiX; i.e. X‘G.KL, Grdce aux points a) et b) de (4.4.5),

i % 1 1 1 = 1 ] — 7 T
x' € XO implique que HW?,X‘_'HWPX’ solt H%*;XY_‘HZ9X et done x é}@o.

Mais gréce a (4.4.5), les hypothése de (4.4.6) sont conserviées aprés

la modification de centre x. Or, au bout d'un nombre fini de telles
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modifications, on rendra Z(r) normalement plat le long de la transfor-
mée F(r) de T (3.3.6),

On aura donc F(r)(§Z£r), d'ou Tc:ZO , Q. E. D.

Ceci nous montre en tous cas que XO{WWc:WO, Mais si nous
supposons que TctW, au bout d'un nombre fini de modifications, nous
séparerons I' de W (en effet, on rendra 'UW normalement plat le long

de la transformée F(r) de T, ce qui est clairement absurde si

r(r}ctw(r) ou T(r)rww(r)iéﬁ), Mais l'hypothése de la proposition est
encore conservée a chaque pas grice a (4.4.5), et séparer F(r) de W(r)

contredit 1'assertion a) de (4.4.6)., Q. E. D,
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(4.5) Avant de passer au chapitre suivant qui sera consacré 3

1'étude de la continuité des objets que nous avons défini (i.e. de 1la
permanence de ces objets dans un voisinage du point ol ils sont définis),
nous allons résumer ce qui a ¢té fait jusqu'ici en montrant le parallé-

le entre le cas des courbes et le cas général,

(4.5.1) Soit C une courbe plane passant par le point x : nous avons

commencé par définir la multiplicité mX(C) de C en x, qui est un carac-

tére numérique qui permet de reconnaitre si C est lisse (en fait on a
toujours mX(C)a 1 et mX(C): 1 C est lisse en x). De plus ce caractére
diminue par modification de centre ponctuel : si f:C'-C est la

modification de centre x, et si x' thl(x)y on a mX,(C'):sz(C)H

Le caractére numérique qui rend les mémes services dans le

cas général est la fonction de Samuel H qui est une application de

Xy
N dans N. On a montré en effet que gi X est de dimension d,

) n+d-1 ot HO (a) = (n+d—1
X, x

Hxsx(n)E% d-1 d-1 pour tout n & X est lisse en x.

Noug avons vu ensuite, ce qui ne se posait pas pour les cour-
. 1 et ; ;i ; b
bes, que la fonction H  définissait une stratification localement finie

de X par des sous-espaces analytiques (I, (4.3,1)).

Enfin nous avons vu que 8i f : X' =X est une modification per-
mise, et si x' ¢ f_l(x), alors H;‘,x'ngi,x pour 1'ordre total (I, (5.1,3)
(une modification permise est une modification de centre Y lisse, tel
que X soit normalement plat le long de Y, ce qui est équivalent a dire

que H est constante sur chaque composante connexe de Y).

X,y
(4.5.2) Passons maintenant aux théorémes de tangence gqui indiquent ce
qui se passe lorsque la fonction de Samuel ne diminue pas par éclate-

ment permis,

Pour les courbes, nous avons vu que si mx,(CV):mx(C)9 le
céne tangent C, _ est une droite comptée m (C)-fois (ece qui entraine
7

que l'espace tangent strict TC - est une droite) ; ceci implique que
7
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= 1 s . . B . . . ~
f "(x) est réduit au point x' qui s'identifie alors a proj(TC X).
7
D .o _ 2 e
e plus si dnnTC,,X1 1, les cones CC,x et CC‘,X sont iso

morphes. Les théorémes analogues dans le cas général sont les théorémes
de tangence (I, (5.4.5) et (5.4.6))
soit Y un centre d'éclatement permis contenant x, et CX Y. x le cone

7 ?

normal a X le long de Y en x : on a C Ay par normale

-1 XY, x X,X/TY,X
platitude § soit x' un point de f ~(x) tel que Hw’x‘,::HX’X F
est une droite de C ., 81 17on dési-
1 XY, x
gne par Lx’ 1" image inverse de 1X‘ dans nyx, le théoréme dit que
Pc:'I‘Xxg que dhnTXF

x' est

alors eégal a projlX1 s OTL 1x

<dim T , et que si

1'on a 1'inclusion L ;
X , X X, x

d-i T = i 1 3 2 .
m X', x! dJanX?X » il ¥y a un isomorphisme (non canonique) emnre CX,X

et CX’,X"

(4.5.3) I1 stagissait alors de trouver un caractére numérique qui di-

minue par modification permise lorsque la fonction de Samuel reste
constante : c¢'est la théorie du contact de X avec un espace W passant

par x qui va le fournir,

Pour les courbes nous avions défini 1'exposant de contact
dxfwgc) d'une courbe lisse W passant par x avec C : c¢'est un nombre
rationnel tel que si W' est la transofrmée stricte de W par la modifi-

cation de centre x, si x' g W' et si mxr(C"':mX(C)5 alors
d_, (W ,C') =d_(W,C) -1

Dans le cas général, nous allons supposer W lisse (hien que dans le

texte le cas ou W est singulier ait été abordé).

On suppose donec que (localement en x) X est plongé dans un
espace lisse 7, muni d'une rétraction r lisse sur un sous-espace lisse

W contenant x.

Si la rétraction r est transverse a X en x (ce qui veut

dire que le morphisme dr : C - C est plat) nous avons défini
X, x W, x




222,

l'exposant de contact dX(W,X) de W avee X en x. Si on fait une modi-
fication permise de la situation (i.e. le centre Y de modification est
lisse, contenu dans XN W, et X est normalement plat le long de Y en x),
et si on prend un point x' € W' NX', on peut encore définir localement
en x' une rétraction lisse r' : Z' o W'. Si de plus on suppose que
He, =H et que r est transverse a X en x, r' est transverse a X'

XV ;. x? X, x

en x' (II, (3.2.1)) ; malheureusement, contrairement au cas des courbes,

on ne peut pas comparer (en général) dX(W,X) et dXY(W',X‘).

Il a donc fallu introduire une notion plus fine, qui est

celle d'exposant idéaliste de contact € de W avec X en x, Un représen-

tant de € est le couple formé par un idéal cohérent § sur W et un
entier b tels que pour tout "disque testant" h: Do W avec h(0) = x,
h

on ait i2£§~1 =d (WhaXh).

b 0

Grace a la technique de la base standard normalisée, nous
avons pu prouver qu'un tel exposant idéaliste de contact existait
(IT, (2.3.5)) et étudier le comportement de € par modification permise
nous avons défini le transformé €' de € (II, (3.1.7)) et montré le théo-
réme de stabilité I (II, (3.3.1)) : si x'eW NX' est tel que
H ZZHX,X , alors €' est 1'exposant idéaliste de contact de W' avec

X‘! ’X?
X' en x',

De plus nous avons défini 1'ensemble sing(€) pour un exposant
idéaliste (si € = ((J,b)), c'est l'ensemble des x€ W tels que VX(S);zb ;
sing(€) est un sous-espace analytique de W). Le théoréme de stabilité T
dit aussi que les points de sing€' N W' sont exactement les points x' de

; . . ; , B
X' aussi mauvais que x, i.e. tels que H ‘,x"'HX,x
On voit que sous cette forme, le théoréme de stabilité I est

une généralisation de 1'égalité dX,(W*,C‘)==dX(WgC)-1 démontrée pour

les courbes : si en effet l'exposant idéaliste de contact de W avec

Cen x est €= ((wP,q)), on a dX(W,X)zzp/q et €1 = (w4, ).
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(4.5.4) Le théoréme de stabilité I montre que si 17on suppose que
1'on sait résoudre €, i.,e. trouver une suite de n modifications permi-
seg telle que 1l'on ait singexn)==ﬁ , il n'y aura plus de points aussi

(n) (n)

; =1, . ¢ o . . s g
mauvais gque x dans W Nt (x), si £f:X +X est la suite de modifi-
cations envisagée ; nous avons donc été amené a définir la netion de

contact total : wun espace W a le contact total avec X en x si pour
e

toute suite de p modifications permises, le transformé

(p)

passe par
tous les points de X aussi mauvais que x gui se projettent sur x.
Pour montrer l'existence d'un W ayant le contact total, nous

avons défini la notion de contact maximal de W avec X en x, notion qui

dépend de la réiraction r cheisie et qui est plus forte que le contact

total.

Pour les courbes, le contact maximal a été défini a 1'aide
de 1'exposant maximal avec C en x , si dX(W,C)==Sup(d¥(W196D, le

Sup étant pris sur toutes les courbes lisses Wl passant par x.

Pour monitrer l'existence d'un tel W, nous avions introduit

la notion de cbéne tangent d'indice i dans la direction de W noté
W, 1

CC % et montré que W avait le contact maximal si et seulement gi

5

W;dX(WQC)

Coox n'avait pas la forme binomiale (i.e. n'était pas défini
7

par une éguation de la forme (Z-+A.Wd)v)u
L'idée pour trouver W, était alors de faire un changement de
variable pour que dans 1'éguation f de C il n'y ait plus de termes en
1 1] L) 3 b Id £l
z't" ("transformation de Tchirnhaus")., Dans le cas général, on dit

qu'une restriction r : Z- W a le contact maximal avec X ne x si

1) elle est perpendiculaire (condition technique plus forte que

la transversalité)

2) pour tout disque testant h: D~ W de centre x,

h ., h B, =y
d (WL = d (X)) = Sup(d (T, X)),
X X X




224,

le Sup étant pris sur toutes les courbes lisses ' passant par xh et

contenues dans Zh (1T, (4.2.4)).

L'existence du contact maximal a été prouvée a liaide des
données distinguées (II, (4.3.4)), et la technique de démonstration

généralise directement le cas des courbes,

Nous avons enfin prouvé le théoréme de stabilité II, (II, (4.,4.5))
qui montre la stabilité de la notion de contact maximal par modifica-
tion permise (pour tous les points aussi mauvais que x), et qui permet

de montrer que le contact maximal implique le contact total (II,(4.4.6)).

(4,5,5) Nous avons ainsi terminé une partie du travail : les tech-
niques que nous avons introduites permettent en effet de montrer que
l1'on peut résoudre les singularités d'une variété algébrique compacte

réduite X définie sur @,

Esquissons la démonstration : soit S la strate de Samuel

des points pires de X ; c'est une sous-variété algébrique fermée de X,

Nous allons commencer par nous ramener au cas o S est ré-
duit & un nombre fini de points : si tel n'est pas le cas, on prend
un point générique x de S, et on résoud le localisé Xx de X en ce
point, grdce a 1'hypothése de récurrence sur la dimension. On a denc

. . L. .
un morphisme birationnel : X'-—=3X +tel que H,, o =l pour tous
X X', x X, x
les points x' de X' tels que f(x') =x.

2 ; R ;
Pour étendre f a X tout entier, on prolonge a X (par adhérence)
les centres de modifications qui définissent f : comme ces prolonge-
£ o L ’
ments ne sont pas nécessairement lisses, on commence par les résoudre

(toujours gréce a l'hypothése de récurrence) ; remarquons que comme

tout se passe dans la strate de Samuel S, les modificatiohs effectuées

¥ . o &
sont nécessairement permises pour X.
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On peut ainsi supposer que S5 est réduite a un point x ; on
applique alors la théorie du contact, en montrant que 1'hypothése de
récurrence permet de résoudre ks exposants idéalistes dont le support
est de dimension plus petite que celle de X en x. Si W a le contact ma-
ximal avec X en x, soit € 1'exposant idéaliste de contact correspondant ;
on suppose donc qu'au bout de p modifications permises, on a
Singg(p)zzg : il n'y a ainsi plus dans X(p) de points au-dessus de x
ayant la méme fonction de Samuel que x, & cause du théoréme de stabili-
té I 3 comme par hypothése S={x} et la fonction de Samuel diminue
(p)

par modification permise, il n'y a donec plus dans X de point aussi

mauvais que X,

Comme il nfapparait dans X qu'un nombre fini de fonections de
Samuel différentes, on voit que 1'on peut ainsi résoudre les singula-
rités de X par un nombre fini d'opérations comme celles qui viennent

d'étre déecrites,




