CHAPITRE TROISIEME

L A CONTINUTITE DU CONTACT
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(1,0) Dans l'esquisse de démonstration de II.(4.5.5), on s'apergoit
que ce gqui manque pour obtenir également la résolution des singularités
des espaces analytiques est un (ou des) théoréme(s) de "prolongement",
car, alors qu'en géométrie algébrique on peut prolonger un germe de
centre d'éclatement en une sous-variété fermde, en géométrie analytique
ceci n'est plus possible. Pour pallier a cette difficulté on va cons-
truire une sorte de "faisceau des résolutions", i.e. sur chaque ouvert
autour de x, on étudie tous les processus de résolutions localessbien
qu'il n'y ait aucune canonicité on définit une notion qui tient compte
de tous les processus possibles et permet le recollement : ce sera

le jardinage. Mais pour cela il faut établir des résultats non seulement
en un point mais aussi dans un voisinage. Ainsi certains de ceux-ci

sont obtenus comme conséquence des théorémes de Stabilité T et II.

(1,1) Le but de ce chapitre est de montrer les deux théorémes sui- |

vants,

Théoréme de continuité I (1,1.1) : Soit X un espace analytique complexe,

x un point de X. Soit i : X—»7 une immersion de X dans un espace lisse.
Soit W une sous-variété lisse de 7 contenant x et r: Z— W une rétrac-
tion transverse a X en x. Soit € 1'exposant idéaliste de contact de W
avee X en x (relativement a r). Soit Xo la strate de Samuel de X conte-

nant x, Alors il existe un vasinage () de x dans % tel que
1) r soit transverse & X en y pour tout yE.XO(1WFWQ

2) € est 1'exposant idéaliste de contact de W avec X en y (rela-

tivement a r) pour tout VEAXOF1WF19o
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Théoréme de continuité IT : Soit X un espace analytique complexe,

x un point de X. Soit i : X-7 une immersion de X dans un espace lisse,
Soit XO la strate de Samuel de X contenant x. Soit W une sous-variété
lisse de Z contenant x et r : Z-+ W une rétraction ayant le contact maxi-

mal avec X en x. Alors il existe un voisinage () de x dans Z tel que
1) XoﬁQcWﬂQ

2) r ait le contact maximal avec X en tout point yEﬁXoriﬂn

(1.1,3) Afin d'alléger les notations on notera par & = (X,%,Wsr)

la situation décrite par le diagramme

X 7

/"'

o r est un morphisme lisse, On appellera A une installation,

¢

Soit x € X,

Soit g: W' =W la modification normalisée de g 9 Oﬁ,&==(j,b)
est l'exposant idéaliste de contact de W avec X en x. On sait alors

définir la rétrotirette de A par g qui est encore une installation.

(1,1.4) On sait que gml(a)zz{g_l(g)gb) est 1l'exposant idéaliste de
contact de W' avee X' en tous les points x' de W' tels que g(x") =x,

Mais maintenant g_I(S) est un diviseur,

On voudrait obtenir une méthode pour ebtenir un morphisme sur-
Jeetif propre g: W' =W ot W' est non singulier et gml(g) un diviseur,Dans
un but de simplification, on appellera simplement un tel morphisme une

simplification de & sur W. On ne connait pas d'autre méthode que la

Passage censuré,
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résolution des singularités pour obtenir une simplification de J sur W,

En faisant une modification normalisde de ¥ on obtient W' sin-
gulier en général. Mais pour montrer la résolution d'un espace de di-
mension n en x, on peut utiliser une simplification de 3 sur W, car on
peut obtenir une telle simplification si on connait la "résolution"
en dimension sn-1, C'est cette méthode qu'utilise Hironaka dans

"Bimeromorphic smoothing",

Proposition (1.1,5) : Soit A = (X,72,Wyr) une installation. Soit

5==(S,b) un exposant idéaliste sur W et E'::(S',b‘) celui qu'on obtient
par rétrotirette par un morphisme g : W' - W propre et surjectif. Alors

les deux assertions suivantes sont équivalentes

i) € egt un exposant idéaliste de contact de W avec X en x rela-
tivement a r ;
ii) €7 est un exposant idéaliste de contact de W' avec X' en tout

point x', tel que g(x') =x relativement a r'.

5 ’ ’

Preuve : i)= ii) a déja été montré (cf. corollaire 11,.(2.3.9)).

Supposons alors qu'en tout point x' tel que g(x') =x, €1 g0it

un exposant idéaliste de contact de W' avec X' en x' relativement & 2

Soit D h W un disque testant de W en x,

Comme g est propre et surjectif on a des morphismes St D D,

h:D-W et un diagramme commutatif

h?
D -—rm._:.:c.bwq
h

@'aprés le critére valuatif de propreté). Soit x' = h'(0),
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Par hypothese on a que :

h' h'
En = v X!
vo( ) d h?(W 9 )

et

whS .. hS hS
v (&

@( ) hS

i
=3
=
5
-

On cherche a démontrer gue :

'E‘,h B T
\;0( ) d- htW s X )
X
On a que S(t) = t°+ ... (s=e_(S)),
Done :
v (€PSy _ oy (ehy
0 0

Soit &%= (S*;b-"‘r) un exposant idéaliste de contact de Wh

avec Xh :

PN, | R \
= &
d LW, X Y o= W h( )

X X

J* est un idéal de G{t]}.

" i i T
(E#*)™ est un exposant idéaliste de contact, done

hS _hS. s O _ i

d_hS(w XY = v (@) = sy h(8 ) .

b's % %
On a donc

oh hS _hS h _h
s\)o(a Y = d h(W s X ) = S\}'h(f‘,"") = sd h(W s X ),
X X X

D'oti
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(1,1.6) Soit x un point fixé de X. Dans le voisinage de x on va
étudier la variation des dg ol gE.XOr]WO (resp. EEfXOFWT ot
T={NeWNX ot r est transverse). Pour cela on doit étendre les no-
tions de platitude normale et de stratification de Samuel au cas ani-

sotrope.

Rappelons que si Y&V et Ves X sont des immersions fermées
telles que Ves X soit définie par P et Y X soit définie par £, alors
le cone normal anisotrope de X le long de Y de V-tropisme d est le

X
Specan de gr(V,d
Y

ol

- b b
gr(V, d] = & | y PL o P
Y ne R a+b/d2u a+b/d>p

(ef. IT.(1,3.3) et II.(1.3.7)).

Rappelons que si A = (X,Z,W,r) est une installation et que
si Yeu X on a noté (ef. IT,(1.4))

W, d
ﬂ 0 CX:Y

e o

D'autre part si J définit 1'immersion XesZ alors on a une

immersion fermée

a

Wyd,, oW,
XY "%

d
C :
i ¥

définie par les d-formes initiales des éléments de §.

d_(W,X)
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Pyopesition (1.1.7) : Soit

un diagramme commutatif dans la catégorie des espaces analyliques au-

dezsus de S, Supposons due

1) tous les morphismes de ce diagramme soient des immersions

fermées
2) Y, W, Z soient lisses au-dessus de S,

Alors la suite de Y-cones

YxY,d Yx W,d

) (S . S W, d i
- C. . o—2C, a0
(0= Cy oy vy "Cyyx,y 7%,y 7 0)
S 5
est exacte,
Démonstration : On construit un diagramme commutatif de

Y-ebnes

YxY,d Yx W,.d

g w,d
(0)=—> CY)ngY?»CY:x: z,Y t,bCZ!]Y—ébLU)
1 P

Yx Y, d Yx W,d
gred  IEWE _ owed_
(O)méCY'éY,Y —%YEXJ @CXJQ(O)

Les fléches verticales sont évidemment des immersions fermées.

Soit ye Y. Le choix d'une rétraction locale de Z sur W permet
W, d Yy W,d

1'identifie: . a s . a C i sont to ) es
d'identifier CAQY a CZTY ¢ CY&;ZQY a CY'gZ,Y qui sont tous deux de

fibrés localement triviaux. On vérifie aisément que la suite des
OYmmodules formée par les éléments de degré 1 (au sens usuel) est exacte

et on en choisit un scindage compatible a la bigraduation, donc a la
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d-graduation.

Pour montrer que I est cartésien, on procéde comme d'habitu-
; P ‘ ¢ s ~ . "
de germe par germe et aprés complétion. On i1dentifie OZ avec S@ygw,ﬁﬁou
A A L
= oo oy T j o g { = g > 5
S_GS‘ avec s image de y dans S, @\7>§Z,y‘ sfidentifie alors a

w

S[[y,y"yw',w']]), le diagramme de S algébres

A o

GZFyKZDAIAM*muﬁ(%Tézgy

| }

S[[:)".vw? 2] "'Ef‘sz‘ S[Ly,y",w', 2’ _H
i

@1(y)::y‘, wl(w):zw?, @1(2)::27 étant commutatif.
Soit o ¢ S[[y,y',w ,2']]=S[[y'sy",w',2']) tel que
O'(Y) iy yr_ yn " d(y‘) = y? , O’(WT) = WF ; g(z’) — ZY

C'lest un S—1isomorphisme.
[ 7 i
Nous pouvons maintenant identifier griW,d} a

%L[y W,z {Yéz
et encore a S[[y]][W,Z] et gr\Y §W,d a
(

(w z) L v

ou encore grlz',d et encore

or
(y=y'ow!,zt) k", W', )

E’[[)’sy A ]W‘} ﬁq[Ly ¥ »Z“]'J)

~

S[[y")I[Y",W',%'] et posant & =grg ° 9y
o ¢ S[LylI(w,Z) - sy  JI0Y", W, 27 ]

est défini par

/

Tly) =y'  T(W) =W w(7) = 7
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Iei, dans S[[y]][W,2], W a le poids ldet Z le poids 1,
dans S[[y'JI[W',Z',Y"], W' et Y" ont le poids ldet %' le poids 1.

Rappelons que B étant un anneaunethérien, I, P, Q des idéaux

de B tels que IcqQ, PcQ, par définition la suite

B B B/1
0-_5,111(1),:1;1‘) s gr(P, d) — gr(P+I/I,d) — 0
Q Q/1

est exacte,

Si pour £€ B, ££0, on note vo(T5Pyd) = sup {psfe Zi+j/dsz1 Q91

- B
P QY , on voit facilement que in( P,d;I)

Q

LnQ(f;Pg d) = ¢l f mod Zi+j/d>p‘

est engendrée par les inQ(f;Pgd) od fel, T£0,

Si I est donc 17idéal de S[[y,w,z]] définissant X dans 7,
1'idéal K engendré par qJI(I) est celui définissant Y>éX dans Y% 7

Ainsi, aprés transformation par ¢ comme ci-dessus, ce gue nous avons

) (S[Ly"sy"sw' 2" )] i}
finalement a prouver se réduit a i.n((zv)gd ,0(K)} est engendre
(y"sw',z’
) . S[[jﬁW;ij
dans S[[y']1[Y",W',Z'] par dafin{(z),d ) I
(z,w)

m
Soit g e g(K) . g= X Qi(’y‘i?ynawggzv) fi(y‘yw“gz?) ol
il
fi(y,w,z) €l et Q. € S[[y',y",w',2']].

| [ 11 W o= ; a LA { ,1 i
: Soit v V(y”,w‘gz“‘)(g'(z ),dyet écrivons
— “CK; i i i
Q; = Z ; y Qia(y ywhom') + R,
asla]sv/d
vl
; o d
ou Rié{y‘) 8
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110: o 5
y (§ Q, £)5(2h),d).

in v Lgs(e¥),d) = dn 3
z') ( a|m|sv/d i=1 *

1 7
(y",wh, s

,
\
y',wl,zt)

m

1t = ' T » 27 > =
Bt q '131Q1(x t;» gyl et \J(Zgw)(gofl’d) v=|of/d
(g3 (2),d) Lalyo

En effet, sinon on aurait j= inf ( 5

ay Ja]<v/d

"
(z,w)

et 0=3% Y**C'.‘clg_nmd { N (z"}i(z?.,w“)'j),
Uy ](x]Sv/d * i+j/d>u=]rx]/d

Mais el - mod{y (z'") (2", w')dk S[[y"]J[Wwr,Z']. I1 est done nul et

V(29wv)(goa$(2)9d) i [al/d
D'od finalement
o e e g ¢ o1 '1"1 iy d
111(}]_,,”\[_?933?)(g9(z ) gd) = D) Y el g(xmod( = (z") (=z',w") J

a, |a|<v/d i+ ja>v-|al/d

Ainsi il existe des o pour lesquelles cette classe est non nulle et res-

treignant la sommation a ceux-1a

(gs(z'),d) = Z%Y”fx‘;(in.

T
1" g ( Z W')

(y (g(x?(z):vd)).

Wl z?)
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Corollaire (1.1.8) . Avec les notations de la proposition (1.1.7)
supposons seulement que Y s0it lisse au-dessus de S. Alors la suite de

Y-cones

(0) = C

:<l!—<
=
mX X

4
nX X

est exacte.

Remarque : Ce résultat avait été annoncé (chap. I, (3.4.5)) dans le

cas ou d=1,

Démonstration : La question est locale sur Y ; soit donc y un point
de Y : plongeons.:localement en ys W dans un espace lisse W, et posons
7 = ZX“IW 3

on sait que la suite :

Y g Y,d

Y X
S
Y % - (0)

=

est exacte (proposition (1.1.7)).

D'autre part, comme la rétraction r : Z—» W est lisse, la suite

Yx Y,d Y X W,d
S L. S
¥ Y,Y T Y % %Y

W, d
(0 = C - Cyly- (0

est exacte. On a en effet des isomorphismes canoniques (pour les espa-

ces analytiques sous-jacents)

Y x W,d
W,d . ¥
Coly % Cpv °t Oy z2,v™ Sy x g,y

mX X

X
3
(IT. (1.4.3)). Il suffit alors d'appliquer la proposition (1.1.7) en

faisant d=1,
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Prenons 17intersection terme a terme de ces deux sxjtes. Si 1'on admet
Y x W,d Y'é w,d Y x. W

W,d . W,d _ W,d Lo B
que CZ,Y(WCX,Y = CX,Y (et denc que CY < Z,YWWCY « X,Y = CY o X,Y) , on
S S S
voit que le corollaire est démontré,
(1.2) Nous allons maintenant généraliser au cas anisotrope la cons-

truction des faisceaux de jets (I.(3.2)); Xa étant la strate de Samuel d'un

point x de X,nous avions construit un cone C (C= Specan,grﬁEX(Xo)) dont

les fibres étaient les cdnes tangents CX <
7

Nous allons de méme construire un espace sur Xo tel que les

fibres soient des cdnes anisotropes.

Soit done A = (X,Z,W,r) une installation ; nous cherchons a
construire une ”Ow

tion de W?",

nX—algébre de jets de X de tropisme d dans la direc-

Soit : VedyX une immersion fermée ; notons A :V-VxV

1'application diagonale.

(1.2.1) Posons phiVad _ &, b3 pe &b , ot L est un nombre réel
X VxX
a+b/d>p

positif, P 1'idéal de 1'immersion de 1'immersion 1x j:VxVeVxX, et

¥ celui de 1"immersion (1x j) o8 : VaVxX,

Pi;v’d est "1'Anneau du p-iéme voisinage infinitésimal de V dans Vx X
de tropisme d dans la direction de VxV ", On munit cet Anneau de la

structure de @v—Algéhre provenant de la projection canonique :

VxX-V,

Avant de continuer, prenons un exemple ¢ supposons W et 7

lisses, les coordonnées sur Z étant (w,z), w étant défini par z=0,

Soit f(w,z) une section de @Z définie au voisinage de (0).
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7 . . 0
On peut écrire, avec des notations évidentes, un développement

de Taylor

f(g,g)—-f(E',O)==Z(E-E')§-(W',O)-+Z(z)%§(ﬂ‘90)+ 55

Si on donne le poids 1 & z et le poids 1/d a w-w', un jet d'ordre p
o rd rd -V . S N d .
(i.e. un élément de P;’ ’d) associé a f est une classe d'équivalkence

de développements de Taylor jusqu'a 1'ordre j.

Dans le cas d'une installation A , on posera

phsWod _ HusWNX, d

X X 2

et si 1:Y-WNX est une immersion fermée,

s W, d sW,d
1.92.2 B3 W _ % pHsly
( ) PX (Y) i PX .
En particulier, si x est un point de WN X, P%zw’d(x) est le p-iéme voi-

sinage infinitésimal de x dans X, de tropisme d dans la direction de W
(ef, 1.,(3.2.5)).

Prenons maintenant p dans le groupe discret EO +1/dEEO, et
soit p le prédécesseur de p dans ce groupe, on a un épimorphisme natu-

rel g

wsWodoyy  pht 5Wyd
PN S (y) P M,

et on définit grp'Pg’d(Y) comme étant le noyau de cet épimorphisme
Cef. T.43.3) ).

(1.2.3) On pose
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(aveec gro Pigd(Y) =G_) : c¢'est de maniéres naturelle une GY~a1gébre
(ef. 1.(3,3.1)).

I1 est alors facile de voir, comme en (I.(3.3.4)), que

Wod oo _ Y Wod
Specan gr BX (Y) = CY><X3Y .
(1.2.4) On peut évidemment faire toutes ces constructions pour une

installation au-dessus de S, On laisse le soin au lecteur d'effectuer

ce yoga.

On a maintenant

Proposition (1.,2,5) : ©Les conditions suivantes sont équivalentes

1) quel que soit p¢ . + 1/d /. P;iwsd(y) est Gy-plat en y€Y
2) gr Pﬁ”d(Y) est O -plat en ye Y

3) si Y est lisse, Cg’g est plat sur Y en y.
7
C'est 1'analogue anisotrope du corollaire (3.5.12) du chapitre I.

L'équivalence de 1) et 2) est facile : 1la démonstration est

la méme que pour le cas d=1,

L'équivalence de 2) et 3) résulte du corollaire (1.1.8) qui

donne un isomorphisme

YxW,d ~» W,d YxY,d |
Cyxx,Y = O v*Cyxy.y ¢
YxY,d ,

comme Y est supposée lisse, C

Yx W, d .
Yx X, X plat. cqfd,

: W, d ;o
YxY,Y est lisse, et CX,Y plat équivaut

aC
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Remarquons de plus que dans les conditions 1) ou 2) on a
1'égalité

W, d
Xy ’

Yx W,d

CY5<X,Y

(y) = C

il suffit de prendre les fibres en y des suites exactes :

(Y) = P‘;(;w’d(Y) - PgL( sWodeyy Lo

W, d
0 grtP’

gr *x
Pour terminer, nous allons associer & ces faisceaux de jets

une "stratification de Samuel anisotrope" en posant

I:wW,d g LW, d
HX,X () = d1mm PX (x)
1:,w,d o i +
(HX & est ainsi une fonction de IR dans ﬂo) . On a alors
H
Théoréme (1.2.6) : Soit A = (X,%,W,r) une installation telle que r

soit une rétraction lisse., Il existe alors une partition localement fi-

nie de WNX en sous-espaces analytiques XOC i telle que :
?

1) Il existe des applications H : R EO telles que

XEXoc,d#HX,x =&,

2) i& et ia-Xa sont des sous-espaces analytiques fermés de WN X,
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(1.3) Généralisons maintenant la notion de normale platitude :
solent é&:(X,Zgw; r) une installation, Y un sous-espace analytique de

XN W, d un nombre réel > 1,

Définition (1.,3.1) : Soit x un point de Y 3 on dit que X est d-norma-

lement plat le long de Y en x si les conditions suivantes sont réalisées
1) Y est lisse en x

2) W est normalement plat le long de Y en x (cf. I.(3.5.14)).

W, 5

3) pour tout nombre 6 vérifiant 1<6<d, Cy’y
7

est Y-plat en x,
Nous allons énoncer un théoréme qui caractérise la d-normale

platitude et qui résume ce que nous avons démontré dans le cas anisotrope

Théoréme (1.3.2) : Aveec les mémes notations que pour la définition pré-
cédente, supposons que Y coit lisse en x, et que W soit normpalement plat

le long de Y en x ; alors les conditions suivantes sont équivalentes

1) X est d-normalement plat le long de Y en x,.

W, 0

2) pbur tout pé€ E% et pour tout & tel que 1<6 <d, P;’ est

@Y—plat en x.
3) pour tout & ftel que 1<6<d, gI‘ngﬁ(Y) est @Y~p1at en x,

4) pour tout 6 tel que T<d<d, la suite

W,0
CX,X

&

w
(0)—»0 z»(CX: )%(fx.-a(ﬂ)

-

Y,0
Y, x
est exacte,.

5) soit J 1'idéal qui définit X dans Z en x ; pour tout & tel que
1<8<d, il existe un systéme d'éléments (fI’“"’fm) de J (qui peut
dépendre de 8) tel que :

) v (f,W,8) = v (£,W,8) (Isism
b) les in (£ sW,5) engendrent 1'idéal inX(W,Z 5) (idéal de
- X

gr(w § 5) dans gr(W'? &Y Y 5
x x
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; A
(rappelons que si fi=2fiAz avec fiAEOW,x , on a

v (f,)
. Y A
\}Y(fi,w,f)) = inf {'-—6—- o+ lA‘} Y
6) il existe un voisinage U de x dans Y tel que X soit d-normale-

ment plat le long de Y en tout point ye€ U.

7) il existe un voisinage U de x dans Y tel que pour tout & avec

1<é<d, on ait

w,6 . W,5
HX,x = HX,y pour tout yeU .
8) s=oit XO 5 la &-strate de Samuel de X contenant x ; Y est loca-
L
lement contenu autour de x dans n X 5
9

1<b<d

(D=

Le lecteur est invité 4 se convaincre que ce théoréme a ét
pratiquement entiérement démontré dans les pages qui précédent,

Nous ajouterons seulement deux remarques

- La raison pour laquelle on a besoin de la platitude normale de

W en x est la suivante : 1la condition 5) exprime que le diagramme
W,6 W,6
CZ,x CZ,Y§X
W,6 s W0
CX,X C}(,Ygéjc
est cartésien, Or la suite de Y-codnes
¥ % Y;06 YxW,d W, 6
0-Cy vy~ Cyxny™Cz,y""

est exacte. Mais on ne sait montrer que la fibre au-dessus de x de

YxW,8 W, 6 . W, _ ; tquivalent a
Cy x 7,Y est CZ,x que si grf, (Y) est Oy plat, ce qui est équivalen

gryW plat puisque la rétraction r:7Z-W est lisse.




243,

- On montre comme au chap. I § 4, que pour & fixée,1=<d=< d, il

existe un ouvert U, de Y contenant x, tel que Cw g soit plat en y¢€ U‘5

! XY

On déduit ensuite du théoréme (1.4.1) chap. II qu'au veoisinage de x les
Cw5§ prennent seulement un nombre fini de valeurs distinctes quand 6
varie correspondant a des valeurs 6 ngék du tropisme. On pourra done
pour U choisir N U

.1 Q;

j=l..k
(1.4) Nous allons maintenant préparer la démonstration de la semi-

continuité de 1'exposant numérique de contact,ainsi que du théoréme de

continuiteée T,
Soient & = (X,7Z,W,r) une installation, x un point de WN X,
Wb et XD leg strates de Samuel de W et X passant par x, et Y un sous-es-

pace réduit de Xo N WO contenant x.

Proposition (1.4,1) : Soit & un nombre réel vérifiant 15;5s;dx(W,X) s

supposons que Y sgoit contenu dans la 6-strate de Samuel XO 5 I1 existe
7

alors un voisinage U de x dans Y, tel que pour y €U on ait 1'inégalité :

d (W,X) =6,

Y

Remarque : Si Y est lisse, la condition YCZXD 5 est équivalente a
W, &

+ 2 est plat sur O, (Proposition (1.2,5)).
9

dire que C v

Posons Cé==SpecangI'P¥?é(Y) 3 C(5 est plat sur Y en x, puisque

par hypothése la fonction HXF; est constante au v0151nage de x (1.2.58),

La fibre en y du morphisme 06=eY est alors isomorphe a CX ; si y est
¢

assez proche de x (1.2.5), La fonction de Samuel relative de ce morphis-

me est ainsi la fonction de Samuel du cone C W. s : au point x, on
7 4
X,y 7
voit que C = C ; puisque 6 <d _(W,X) (si 6<d_(W,X), on a méme
CW’(5 X X, x * *
‘X,Xa 7
W, 5

CX’X:Cng par déefinition de deW,X)g et si 5==dX(W,X), on laisse au
lecteur le sein de le démontrer (& partir des lemmes II.(1.4.4) a (1.4.7)

et IT.(1.4.11).
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On a donc HG /Y,ngHX,X par semi-continuité de la fonction de

Samnel velabive feof. TO04.3.53).

Montrons que 1'inégalité dy(W;X)<<6 est impossible : on au-
rait alors en effet 1'inégalité H we —H (le lecteur est invité
CX:y,y X,y

a s'en convaincre dans le cas ot X est une hypersurface en dessinant le

diagramme de Newton). Mais comme HX 5
?

YcX » on voit que 1'on obtient 1'négalité H

=_HX s car par hypothése on a
3 X

Cé/Y,y > HX,x , ce qui
est absurde. cqfd

Remarque : ¥1 résulte de cette démonstration que Y est contenu dans

la strate de Samuel relative du morphisme : Cé'*Y'

Avant de continuer, nous allons généraliser 1'exposant numé-
rique de contact dX(W,X) ¢ Si Y est un sous-espace de %riXo,dY(W,X)

Woill ann anmeluent e

sera le premier nombre réel d (d=1) tel que Cx’ v
7

CX,Y (cf. II.(1.4.1)). On a alors :

Corollaire (1.4,2) : Soit & un nombre réel tel que 1<6 < dX(W,X). Si
X est 6-normalement plat le long de Y en x (1,3.1), on a 1'inégalité :
dY(W,X) =6,

S0it € un petit nombre positif : puisque X est S-normalement

plat, il existe un vdsinage UE de x dans Y, tel que si yé{UE g le

s X y X

cdne Cg’g_g soit Y-plat en y.
7
D'aprés le théoréme (1,3,2), il en résulte un isomorphisme d'espaces

analytiques

d'ou, grace a la proposition (1.4.1) :

CW, 6—84-.__/)
X,y Xy
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Mais X est normalement plat le long de Y en x : d'ou, =i U, est assez

petit

c = (C Y xy x C
X,y ) I b

Yyx
On a done, pour tout y de UE un isomorphisme

W,6-¢ —~
Cx,y %7 —(Cy ¥ ST

ce qui implique Cg’i_a = CX,Y (car ces deux cones sont canoniquement
7 9
plongés dans CZ Y) ; on a done & - €<1dY(W,X) par définition de dY(W,X),
3
d'otu éde(W,X). cqfd

Soit A = (X,%Z,W,r) une installation ; soit f= (£35.0008 )

une famille d'éléments de Oy , » et Y un sous-espace de W contenant x.
H

; e A . ,
Si on écrit fizzij,iZ avec fA,ie(}W x ? on peut construire

?
un diagramme de Newton avec les points AA,i= [vY(fA,i)’|A|}'
i Posons vi=:vY(fi) : si le point (O,vi) appartient a ce diagramme de

Newton, on peut parler sans ambiguité du premier c¢d8té du polygdne de
1

|; Newton de fi“ Si Py est sa pente, on pose di=:— — et
‘ i

;f d.;(_(i,W) = inf d. .

| 1<ism

‘. On a alors :

Proposition (1.4.3) : Soient A =(X,%,W,r) wune installation, Y un

sous-espace lisse de WO(]XO, x un point de Y., Si i::(fl,...,fm) est

une base standard de X dans 7 en x, normalisée par rapport au systéme
i rd . rd

(OW,X’ZI""’Zr)’ on a 1"égalité

X
dy(W,X) = dy(£,W)

Remarquons que d%(i,W) est bien défini, puisque,la base standard f étant

normalisée, on a v, (f.)=v (f.)=v. (1<i<m) et doncl point (0,v.)
Y i x i i ik

J
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appartient au polygone de Newton de f.

Cette proposition a été démontrée dans le cas oi Y= {x)
(IT.(1.4.2)) et la démonstration se transpose aisément au cas énvisagé

iei,

Corollaire (1.4.4) : Sous les mémes hypothéses que pour la proposition

(1.4.3), soit d un nombre réel tel que 1s|ds;dX(W,X).

Si X est d-normalement plat le long de Y en x, pour tout nom-

hre 6 avec 1<d<d, on a

1) vY(fi,W,é) = vx(fi,w,é) = By (1<i<m)

) Z p . ;
2) 1nX(W'},( &) est engendré par les 1nx(fi,w,6) (1<i<m),

Nous avons en effet vu que dY(W,X)z:d (1.4.2) et donc
d;(i,W)z,d d'aprés la proposition précédente, d'ou immédiatement la pro-

priété 1), en regardant le polygone de Newton de fi.

La propriété 2) est encore une conséquence de II,(1,4,11),
En effet, puisque (f) est normalisée en x, dX(W;X)==dX(f;W). D' oti, pour
del1,d[ , inx(fi,w,é) est indépendant de & et vaut in_f. . Comme dans

ces conditions CW’6==C , 2) est trivialement satisfait. Mais on sait
X, x X, x >

alors que les‘inx(fi,wgd) engendrent encore inX(W , d).

Corollaire (1.4.5) : Soient A =(X,Z,W,r) une installation, Y un
sous-espace lisse de WDFIXO , x un point de Y, et d un nombre réel tel

que lgtis:dx(W,X). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1) X est d-normalement plat de long de Y en x

2) 1localement en x, on a : YC[y]vy(fi,W,d) zvi'}, I= (fl’""fm)
étant une base standard normalisée de X en x par rapport au systéme

(Gw’xs Zl,...,Zr) et vy ¢tant égal & vx(fi).
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(Remarquons que puisque ds;dX(W,X), on a

v, = v (f.) = v (£.,W,d) ).
i x i x' i

La démonstration, laissée au lecteur, est identique & celle du cas d=1

(voir I11.(3.1.5)).

T1 résulte de ce corollaire et de la proposition (1.4.3)

que sous les mémes hypothéses, X est toujours dY(WgX)—normalement plat

le long de Y en x,

Corollaire (1.4.6) : TLes hypothéses sont les mémes que pour le corol-

laire (1.4.5), Soit d un nombre tel que 1< df;dX(W,X) : alors l'ensemble
des points y tels que vy(fi,W,d)==vx(fi)= vy est (localement en x) égal
a N X

b=d Gy
par x, et que (fl""’fm) est une base standard de X dans % en x, nor-

(rappelons que Xﬁ 5 est la &-strate de Samuel de X passant
9

malisée par rapport a (Ow,x’zi"“"zr))“

La démonstration est 1a aussi analogue 4 celle du cas d=1
(ef. I17.(3.3.8)) : on montre que les deux espaces analytiques en ques-
tion ont mémes germes de courbes en x , en se ramenant au cas ou ces

courbes sont lisses par des modifications ponctuelles,

Avant de montrer la semi-continuité de 1'exposant numérigue
de contact, nous allons donner un exemple qui illustre ce que nous ve-
nons de faire : considérons 1'hypersurface X d'équation y2= tx3~+x
dans Z::Ea. W sera le plan des (x,t) et Y 1'axe des t. On peut considé~

rer X comme une famille & un paramétre de courbes planes (pour t varia-

ble) ; pour t=0, le premier exposant caractéristique vaut % , alors
3 P, ;
que pour t%() il vaut 5 8 on voit que cette famille est équimultiple,

et done que X est normalement plat le long de Y 3 on a dO(W,X)= 2,
3 3 g
dY(W’X)==E ) dy(W,X)::E pour yEY et différent de 0.
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3

3 W,d L , , 5 , W5
Pour d<—2' i CX,Y est défini par l'eéquation y ; 1'équation de CX,Y est
yz— th, et pour d>% , liéquation de Cg’% est tx> ¢ on voit donc que

o
W, d 3 . 3
-— S

CX,Y est plat pour d< 5 » mais pas pour d 5 .
(1.5) On voit enfin que dy(W,X) gdo(W,X) gsi y€Y ¢ cela est en
accord avec le théoréme de semi-continuité que nous allong montrer main-
tenant
Théoréme (1.5.1) : Soient A = (X,Z,W,r) une installation (r étant tou-

jours une rétraction lisse), x un point de XOOWO .

Il existe alors un voisinage U de x dans XOHWO , tel que,

si yeU, on ait :
d (W,X) <d (W, X)
v b

Démonstration : Sait F un sous-espace analytique fermé irréductible

de XOOWO contenant x ; nous allons montrer par récurrence sur dime

que la fonction yw dy(W,X) est semi-continue sur F,

Soit f= (fI’ .,..,fm) une base standard de X dans 7Z en x, norma-

lisée par rapport au systéme (@W’Xyzlyo-nazr) ; posons

d, = inf (d_(£,W) ,
yeF

on a dISdX(W,X) puisque que 1l'on sait que dX(W,X) =dX(£.,W) (II.(1.4.21).

d W, d
L'espace C 1=Specan gr PX (F) est F-plat au voisinage de x
(car FCXOQWO? et, pour tout & tel que 1528 Sdl, la fonction de Samuel
d
1
I'I;Z,; est constante d'aprés le corollaire (1.4.6)) ; la fibre C " (y)
b
W, d
g

est donc isomorphe a Cy ; de méme 1'espace C = Specangr PX(F) est
9

plat sur F au voisinage de x, et C(y)y% CX

9 Y
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W, d
Soit G l'ensemble des y€ F tel que C 1:=C (ef, II1.(1.4.8)) :
Xy Xy
c'est aussi 1'ensemble des y €T tels que d1<1dy(W,X),
G est un sous-espace analytique fermé de F, car c'est 1'ensemble des
points ol les fibres de deux fibrés plats colncident. Considérons deux

{ cas

a) dizde(W,X). On a alors XQ{G, et F- G est un ouvert contenant
x sur lequel on a, par définition, dlz;dy(W,X) : le théoréme est donc

vral dans ce cas.

b) d1<dx(W,X) .

Nous allong montrer que 1'égalité F=G est impossible au voisi-

nage de x : si y est proche de x, on a
d (£,W) <d_(W,X)
y = v

(ef. 11.(1,4,13)) ; d'autre part, v (fi)::vx(fi) =V, dans un voisinage
de x, v?(K,Z) est extraite de la suite vi(X,Z)zz(vi,...,vm) pour v assesz

i proche de x dans F en vertu du lemme suivant :

Lemme (1.5.2) : Il existe un voisinage U de x dans X NW_ , tel que
l si y€U, on ait v¥(y) < v¥(x) pour 1l'ordre lexicographique (en particulier,

la suite v¥(y) est extraite de la suite v¥#(x) ).

| m
| On voit donc que le nombre T—F(vi E)dy(W,X) est un entier ;
I il n'existe ainsi qu'un nombre fini dé:%aleurs de dy(W,X) qui soient
‘ plus petites que dX(W,X), goient 61,,..56k.
Si on avait G=T, on aurait d1<<dy(W,X) pour tout y¢cY, d'ou
! d1‘<51<<...‘<6kf£dX(W,X) ; si € est un nombre tel que d1<id1-+E<<61, on
M W,d,+e W,d.+e
aurait nyy_ = CX,y , et done gr PX (F) serait OF—plat : F serait

1 contenu dans 1'eneemble des y tels que dy(i,w)z dy+¢€ (1.4.5) ;3 on
obtiendrait alors une contradiction puisque par définition
d1= inf (d (iyw)) °

yeF
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On a donec GcF strictement,
si x¢ G, alors sur F-G qui est un ouvert contenant x,

1<dx(w’X)

si x€ G, par hypothése de récurrence , il existe un ouvert U tel que

d (W,X) =d
¥

sur UNG on ait dy(W,X) < dX(W,X) : sur '- G on a par définition

dy(W, X) <d <dX(W,X), ce qui achéve la démonstration du théoréme.

1

Corollaire (1.5,3) : Soit toujours f= (fl,...,fm) une base standard

de X dans 7 en x normalisée (par rapport a (G‘W x’Zl""’Zr))' On a alors
7
d (W,X) = d_(£,W
h ¥ =

dans un voisinage de x dans XOHWO .
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IT - LE THEOREME DE CONTINUITE I

Pour terminer, nous allons esquisser une démonstration du

théoréme de continuité I.
DVabord un lemme

Lemme (2.1) (dit "Lemme onze") : Soit & = (X,72,W,r) une installation.
Soit y un point de W X. On suppose

1) que r est lisse et W est lisse (donc aussi Z) en y
2) que r est transverse a X en y.

Seit f= (fl""’fm) un systéme d'éléments de Jy 1'idéal de Gy, v définis-
b
sant X dans 7 au voisinage de y tel que

1) in (X,%) = (in f c..pin_ f )
y!) y1: 3ym

2 Amly...gmy A, =elin T, modTW.por 240 od Ne= @& g,
| 9 s My i v i gy ?é j_>0gy

| m
Soit i=1,...,my, v.,=v (£,), b=1Tv,! , erivant f. =3 f. zA 3
i” Ty i jo1 1§ i iA
| .
i' fiAGO‘W,y , soit
= E —3
Sy (.-- fiA ---)ew’y et (3y9 b) ]

l b/\)i—]A|
|
i

. . b . .
s'il existe G tel que & = (q ) alors les conditions suivan-
q€ W,y q dy q Gw,y ’ 0 10 a

tes sont équivalentes
i

I 1) € est exposant idéaliste de contact de W avec X en y (relati-

vement a r)

2) v (&) =4 (W,X.
y y

' Remarque : Nous nous permettons d'insister sur le fait que dans ce
lemme nous ne supposons pas que (f) soit une base standard de X dans %

en y.
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Démonstration : 1)=2). On sait bien que W étant lisse en 7y, gryW
est réduit. Par conséquent, si E=8qr---18 est une base standard nor-

; on a, avec gi=2giAzA et

malisée de X en y par rapport a GW

7

Hi = \)y’(gi) 7

(voir II.(1.4,21)), le germe en y d'exposant idéaliste de contact de W

avec X en y est

1
™
e by S
s 1
= (). g il @way y TR )
IT.(2.3.5), (2.3.10)
b ui'
v (&) = infv : . =inf—L‘-—l- .
y ) y Eia bis pi! By A
2)= 1), On remarque d'abord que @w étant régulier
)
est intégralement clos et il existe, pour i=1,...,m, ]AJ SV; oo
BiAEOW,y tel que
o; - lal
(%) fia =Py

De plus il existe au moins un (i,A) tel que |A|<ivi et BiA soient une

unité,

I1 s'agit de montrer que si h: Do W est un disque testant

quelconque de centre y

+h h _h
b = o =
vy( ko= vo(q h) dxh(w , X

Supposons que pour un disque testant il n'en soit pas ainsi ; alors

2) entraine que ino(fi ch) est 1'image canonique de inyfi dans groZ

et par suite




253,

) ino(Xh,Zh) = (in (f;0h), .., in (f oh))

2y A

I

. h 5
; = clin (feh) modTgr 7~ ou (T) =@ grom{t}

i>0
v, =v (f, o h)
o i
D'aprés II.(1.4.11), on a donc

(£,5°0)
% Lk

Vv
h h . 0
dyh(w , X ) = inf —Tafmj*w—— = vo(q h)

Pour ce mauvais disque, 1'inégalité précédente est stricte

h ,h h
d h(W § X )>v0(q°h) = d
¥y
et
Mt
h h h h
Xy £y

Posant F}il= ino(fi 0 h,Wh,dh), toujours de (%) on déduit que

W, |A|
F? = % B, Min (qem] :
’A]sv.
1
et d'apreés II.(1.4.11), ces éléments sont un systéme de générateurs
h .h h h
de 1'idéal définissant €' °'%  dans ¢V ¢
h h h h
Ly 2,y
h h ,h ;
Comme d >1, 4 (W ,X )>1, Par suite C =C x T
h h h -1 D,0
y Xy Xnr “(y),y
Finalement, on obtient
(. FP . = (A, L.oe[T, 7]
P i P PR i e g

L'idéal de droite étant homogéne en %, chaq1IJ.e|composante homogéne de
V.= A

Fi y appartient donc et comme ino(qc hy *

ment pour i=1,,,.,m, h<v,

€C[T), il vient finale-
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T B, e gyl (2]

| Al =p
Ceci entraine que
viH
Ai: (y)Z (in q) E(AI,...,?\m) gryZ ;
v;-1al on a
Posant F. y  B.,(y) Z (in_ q) ’
i iA
A|s\=i
(FI,...,,Fm)C:(?»I,...,km) gryZ

Or avec d#\:y(q) ~—vy(€>), on s'apergoit que F n'est rien d'autre que
1n (f ,W,d), et, toujours d'aprés II.(1.4. 11), in (Wkd)=("'(i%r(fi’w’d)"'“

donc CW d:)C _ x T

X ‘
!Y (Y)sy W,y

or d=d (W,X).
y

Deux cas sont alors & considérer

ou bien d = 1, et
C o0 x T
-1 w
LY xety),y )Y
Mais la transversalité de r en y nous dit que H1 =H1 -1 * HY
Xy Xnr “(y),y W,y
Par conséquent cette inclusion estune égalité, T cT et
W,y Xy

dy(ng) ~1. On obtient dans ce cas une contradiction.

ou bien d > 1, alors

C =C x T
X w
Y n (y),y ' ¥
et
W, d
c.,' oC
X, X,y

I1.(1.4.8) assure que Oy y:C ’3 ce qui contredit la définition de
?

d_(W,X).

¥
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(2.2) Passons maintenant a& la démonstration du théoréme (1.1.1).

Soit € = (%,b) un exposant idéaliste sur W dont le germe en x
est 1'exposant idéaliste de contact de W avec X en x. On admettra 1'exis-
tence d'un voisinage QI de x dans 7 tel que r soit transverse a X en

yeX nwna, .

Soit g: W' - W une simplification de § sur W (voir (1.1.4)).
Pour tout x'e W', g(x')=x, 8‘==(g_1(3),b) est exposant idéaliste de
W' avee X' en x' (1.1.5), Désignant par X'x‘ la strate de Samuel de x!'
dans X', il existe un voisinage Q;, de x' dans Z' tel que, en un point
y‘EEQ;,F]W'(]X;, , les hypothéses du lemme (2.1) soient satisfaites. Tin
effet, comme systéme (f) il suffit de choisir la rétrotirette par g d'une

base standard de X en x normalisée par rapport a (O 7). En restrei-

W,x;
gnant, Q;, au besoin, (1.5.3) permet de supposer qu'on a en plus

vy,(ﬁ')==dy,(W',X‘) et de (2.1)on déduit que, en y‘(EQ;,f\W‘rlX;, €1 est

exposant idéaliste de contact de W' avec X' en y'.

Remarquons maintenant que r étant transverse a X en y(;ﬂl,r'

. -1
a X' eny'eg (y), on a

H = H * H
Xy Xﬂr_l(y),x W,y

I'I‘ 1 = H # H
1 1 1 ?
X'y xne Ty, y! Wy
-1
W’yzzHW' e de plus Xnr ~(y)
w ? ? =
s'identifie a X' N x' 1(y'). Par conséquent X&, ne dépend pas de y'€g' %yﬁ.

Wet W étant lisses de méme dimension H
Désignons cette strate par X' .
Y

Soit ' = U
-1
, x'eg (%)
g étant propre, il existe () ouvert contenant x (contenue dans Ql) tel

-1
Q;, clest un ouvert de 7' contenant g ~(x).

it _
que g () cQ'. Nous allons montrer que () convient. Soit yEEQFWXO[WW.
D'aprés (1.1.,5), il suffit de voir qu'en tout y'eﬁg—l(y) €' egt expo-

sant idéaliste de contact.
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. -1
Or pour un tel y', il existe x'€ g "(x) tel que y'egﬂi. De plus, comme

HX’y==HX,X » la transversalité de r en y et x entraine, puisque, W étant
lisse, H =1 , que H =H . La transversalité aprés
-1 -
Wy Wx XNr “(x) XNr 1(y)
simplification entraine de méme que HXf,y'::HX',x’ . Par conséquent,

y' € X;, Finalement
I 1 1 ¥
y' € QXFWW rWXX
€1 est donc exposant de contact en ce point,

Ceci achéve la démonstration de (1.1.1).

A suivre

Les auteurs, rédacteurs et "techniciens"
vous souhaitent de bonnes vacances,

LS
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