CLOTURE INTEGRALE DES
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Introduction

La motivation originelle des résultats du chapitre I venait d’une
démonstration du théoreme de “continuité du contact” de Hironaka, point
important de sa démonstration de la résolution des singularités des espaces
analytiques complexes.

Il s’est avéré que ces résultats étaient aussi fort utiles dans ’étude des
problemes d’équisingularité, et c’est cela qui a été exposé dans la seconde partie
du séminaire qui sera rédigée ultérieurement. Une des idées essentielles de ces ap-
plications se trouve d’ailleurs déja au chapitre I, dans le lien entre v et 'exposant
de Lojasiewicz, le lien qui permet d’algébriser des conditions de nature transcen-
dante dans certains cas, et en particulier d’appliquer a 1’étude de “conditions
d’incidences” du type conditions de Whitney la puissance de l'algebre. (Voir en
particulier Astérisque n°® 7-8, 1973).

Signalons pour terminer qu’a l’époque du séminaire nous ignorions
Pexistence des travaux de Samuel (Some asymptotic properties of powers of
ideals, Annals of Math., Series 2, t. 56) et de Nagata (Note on a paper of Samuel,
Mem. Call. of Sciences Univ. of Kyoto, t. 30, 1956-1957) ou la rationalité de
en géométrie algébrique est démontrée par une méthode qui est essentiellement
celle donnée ici au §4. Ces articles nous ont été signalés par L. Szpiro ; nous
I’en remercions. Apres réflexion, il nous a semblé que notre travail d’étude
systématique de la filtration par le U et de ses propriétés de finitude en géométrie
analytique complexe, précisait suffisamment les résultats de Samuel et Nagata,
et en montrait des applications assez nouvelles, pour présenter un certain intérét

par lui-méme.



0. Fonction d’ordre, gradué associé. Définition de U

Tous les anneaux considérés ici sont unitaires et commutatifs et les homo-

morphismes d’anneaux transforment 1’élément unité en 1’élément unité.

7 désigne 'anneau des entiers relatifs, N les entiers non négatifs, R le corps
des réels, Ry les réels non négatifs, R, les réels positifs et Ry = Rq U o0o.

0.1. Quelques rappels.

0.1.1. DEFINITION. — Soit A un anneau. Soit s : A — Ry une application.
On dit que c’est une fonction d’ordre, si elle vérifie les propriétés suivantes :

i) p(z +y) > inf (u(x), u(y))
i) p(x-y) > p(x) + ply)
iii) u(0) =00 (1) =0.
(Pour donner un sens précis a ces conditions, on utilise les conventions

habituelles sur le symbole 0o, & savoir : 0o est le seul élément de Rg & étre supérieur
a tout d € Ry, 0o +d = d 4 0o = 0o pour tout d € Ry).

0.1.2. DEFINITION. — Soit A un anneau. On appelle filtration (décrois-
sante) sur A, une suite décroissante (Aq)decr, de sous-groupes de A vérifiant :

i) Ag-Ae C Agqe pour d € Ry, e € Ry
i) Ag= A
iii) II existe d € Ry tel que Ag # A.

A est alors dit filtré.

0.1.3. Remarques. — Si p est une fonction d’ordre, on a toujours p(z) =
p(—x), et si p(x) < ply), Wz +y) = p(z).

Si A est un anneau filtré, Ay est un idéal de A pour tout d € Ry et pour
tout d € Ry, Ag # A.

0.1.4. Remarque. — Il y a équivalence entre les notions de fonction d’ordre
et d’anneau filtré.



La fonction d’ordre étant donnée, on définit
Ag={zeA:ulz)>d} deRy.
Réciproquement, la filtration étant donnée, on pose :

w(x) ={supd:z € Ay} .

0.1.5. — Dans ces conditions, on pose
d(z,y) =e @Y pour z,y dans A.

On vérifie que :

o d(z,x)=0

o d(z,y) =d(y, )

o d(z,y) < supd(z,y)d(y, )
d est donc un écart ultramétrique sur A, invariant par les translations et Ay =
{x,d(0,z) < e~?}. La topologie définie par d est compatible avec la structure
d’anneau de A. C’est celle pour laquelle les A4 constituent un systeme fondamen-
tal de voisinages de 0 dans A. On obtiendrait d’ailleurs la méme topologie en
choisissant comme systeme fondamental de voisinages de 0 les Ay ou d parcourt
N. A admet alors un séparé complété A qui a lui-méme une structure d’anneau
topologique filtré et on sait que le morphisme canonique i : A — A est une in-

jection si et seulement si A est séparé. Ceci a lieu si et seulement si I'une des

conditions suivantes est satisfaite :
o pulx)=c0=2x=0

o N A= {0}.

deRg

0.1.6. DEFINITION. — Soient A un anneau et G une A-algébre. On dit
que G est une A-algébre graduée si I'on s’est donné une décomposition :

G=@p Ga

deRg

1) G4 est un A-module pour d € Ry
2)Gp=4A
3) Gy, - Ga, C Gy, +d, pour dy,ds dans Ry.

On appelle G4 la composante homogéne de degré d de G.
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0.1.7. — Soient A un anneau et p une fonction d’ordre. On pose
Ag(resp. AY)={z € A p(z)>d(resp. >)} deRy
grA= P As/A}
deRg

est une A/Af-algebre gradude.

0.1.8. — Les constructions de 1.5 et 1.7 sont évidemment fonctorielles.

0.1.9. Un exemple fondamental. — Soient A un anneau, I un idéal de A
ne contenant pas 1, et considérons la suite décroissante d’idéaux de A, (I"),en-
Par convention I° = A. C’est la filtration I-adique de A. Pour étre cohérent avec
0.1.2, nous poserons naturellement pour d réel non négatif quelconque

14 =@
ot n(d) est le plus petit entier supérieur ou égal a d.
Dans ce cas particulier, nous noterons la fonction d’ordre v;. Ainsi :
vi(x) =sup{n:neN,zeI"}

et elle est en fait & valeur entiere. Quant au gradué associé, nous le noterons gr; A.
Soit x un élément de A tel que vr(z) € Rg. On note inj(x) I'image canonique
de z dans la composante homogene de degré vi(z) de gr; A. Si A est un anneau
neethérien et si I est contenu dans le radical de A, la topologie I-adique sur A est
séparée [1]. De plus A est un A-module fidélement plat [1].

Par exemple si A = C{z1,...,%,;y1,...,Ys} est Panneau de séries con-
vergentes & r + s variables et si I = (y1,...,¥s), A sidentifie & C{z1,..., 2}
[[y1,--.,Yy0]] anneau de séries formelles & s variables sur C{zy,...,x,} et gr; A
s’identifie & C{x1,...,z,} [y1,...,ys] anneau de polynoémes & s variables sur
C{z1,...,zn}-

0.1.10. — De méme si J est un idéal de A, on pose :
vi(J)={supn:neN,JCI"}.
On a évidemment

vi(J) = ;Ielfj vi(x)

et si (x1,...,2,) est un systéme de générateurs de J

vi(J) = 71{1f vi(x;) .



0.2. Une autre fonction d’ordre 7. Quelques propriétés générales.

Revenons a 'exemple 0.1.9. A étant un anneau et I un idéal de A, gr; A a
en général des éléments nilpotents. Ceci vient du fait qu’on peut tres bien avoir
vi(z®) > kvy(x) avec k entier positif. Par exemple si A = C{z,y}/2% — 3> et si

. gr; A=C[X,Y]/X?
(&3
vi(x?) =3 > 2u(x) =2.

0.2.1. LEMME. — Soient A un anneau, I un idéal de A ne contenant pas
1. Soit J un idéal de A. La suite

_ulh oy

est convergente dans Ro.

Proof. — Soit @(resp.u) la limite supérieure (resp. inférieure) de la suite
ug. Il s’agit de montrer que u = . Si u = co ou u = 0, c’est clair. Nous supposerons
donc u fini et w > 0. Par définition,

* Ve >0, Vi eN, Jj>i : u; <u+te
Ve >0, Vi eN, 3j>i : wu; >a—¢ (siu<o0)
x*xx VN €N, VieN, dj>i : u; <N (siw=00).

Fixons un € > 0 (et si @ = oo un N) et choisissons un indice ¢ assez

grand pour que % < z=(resp. ). D’aprés ** (resp. ***) il existe j > i tel que

uj > u —e(resp. N) et d’apres *, il existe k > ji tel que up < u+e¢.
Divisons k par j, k = j¢ + g ol g < j. On a alors

Z/I(Jj“_q) EV[(Jj) Z/I(Jj) q _ 1 _
> = 1—)>(a—e)(1=2)>a—2

u-+e>

(resp. N(1—1)> N —¢).

Nous avons ainsi montré que pour tout € > 0, u + & > @ — 2¢ (resp. pour
tout € > 0 et tout N, u+e > N —¢) et donc u = 4.

0.2.2. Remarque. — La suite (ux)ren n'est pas croissante en général. Néan-
moins si on fixe ¢ la sous-suite (u;n)nen est croissante. Ceci montre que :

lim (ug) = supuy .
k—o0 keN



0.2.3. DEFINITION. — Soient A un anneau et I un idéal de A ne contenant
pas 1. Soient x un élément de A et J un idéal de A. On pose

vr(x) = klingo vi(z®)/k

17](J) = klgIolo I/I(Jk)/k .

0.2.4. Un exemple. — Limite de rationnels, 7;(x) n’est pas en général un

rationnel comme le montre ’exemple suivant :

Soit A l'algebre du monoide additif Rg, c’est-a-dire 'anneau de polynoéme
a une variable X a ccefficients dans Z dont les exposants prennent leurs valeurs
dans Rg. Soit I I'idéal engendré par X

7r(XM) =X alors que  vr(X?) = [\

ou [| désigne la partie entiere.

0.2.5. PROPOSITION. — Si (x1,...,Zm) est un systéme de générateurs
de J
D](J) = inf D[(ZEZ') .

1<i<m

Proof. — Tout d’abord, il est clair que 7;(J) < inf 77(x;). En effet xf e Jk,
k € N, donc Z/I(Jk) < V](.’L'?).

Réciproquement J* étant engendré par les z{* - - - x%m tels que aj+- - -+a, =

V[(Jk) = inf wvr(zf'---aim).

Eai:k

Fixons un € > 0 et soit k{ le plus petit entier tel que pour tout k > k{, on

ait, pour tout 1 <i < m,
vi(ay)

k

vr(x;) —e <

Soit kg = mk{, et posons N = sup [a7r(x;) — vi(z¢)]. On a :
1<i<m,a<k]

vi(afh-agr) > Y vial) = Y v+ Y vilad)
1<i<m ai>k) ai<k)
(Siar+---+am =k > ko, la lére sommation n’est certainement pas vide). Donc :

vr(xit - apm) > Z (aivr(z:) — aze) + Z (aitr (i) = N) -

a¢>k(’) algk[’)



Or puisque a1 + -+ -+ am =k, >, a; < k. Ainsi

a; >k‘6

vi(ayt - xmm) > Z a;vp(x;) —ek —mN >k inf vr(x;) —ek—mN .

m 1<i<m
1<i<m

Finalement vy(J*) > k[1<il_1<f vr(z;) —e — X, Faisant tendre k vers 'infini, N

ne dépendant que de ¢, il vient

7 > ] 7 ) —
vr(J) > 15111'1§fm vr(a;) —e

et ceci étant vrai pour tout e, 7y (J) > inf ().
1<i<m

0.2.6. COROLLAIRE. — Dy est une fonction d’ordre.

Proof. — Soient x,y dans A et soit J l'idéal engendré par z et y. Alors
vi(J) = inf (v1(x), 71(y)). Mais  +y € J. Donc vy(z +y) > v7(J). Cest i).
D’autre part vy(z¥ - y*) > vi(2*) + v7(y*). Ceci donne ii). Finalement puisque
v1(0) = oo, a fortiori 77(0) = co. De plus, puisque 1 ¢ I, v7(1) = 0. Mais 1% = 1.
Donc 7;(1) = 0.

0.2.7. Remarque. — Si x est un élément nilpotent de A, 7y(z) = oo. On a
en fait le résultat plus précis suivant :

0.2.8. PROPOSITION. — Soient A un anneau, N son nilradical. Soient I
un idéal de A ne contenant pas 1, J un idéal de A. Soient Ay = A/N, I, J; les
images respectives de I, J. Si J est de type fini,

l_/[(J) =y (J1> .

Proof. — Soit (x1,...,%,) un systéme de générateurs de J. D’apres 2.5,
vr(J)= inf Dr(z;) et v, (J1) = inf 77, (cl 2; mod N). 1l suffit donc de mon-
1<i<m 1<i<m
trer que si y est un élément de A, y; son image dans Ay, U;(y) = 71, (y1). 11 est
clair que 77(y) < 7y, (y1). D’autre part si vy, (y¥) = v(k), alors y* € I"*) + N ou
encore y* = z + uy ot vr(zx) > v(k) et up € N.

o . . i+1
Soit 4 le plus petit entier tel que u; " = 0.

Soit n entier quelconque

n — n—1i n—i_ 1 n .
ykn:z2+<1>z;§ luk—I—---( ; )zk ubvr(y*) > (n —i)w(k) .
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Faisons tendre n vers 'infini en laissant k fixe.
kn)

. vy - .
o Jm O <o) = i
r

n—1

(k) = v(k).
) = kony) et wrly) > 2

Faisant maintenant tendre k vers l'infini, on obtient 77 (y) > vy, (y1).

0.2.9. PROPOSITION. — On a :
17[(Jk) = kﬂ](J) keN

1
e (J) = EDI(J) ke N.

Proof. — La premiere assertion est une conséquence immédiate de 0.2.3.
D’autre part k - vpe(J") < v (J") et donc vpe(J) < £07(J). Soit v(n) = vi(J™).

Divisant v(n) par k, on obtient v(n) = gk +rou 0 < r < ket vp(J") > ¢ =
V(nk)77ﬂ > V(n);kJrl

. Faisant tendre n vers l'infini, on obtient

1 1
EJLH;O@:E'W”

0.2.10. PROPOSITION. — Soit A un anneau ncethérien réduit et soit A le

normalisé de A. Soit I un idéal de A ne contenant pas 1, J un idéal. On pose
J' =JA I' =IA.

Si A est un A-module de type fini (par exemple si A est un anneau local
excellent), vr(J) = vy (J').

Proof. — Comme ci-dessus, 7;(J) < p/(J') est immédiat. D’apres Artin-
Rees, A étant noethérien et A fini sur A4, il existe ng € N tel que si n > ng
I'"NA=I""0. (I A).
Soit v(n) = v (J'™)
JrCcJr"NAcCI?™nAc v

vi(J") - v(n) —ng

et vr(J)>vp(J) .

n n

0.2.11. Notations. — Soient A un anneau, I un idéal ne contenant pas 1.
vy la fonction d’ordre correspondante. On note gr; A 'anneau gradué obtenu par
la construction de 0.1.7.



Soit z un élément de A tel que y(x) € Ry. On note inyz (ou inx
lorsqu’aucune confusion n’est possible) I'image canonique de z dans la com-
posante homogene de degré vy(z) de gr;A. C’est un élément non nul.

Soit J un idéal de A non inclus dans A = {z € A 7;(z) = oo}. On
note iny(J, A) 'idéal de gF; A engendré par les inyz pour z parcourant I tels que
17[(56) € Ry.

0.2.12. Remarques. — gr;A est un anneau réduit. Il existe un homomor-
phisme canonique (d’algebres graduées)
T:gr;A—gr;A
dont le noyau est le nilradical de gr; A. C’est un isomorphisme si et seulement si
gr; A est un anneau réduit.

11 suffit de remarquer que tout élément homogene non nul de gr; A est de
la forme in; X et que (inyz)* = in; - 2% # 0 car v7(2*) = kvr(z). De méme tout
élément homogene non nul de gr; A est de la forme iny x et 7(iny x) = inyz ou 0
selon que 77(z) = vi(z) ou vr(x) > vi(z). Cette derniere condition signifie qu’il
existe k tel que v7(z*) > kvy(z) ou encore (iny z)¥ = 0. Si maintenant gr; A est
réduit, on a toujours vy (x) = vr(x).

0.2.13. — Soient A un anneau, I, J des idéaux tels que 1 ¢ I+ J. La suite

0 — y/ing(J, A) — 8T, A - 57,,,A/ T

est exacte. (On prendra garde & ne pas ajouter un 0 a droite).

Proof. — Soit H = inyz un élément homogene non nul de degré 7 de gr; A.
H € kera si et seulement si 7;,;(xmod.J) > . Ceci se produit encore si et
seulement g’il existe k& € N tel que
vr)s(z¥ mod J) > kv
ou encore 2% =y + z ot v7(y) > kv et z € J. Or,

v1(2®) = ko, o1 (y) > ki or(2) = kv

et
E[l‘k = (B]l‘)k = E[Z S E[(J, A) .
Références
[1] BOURBAKI N. — Algébre commutative, chapitres 3 et 4, Hermann.



1. La notion de cl6ture intégrale d’un idéal

Dans tout ce paragraphe, A est un anneau commutatif et unitaire et I un
idéal propre.

1.1. DEFINITION. — On dit qu’un élément f € A est entier sur I (ou sat-
isfait une relation de dépendance intégrale) s’il existe une relation : f¥ +ay f*=1 +
-tapy=0o0t1a; € Aetvr(a;)>ii=1---k,ie a; €I

1.2. Notation. — Soit. A[T] I'anneau de polynéme & une indéterminée T
sur A. On note P(I) le sous-anneau @ I"T™ de A[T).
neN

Le lemme suivant relie la notion de dépendance intégrale sur un idéal, avec

la notion classique de dépendance intégrale sur un anneau.

1.3. LEMME. — L’élément f est entier sur I si et seulement si f1 est

entier sur I'anneau P(I) au sens usuel ([4] chap. V).

Proof. — Soit f*¥ + a1f* ' 4+ --- 4+ a, = 0, a; € I, une relation de
dépendance intégrale de f sur I. Alors :

D) + (@D + -+ (T =0
est une relation de dépendance intégrale de fT sur P(I).
Réciproquement, soit
(ST +01(fT) "+ 4+ b =0, b €P()
une relation de dépendance intégrale de fT" sur P(I).

On en déduit, en annulant les termes de degré k dans A[T], la relation de
dépendance intégrale de f sur I cherchée.

1.4. COROLLAIRE-DEFINITION. — L’ensemble des éléments de f de A en-
tiers sur I est un idéal qu’on appelle la cloture intégrale de I dans A et qu’on note
1. On dit que I est intégralement clos si I = 1.

Proof. — 11 suffit de voir que si f et g sont entiers sur I, f + g I’est aussi.
Or la fermeture intégrale de P(I) dans A[T] est un sous-anneau de A[T].
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1.5. LEMME. — Si I et J sont des idéaux de A, tels que I C J, alors
I C J. C’est évident d’aprés 1.1

1.6. LEMME. — I C I C /1. En particulier si I est un idéal égal & sa
racine, I est intégralement clos. (On se gardera de croire que les puissances de I
sont alors également des idéaux intégralement clos.)

Proof. — 1.1. montre que si f est entier sur I, f* € I.

1.7. LEMME. — La fermeture intégrale de P(I) dans A[T] est & T T™.
neN

Proof. — Tout d’abord [1] p. 30, la fermeture intégrale de P(I) dans A[T
est un sous-anneau gradué de A[T]. Il suffit donc d’en déterminer les composantes
homogenes. Comme en 1.3, si fT™ est entier sur P(I), la relation de dépendance
intégrale :

(fT™)* + So;(fT™)F " =0, b eP)

fournit, en annulant les termes de degré nk dans A[T], la relation de dépendance
intégrale de f sur I" cherchée.

1.8. COROLLAIRE.
i) (HrcT"
i) I-T" ¢ In+t

i) I=T1.

Proof.

i) La fermeture intégrale de P(I) dans A[T] est une sous-algebre de A[T]
contenant IT. Elle contient donc & (I)™T™.

ii) La fermeture intégrale de P(I) dans A[T] est une sous-algebre de A[T]
contenant I - T et T T™. Elle contient donc I -1 T+,

iii) Soit maintenant f entier sur I. Alors d’apres 1.3. fT est entier sur p(I)

qui est une sous-algébre de @ T T™ et est de ce fait entitre sur P(I).
neN

1.9. PROPOSITION. — f est entier sur I, si et seulement s’il existe un
A-module de type fini M tel que :

i) fMcI-M

11



ii) Si aM =0, il existe k > 0 tel que af* = 0.

Proof. — Supposons f entier sur I et considérons une relation de
dépendance intégrale (1.1.1) satisfaite par f. Soit Ip un idéal de type fini de A in-
clus dans I tel que vz (a;) > i, 4 = 1,...,k. Alors f¥ € Iy - (Ip + fA)*!
et donc (Iy + fA < Iy - (Ip + fA)¥~1. Ainsi, nous pouvons choisir
M = (Io+ fA)¥=1. M possede la propriété i). D’autre part, si a(Ip + fA)*~1 =0,
aff €aly-(Ip+ fA)* 1 =0.

Réciproquement, soient my,...,ms des générateurs de M. i) nous fournit

un systeme linéaire :

fm; = Z bijmj, i=1,...,s ou bijel, ,j=1,...,s
j=1

yeeeyS

et pour tout ¢ =1,...,s,on a:
bi1—f bz - b1s
bs1 ce e bge— f

Le déterminant annule donc M. ii) nous permet d’obtenir la relation de dépendance
intégrale cherchée.

1.10. Remarque. — Si I est de type fini et contient un élément non diviseur
de 0 la condition ii) de 1.8 peut étre remplacée par :

ii’) M est un A-module fidele (aM =0 < a =0).

En effet d’une part ii’) entraine ii). D’autre part, si f est entier sur I, on peut choisir
pour M (I + fA)¥~1 qui est un A-module fidele, puisqu’il contient I’élément non
diviseur de 0 de I.

1.11. COROLLAIRE. — Soient I et J des idéaux de A. Alors :
IT-JcI-J.

Proof. — Tl suffit de montrer quesi f € I et g € J alors fg € I - J. Comme
dans le début de la démonstration de 1.8, choisissons pour modules vérifiant les
conditions i) et ii) de 1.8 relativement & f et g des idéaux M et N de type fini de
A. Et, soit R= MN. R est un idéal de type fini de A. De plus :

i) fgR= fgMN = fM -gN C IJMN =1JR

ii) Si aR = 0, désignant par myq,..., ms un systéme de générateurs de M
on obtient que am; N = 0, ¢ = 1,...,s. Il existe donc k;, i = 1,...,s, tels que

12



amighi = 0 et si k = supk;, ag"M = 0. 1l existe alors £, tel que ag®f! = 0 et
al gyt =0,

1.12. LEMME. — Soient A un anneau normal (*) et f un élément non
diviseur de zéro dans A ; alors fA est un idéal intégralement clos.

Proof. — Soit g entier sur fA. Une relation 1.1.1 s’écrit :
g o fg" T b =0

L’élément g/ f de Tot A est donc entier sur A. Ainsi, il appartient en fait & A et g
appartient a fA.

1.13. LEMME. — Soit A un anneau noethérien. Pour un idéal I de A, les

conditions suivantes sont équivalentes :

i) & I"T™[resp. @ (I)"T"] est un & I™T"-module de type fini.
neN neN neN

ii) Il existe un entier N tel quesin > N, I-T" = I"+1 [resp. I-(I)" = (I)"*1].

Proof. — i) = ii). Soit E1, ..., Es un systeme de générateurs de @I"T™. On
peut supposer les F; homogenes. Posons n; =deg F;, i =1,...,5; et N =supn;.
Soit n > N et soit f € I"t!. Alors :

fTY =3 "AE; A e oI*T*

i=1

et on peut supposer que A; est homogene de degré n + 1 — n;. Ceci entraine que :
S S
fed rttmicry I
i=1 i=1

en utilisant (1.7).
ii) = i). Ceci permet d’écrire que :

A étant un anneau ncethérien, I est donc un A-module de type fini et a fortiori
un P(I)-module de type fini. @& I 1" est donc lui-méme P(I)-module de type

neN
fini.

(*) un anneau est dit normal s’il est réduit et intégralement clos dans son anneau

total de fractions.
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1.14. PROPOSITION. — Soient A un anneau excellent réduit (*) et I un
idéal contenant un élément non diviseur de zéro dans A. Alors il existe un entier
N tel quesin > N

1)1-T" =T1n+t
2)1- ()" = (T)n+t .

Proof. — A étant un anneau noethérien, les assertions 1) et 2) sont respec-
tivement équivalentes & 1°) p(T) est un P(I)-module de type fini et 2°) & T T™ est
neN

un P(I)-module de type fini (1.13). De plus, P(I) étant alors lui-méme un anneau
neethérien, d’apres 1.8 i), 2’) entraine 1’). On remarque aussi que P(I) a méme
anneau total de fractions que A[T]. En effet, si H € A[T] et si g est I’"élément de
I non diviseur de zéro dans A, gi¢H . H € P(I). Par suite si gg; € Tot A[T],
P — a7 B ¢ ot P(I) si m > supdeg F, deg G. Utilisant maintenant que A
est excellent, la fermeture intégrale de P(I), (qui est une A-algébre de type fini)

G(T) = gmG(T)

dans son anneau total de fractions est un P(I)-module de type fini [2] 2e partie

7.8. Ce n’est donc rien d’autre que la fermeture intégrale de P(I) dans anneau

total de fractions de A[T]. D’apres 1.7, @ T T™ en est un sous P(I)-module, il
neN

est donc lui-méme de type fini.
1.15. PROPOSITION. — Soit f un élément entier sur I. Alors vy(f) > 1.

Proof. — Soit f* +a1f* '+ ... +ap =0, vr(a;) >ii=1,...,k une
relation de dépendance intégrale de f sur I. Uy étant une fonction d’ordre :

pi(f*) =kvi(f) > inf pi(a;) +or(f*70) = inf 7r(ai) + (k=)o (f) -
Or 7r(a;) > vi(a;) > i. On en déduit que :
kni(f) > inf it (b~ i(f)
Soit ig 'indice réalisant cet inf
kvr(f) = io + (k —i0)vr(f) -

Ceci montre que 7r(f) > 1.

1.16. COROLLAIRE. — SiJ est un idéal de type finiet si J C I, vy(J) > 1.

(*) Voir [2] pour la notion d’anneau excellent. Un anneau local complet est un

anneau excellent, de méme que les anneaux locaux de la géométrie analytique.
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Proof. — En effet si z1,...,x, est un systeme de générateurs de J, on sait

que v7(J) = 1%1%” vr(x;).

1.17. Remarque. — Nous montrerons la réciproque de 1.15 si A est une
algebre analytique locale ou un anneau local complet ou le localisé d’une C-algebre
de type fini.

1.18. PROPOSITION. — Soit A un anneau local ncethérien. Si I et I sont
deux idéaux primaires pour I'idéal maximal de A ayant méme cloture intégrale, ils

ont méme multiplicité.

Proof. — Supposons d’abord I C I;. Alors d’apres 1.16, vy, (Ip) > 1.
Choisissons € > 0. Il existe N tel que sin > N

v (1) 2 n(1 — =)
Soit m le plus petit entier supérieur ou égal a n(1 — ¢)
vr,(I3) >m et I} CI™.

De la définition de la multiplicité d’un idéal primaire, on déduit immédiatement
que, désignant par e(I2) (resp.e(l1)) la multiplicité de I (resp.I;) et d la dimen-
sion de A

e(I3) = 7’Ld€([2) > mde(h) =e(I7")

et que e(Iz) m
6([1) Z (E)d '
Or n(1 —€) < m. Par suite :
Zgﬁ > (1-e)

Ceci étant vrai pour tout € > 0, e(lz) > e(I1). On obtient I'inégalité opposée en
utilisant I; C Ts.

1.19. Remarque. — Si A est une algebre analytique locale équidimensionnelle,li
D. Rees [3] a montré que réciproquement si I; et I sont des idéaux primaires
pour I’idéal maximal ayant méme multiplicité et tels que I; C Io, alors I et I

ont méme cloture intégrale.
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2. Les avatars de la cloture intégrale d’un
idéal en géométrie analytique complexe

Les anneaux qui vont nous intéresser maintenant sont les C-algebres an-
alytiques locales i.e. celles obtenues comme quotient d’un anneau de séries con-
vergentes C{z1,...,2,}. Nous nous préparons a décrire la filtration associée a la
fonction d’ordre ;. Nous emploierons systématiquement le langage géométrique.

2.1. THEOREME. — Soient X un espace analytique complexe réduit, Y un
sous-espace analytique fermé rare de X, x un point de Y. Soit Z I’idéal cohérent
de Ox définissant Y. Soit J un Ox-idéal cohérent. Soit I(resp.J) le germe de
Z(vesp. J) en z. Soit I la cléture intégrale de I dans Ox .. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) JCI

ii) o(J) > 1.
iii) Soit D le disque unité du plan complexe (D = {t € C|t| < 1}). Pour tout
germe de morphisme h : (D,0) — (X, x)

h*J - OD,O C h*I - O]D),O .
iv) Pour tout morphisme 7 : X' — X tel que 1) 7 soit propre et surjectif, 2)

X' soit un espace analytique normal, 3) T - Ox. soit un Ox,-module inversible, il
existe un ouvert U de X contenant x tel que :

j'OX’|7r*1(U) CI~OX/‘7‘.71(U) .

v) Il existe un Ox-idéal cohérent K dont le support est rare dans X tel que
sim: X — X est I'éclatement de K, il existe un ouvert U de X contenant x tel

que :
T %m0y 1 O -
vi) Soit V un voisinage de x sur lequel J et I sont engendrés par leurs
sections globales. Pour tout systéme de générateurs g1, ..., gm de T'(V,T) et tout

élément f de T'(V,J), on peut trouver un voisinage V' de x et une constante C
tels que :

fWI<C sup |gi(y)l, yeV'.

1=1,....m
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Avant de donner la démonstration de ce théoreme, nous allons énoncer et

démontrer quelques lemmes que nous aurons a utiliser.

2.1.1. LEMME. — Soit A un anneau local neethérien, I = (g1,...,gp) un
idéal # 0 de A qui est principal. Alors I est engendré par I'un des g;.

Proof. — Soit g un générateur de I. Il existe ay,...,a, et by,...,b, dans
A tels que :

gi=aigi=1....p et g= > big .
1=1,...,p

Alors :

g(l— Z aibi) =0.

=1,...,p

Il s’agit de voir que I'un des a; au moins est une unité dans A. S’il n’en était pas

ainsi 1 — > a;b; serait une unité et g serait nul.
=1,...,p
2.1.2. LEMME. — Soient A un anneau ncethérien de caractéristique 0, I

un idéal contenant au moins un élément non diviseur de zéro. Alors I admet un

systeme de générateurs formés d’éléments non diviseurs de zéro.

Proof. — Soit hy I’élément de I non diviseur de zéro et soit (hy,...,hy)
un systeme de générateurs de I. Supposons que hq, ..., hi soient non diviseurs de

zéro. Nous allons montrer que nous pouvons modifier hg41.

Considérons :
gs = hgy1 +shg, seN.

On sait qu’un anneau ncethérien possede un nombre fini d’idéaux premiers mini-
maux et qu'un élément est diviseur de zéro si et seulement s’il appartient a I'un
d’entre eux. A étant de caractéristique 0, si tous les gs, s € N, étaient diviseurs de
zéro, d’apres le principe des tiroirs, on pourrait déterminer 2 entiers s; et s et un
idéal premier minimal P tels que gs, et gs, appartiennent a P. On en déduirait
que (81 — $2)hg et donc hy, lui-méme est dans P, ce qui est impossible puisque hy,
est non diviseur de zéro. Il existe donc sg € N tel que g5, = hr+1 + Sohx est non
diviseur de zéro. On remplace hjiy1 par gs, et I’on construit ainsi par récurrence

le systeme de générateurs désiré.

2.1.3. LEMME. — Soit X un espace analytique réduit, x un point de X.
On suppose que X est normal au voisinage de x. Soit f un germe de fonction
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méromorphe, non holomorphe, au voisinage de x. Alors il existe un germe de
morphisme h : (D,0) — (X, z) ot D désigne le disque unité du plan complexe tel
que foh soit un germe de fonction méromorphe, non holomorphe, a I'origine de .

Proof. — Soit m: X — X une résolution des singularités de X. f o m est
un germe de fonction méromorphe au voisinage de 7=!(z) et il existe un point
7 € 77 Y(x) tel que f o7 ne soit pas holomorphe au voisinage de 7. En effet s’il
n’en était pas ainsi f o 7 serait bornée sur un voisinage de 7~ !(z) et 7 étant
propre, f elleeméme serait bornée au voisinage de x. X étant normal en z, f
méromorphe et bornée serait holomorphe. Nous sommes donc ramenés a montrer
2.1.3 en supposant en plus que X est non singulier au voisinage de z. L’anneau
local de X en z est alors factoriel et le germe de fonction méromorphe f considéré
a un représentant % ol p et g sont holomorphes au voisinage de = sans facteurs
irréductibles en commun, I’ensemble des zéros de ¢ contenant une hypersurface H
au voisinage de x non contenue entierement dans l’ensemble des zéros de p. On
peut alors trouver un germe de courbe irréductible (en général singulier en x) I’
tel que I' soit contenu dans H et non dans les zéros de p. La normalisation de T’
nous fournit un germe de morphisme % : (D, 0) — (X, z) tel que, identifiant Op ¢ &
C{t} anneau des séries convergentes & une variable et désignant par v la valuation
naturelle sur C{t},

v(ipoh)=a et wv(goh)=o0.
Nous allons montrer que modifiant h par des termes en t d’ordre assez grand on
peut trouver h: (D,0) — (X, z) tel que :

v(ipoh)=a et v(qgoh)=8, [>a.
En effet soit (z1,...,x,) un systéme de coordonnées sur X au voisinage de z et
posons h;(t) = z; 0 h
 p(a(®) + Y haft), . () —p<ﬁ1<t> ha(t) = ¥ R(t) o R € C{t}
sk q(hy(t) + Y ha(t), ... ha(t)) — q(Ra(t), ..., ha(t)) =tV S(t) ot S € C{t}.
Si donc N > «, on déduit de * que v(

** que v(q(hl( ) + N ho(t
ha(t) 4+t hy(t) = hq(t ) i>2.

—_
—~

(ha(t) + £V, ho(t), . Bn(t))) = et de
) > N > a. on peut donc choisir hy(t) =

Démonstration du théoréme 2.1. — 1l suffit de montrer 2.1 si J est princi-
pal. Notons f son générateur.

i) = ii) Voir proposition 1.15.
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ii) = iii) Soit ¢ : Ox,, — C{t} le morphisme associé¢ & h et soit v la
valuation naturelle sur C{t¢}. Il s’agit de voir que ¢(f) € I - C{t}. Or, il existe un
entier m > 1 tel que - C{t} = ¢™ - C{t} et il suffit en fait que :

v(p(f)) =m .
Mais 7r.cqe (cp(f)) > vr(f) > 1 d’apres la définition de 7 et on a vu que :
1 1
vy (0(F) = Zemcpy (9(f) = Eﬂtmt}(@(f)) = Ev(sﬁ(f)) :

iii) = iv) Nous utilisons ici le lemme 2.1.3. 7 étant propre, il s’agit en fait

de montrer que pour tout z’ € 7—1(x)
f . OX/@/ cl- OX/@/ .

9. ) . . . ! . 7’ 7’ 9 \
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi en z’. Soit g un générateur de I-Ox- 5. D’apres

I’hypotheése 3) g est non diviseur de zéro et g est un élément de Tot Ox/ ,» qui

n’est pas dans Ox 4.

Il existe alors un germe de morphisme A’ : (D,0) — (X', 2’) tel que, v
désignant la valuation naturelle sur C{t}, si ¢’ : Ox/ 5+ — C{t} est le morphisme
associé & b, v(¢'(f)) <v(¢'(g)) < oo.

Nous obtenons la contradiction cherchée avec le morphisme h = wo b’ :
(D,0) — (X, z).

iv) = v) Soit 7 : X' — X Déclatement normalisé de Y. Y étant rare
dans X, 7 satisfait les conditions 1), 2) et 3) de iv). Or, étant donné un espace
analytique X' réduit, il existe un idéal cohérent sur cet espace dont I’éclatement
est la normalisation de X'. De plus, le composé de 2 éclatements est un éclatement

(non canoniquement).

v) = i) K ayant un support rare, en tout point son germe contient un élément
non diviseur de zéro. Utilisant le lemme 2.1.2 et la cohérence de K on peut supposer
que U est assez petit pour que K|U soit engendré par un nombre fini de sections
globales sur U, g1, . .., g, non diviseur de zéro. On peut supposer également que U
est assez petit pour que Z|U soit engendré par ses sections globales. Alors 7= (U)
est recouvert par un nombre fini d’ouverts V; tels que :

)?|Vi ~ SpecanOXW[&,...,&,...,g—m] .
Gi 9i 9i
(On utilise ici la convention habituelle, ’élément sous le A est omis). Sur chaque
ouvert V;, f s’exprime donc polynomialement en fonction des gx/g;, k # i. K

désignant le germe en = de I, on détermine un entier n; > 1 tel que :

frgltel K" .
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Posons n= > mn;etsoit fgi' - -g¥. Si oy + -+ a, > n, il existe certaine-
1=1,....m
ment 4o tel que a;, > n;,. On peut alors écrire que :

fg?l . .ggn — fgz)m .g;io*nio H g;_lj e . Ko Kn—nio = K™ .
Jj#io
Ceci montre que :
f-K"CcI-K".

K contenant un élément de Ox , non diviseur de zéro, K™ est un Ox ;-module
de type fini fidele. D’apres 1.10, ceci suffit & assurer que f € I.

iv) < vi) Soit g1, ..., gm un systeme de générateurs de I formé d’éléments
non diviseurs de zéro. (2.1.2) 7 étant propre, on peut recouvrir 7~ !(z) par un
nombre fini d’ouverts V,, relativement compacts sur chacun desquels un des g;
engendre 7 - Ox/ (lemme 2.1.1). 7 étant surjectif, la condition vi) est satisfaite

si et seulement si sur chaque V,, % est borné. Or si g1 est le générateur
i
de 7 - Ox: sur V,, cette derniere fonction est bornée, si et seulement si ‘lgfli;"

Iest. Mais en tout point y de V,,, le germe de g; est non diviseur de zéro dans

Ox/y - gflo’; induit un élément de Tot Ox:, et X’ étant un espace normal, on

(o]

sait que ceci équivaut encore a gf1 ‘;7; appartient & Ox/, pour tout y de V,, i.e.
f . OX’|VQ eT- OX’|VQ-
2.2. COROLLAIRE. — Meémes hypotheéses qu’au théoréme 2.1. Soit k un

entier > 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
. —k
iyJcI.
i) vr(J) > k.

Proof. — C’est immédiat puisque vy (J) = £7(J).

2.3. COROLLAIRE. — Mémes hypotheéses qu’au théoreme 2.1. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

i) vr(f) = oo.

ii) f=0.

Proof. — 1l suffit de montrer que i) = ii). Or, dire que 7;(f) = oo signifie
que 77(f) > k pour tout entier k. D’apres 2.2, ceci entraine que :

—=k
f € Nrend .
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De plus, d’apres 1.14, puisque une algebre analytique locale est un anneau excellent
—k —N
il existe N tel quesi k> N, T =I*"N.T . Ceci entraine que :

fe ﬂkzN[k_N =0.

2.4. COROLLAIRE. — Meémes hypothéses qu’au théoréme 2.1. La topologie
de Ox , associée a la fonction d’ordre vy est la topologie I-adique.

Proof. — D’apres 2.2, la topologie de Ox , associée a la fonction d’ordre
v est la topologie associée a la filtration de Ox , par les idéaux T". Cette filtration
est I-bonne d’apres 1.14. Elle définit donc la topologie I-adique [1] §3.

2.5. COROLLAIRE. — Meémes hypotheses qu’au théoréme 2.1. Soit k € N.
Si vz, (f) > k, il existe un voisinage U de x dans X tel que vz, (f) > k pour tout
yeU.

Proof. — D’apres 2.2, f vérifie une relation de dépendance intégrale :
ff 4 Sa; - 0 = 0,07, (a;) > ik .

Il existe un voisinage U de = dans X tel que vz, (a;) > ik, si y € U. Ceci montre
que f, € I} et donc, toujours d’apres 2.2 que vz, (f) >k, siy € U.

2.6. THEOREME. — Soit X un espace analytique complexe réduit, Y un
sous-espace analytique fermé rare de X, T I'idéal cohérent de Ox définissant Y. 11
existe un Ox-idéal cohérent noté T tel que pour tout point y de X :

D)y =T, ={f € Oxy,71,(f) 21} .

On P'appelle la cloture intégrale de Z.

Proof. — Soit Z 'idéal de Ox dont les sections sur un ouvert quelconque
U de X sont données par :

L(UZ)={feT(UO0Ox):vg,(f) =1, VyeU}.

Il est immédiat que Z ainsi défini est un faisceau d’idéaux de Ox et que, d’apres
2.5, son germe en y est I_y Montrons que c’est un idéal cohérent. Soit 7 : X -
X léclatement normalisé de Z. On a le diagramme (dans la catégorie des Ox-
modules)

I —m(rI) — W*(IOY/>

l l
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Les fleches disposées aux 4 cotés du carré sont des injections. En effet, X est réduit
et 7 surjectif et 7, est exact & gauche. I’équivalence de i), iv) et v) dans 2.1 montre
que :

T=m(I0%)NOx .
Mais d’apres le théoreme de Grauert, 'image directe d’'un module cohérent en est
un et 'intersection de 2 sous-modules cohérents d’un module cohérent est lui-méme

un module cohérent.

2.7. COROLLAIRE. — Les hypothéses sont celles du théoreme 2.6. Soit
k € N. Il existe un Ox-idéal cohérent noté I* tel que pour tout y € X

(IF), =TF = {f € Ox, 0z, (f) > k} -

Proof. — C’est la cloture intégrale de Z*.

2.8. PROPOSITION. — Les hypothéses sont celles du théoréme 2.6. @ I"
neN

est une Ox-algébre de présentation finie. @ I" est un @ I™-module de type
neN neN
fini.

Nous allons d’abord montrer le lemme suivant dont nous aurons besoin dans
la démonstration et dans la suite :

2.8.1. LEMME. — Soit K un polycylindre. Il existe un entier N (dépendant
uniquement de K et de I) tel que sin > N, n €N

(K, 7") = (K, )"~ . T(K,ZVN) .

Proof. — 2.5 entraine immédiatement que pour tout polycylindre K,
['(K,I") = {f € I(K,Ox);vo,(f) > n,Vy € K} .

Soit K le Ox-idéal cohérent dont le support est rare dans X et dont ’éclatement
est Ox-isomorphe a ’éclatement normalisé de y dans X . Soit x un point de K et
soit fi,..., fs un systeme de générateurs de Z7. Puisque vt (fi) > 1, d’apres 2.1
(voir la partie de la démonstration v) = i), il existe p; € N tel que :

fikPi C TP KD

Soit p, = supp;

N
3

CKPe C IR
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In, K et I™ étant cohérents, il existe U, un voisinage de x tel que :
Tn . Px N Pz
Iy - Ky CIyKy VyeU, .

K étant compact est recouvert par un nombre fini d’ouverts. Désignons les
Ug,y..., Uz, et soit p= sup ps et U =
j t

=1,..

i=1,...,

Ipky CZ Ky, VyeU

autrement dit

IrUK|UP C T|U"K|U?

K étant un polycylindre, d’apres [2] lemme 1.12 (c’est une conséquence immédiate
du théoreme B)

(K, I") - T(K,K)? C T(K,I)"T'(K,K)? .

De plus, I'(K,K)? est un module fidele. En effet si a € T'(K,K) est tel que
al'(K,K) = 0, ceci entraine que pour tout = de K, a,K, = 0. Le support de
KC étant rare, KC; contient certainement un élément non diviseur de zéro de Ox ..

Ainsi a, = 0 pour tout x de K et a = 0.

d’aprés 1.9, I'(K,Z™) est donc contenu dans la cloture intégrale de T'(K, Z)™.
Réciproquement, il est facile de voir que si g € T'(K, Ox) est entier sur I'(K,Z)",
g € T'(K,Z") puisque la relation de dépendance intégrale dans T'(K, Ox)

" +Yag"t,  a; e T(K,T)™

induit pour tout x de K, une relation de dépendance intégrale de g, sur I}
donc que oz, (f) > n. Nous avons donc montré finalement que T'(K,Z") est la
cloture intégrale de T'(K,Z)™ dans I'(K, Ox). Appliquant maintenant le lemme
1.7, nous obtenons que QEBNF(K, T™)T™ est la fermeture intégrale de p(F(K, I))

dans I'(K, Ox)[T]. T'(K, Ox) étant un anneau excellent, @& T'(K,Z") est donc un
neN

p(F(K, I))—module de type fini et d’apres 1.13, il existe un entier N tel que si
n>N

F(K,I) . F(K7I)n — F(K,I)"H‘l

ou encore
I'(K,I) T(K,In) = T(K,Int1) .

Démonstration de 2.8. — Puisque @ I'(K,Z")(resp. @ T'(K,I"))
neN neN

est canoniquement isomorphe & @ T'(K,Zn)T" (resp.p(F(K,I))), le lemme
neN
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précédent & montré que ®I'(K,Z") est un @ I'(K,Z")-module de type fini. Ceci

signifie qu’il existe un entier s et un morphisme surjectif, ¢ T'(K,Z") linéaire de :
n

Ceci permet de construire un morphisme de &Z"™|K-modules
(@nI"|K)S - @nﬁlK

dont il s’agit de voir qu’il est surjectif. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit
que pour tout x € K
(EBnI;L )F — @nz_g

le soit.

Or, tensorisons () au-dessus de I'(K, Ox) par Ox .
NI @ Ox:)’ — @ (KT @ Oxa

I(K,0x) I(K,0x)
est aussi surjectif. Mais Z™ et Tr étant des O x-idéaux cohérents et K étant un

polycylindre le théoréme A nous dit justement que I'(K,Z") ® Ox,=17I"et
F(K Ox)

que (K, I") ® Ox,=1I".
I'K,0x)
®Z" est donc un @Z"-module de type fini. ®Z" étant une Ox-algebre de

type fini (en tant qu’algébre), ceci entraine & son tour que @ic™ est une Ox-
algebre de type fini. Z" est un Ox-module cohérent, @I est une Ox-algebre de
présentation finie.

Références
[I] BOURBAKI N. — Algébre commutative, chapitres 3 et 4, Hermann.
[2] FRISCH J. — Points de platitude d’un morphisme d’espaces analytiques

complexes, Inventiones 4 (1967), 118-138.
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3. Cléoture intégrale d’un idéal et éclatement normalisé

3.1. Remarque. — Soit A un anneau necethérien réduit, A sa normalisation,
I un idéal propre de A et soit j =1-A

k
T = {f € A vérifiant une relation F+ Zaifk*i =0, a;€A}.

i=1

Proof. — 1l suffit de remarquer que la fermeture intégrale de P(I) dans
A[T] est aussi celle de p(.J) dans A[T]. En effet JT = I - AT est formé d’éléments
de A[T] entiers sur P(I).

D’autre part, un calcul analogue & celui de 1.7 montre que la fermeture
intégrale de P(I) dans A[T] est @® J,T" ou J, = {f € A vérifiant une relation
neN

fE4+Saiff=1=0,a; € A, vr(a;) > i}

Mais on sait aussi (1.7) que la fermeture intégrale de p(.J) dans A[T] est
®J T

3.2. PROPOSITION. — Soit x un espace analytique complexe réduit, X la
normalisation de X, n : X — X le morphisme. Soit Y un sous-espace analytique
fermé rare de X, W son image réciproque par n. Soit Z(resp.J) I'idéal cohérent
de Ox (resp. Ox) définissant Y (resp. W).

L’éclatement normalisé de Y est X-isomorphe au morphisme composé
Projany@ﬁ X 5X
neN

ou 7 désigne le morphisme structural.

Proof. — Posons z = Projan @NW et soit p : X' ~ Projan®ZI"™ — X
I’éclatement de Y dans X. Par fonctgfialité de la formation du Projan, il existe
q:Z — X' tel que gop = mon. On sait d’apres 2.8 que ®I" est un GI"-
module de type fini. Apres la remarque 3.1 le méme raisonnement montre que
ST est un @Z"-module de type fini. De [1] exposé 19, on déduit que le morphisme
canonique Specan ®J" — Specan @Z™ est un morphisme fini et a fortiori ¢. Soit

N(X) I'ouvert des points normaux de X et soit f = CN(X)U|Y|. C’est un fermé
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analytique rare de X dont I'image réciproque F’ dans X' est également un fermé
rare et ¢ induit un isomorphisme analytique de Z — (mon)~1(F) sur X' —p~1(F).

Montrons maintenant que Z est un espace normal. Pour cela, il suffit que
Cy = Specan ®J" le soit, i.e. il suffit, que pour tout x de X, le germe en x
de ®jc" soit intégralement fermé dans son anneau total de fractions. Or posant
J=0T, A= Ox > nous avons déja remarqué (1.14) que ©J"T™ (qui est canon-
iquement isomorphe & @©J") a méme anneau total de fractions que A[T]. X x C
étant un espace normal et &J7T™ étant la fermeture intégrale de p(J) dans A[T]
est intégralement clos. D’apres [1] exposé 21, cor. 3, ¢ : Z — X' est le morphisme
de normalisation de X”.

3.3. PROPOSITION. — Soit X un espace analytique complexe réduit, Y un
sous-espace analytique fermé rare dont le support contient I’ensemble des points
non normaux de X. Soit Z l'idéal cohérent de Ox définissant Y. L’éclatement
normalisé de Y est X -isomorphe au morphisme canonique

Projan @& I — X .
neN

Proof. — Soit C le conducteur de Ox dans O«. Y contenant tous les points
non normaux de X, v/Z est contenu dans v/C. Localement sur X, il existe donc un
entier k tel que Z* C C. Soit, comme en 3.2, J l'idéal cohérent de O définissant
I'image réciproque W de Y dans X. Localement sur X, d’apres 2.9, il existe un
entier N tel quesin> N, 7% = J" " NJN. Sidoncn > N+k Jr cC- g N-Fk.
ﬁ cOxnNJgr=71In d’apres 3.1.

Or (3.2), Projan@®J" est isomorphe & I’éclatement normalisé de Y et on
sait que pour tout entier d, Projan @ J" (resp. Projan @ Z") est canoniquement
neN neN

isomorphe & Projan & J" (resp.Projan & W) De plus, le terme de degré 0
neN neN
dans les sommes directes est inessentiel (cf. 0.2).

On prendra garde que Specan @ Z" peut ne pas étre un espace normal
neN

comme le montre 'exemple suivant : soit X le cusp. Son anneau local est C{t2,#3}.

Soit I I'idéal maximal. On vérifie que I" = {Ya;t* € C{t},a; = 0,i < 2n} sin > 1.

Soit ¢ : C{t?,#3}[U, V] — @ I™ le morphisme gradué qui envoie U de degré 1 sur
neN

t2 € T et V de degré 1 sur t3. ¢ est surjectif. En effet, on remarque que 1" = I".
11 suffit donc que la composante homogene de degré 1 de ¢ soit surjective. Or t2
est Pimage de U, t3 celle de V, t*™ est Pimage de t2(»~DU, $>*+1 est I'image de

t2(n=DV . D’autre part ker p = (t3U — t?V) et ®I" n’est donc pas normal puisque
t="Y

7 est un élément de son corps des fractions entier et ne lui appartenant pas.
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3.4. PROPOSITION. — Les notations et hypothéses sont celles de 3.3. Pour
que Déclatement X’ de Y soit un espace analytique normal, il faut et il suffit que
localement sur X, il existe un entier N tel que sin > N, I" = I".

Proof. — Supposons X’ normal. D’apres 2.9, pour tout z € X, il existe un
voisinage U de z dans X et un entier N tel que :

3.41. — In*tN|U =7"|U -IN|U, neN.

D’autre part, ’éclatement de 7%V étant canoniquement isomorphe & celui
de 7 est également un espace analytique normal et d’apres 2.1 iv) et v) quitte &
restreindre U, on détermine un entier k tel que :

3.4.2. — IN|U-INFU = ZVGFHY|U,

En effet, on peut choisir pour K et Z, IV, et pour J, N ; dans la
démonstration de v — i) on avait montré que localement il existe k € N tel que
JKF c ZK*. Remplacons n par Nk dans 3.4.1 ; nous obtenons :

INGD | U = VMU - IV |U .
Comparant avec 3.4.2, il vient :
ING+D |y = NG|y
Soit M = N(k + 1), il suffit pour conclure de remarquer que si s > M
Ts|\U =7 MU - IM|U .

Réciproquement, on sait que pour tout entier d, ’éclatement de Z est isomorphe
4 Projan@®I™® et d’apres 3.3 que l’éclatement normalisé de Z est isomorphe &
n

Projan @Z" donc aussi & Projan @I,

3.5. Remarque. — Les notations et hypotheses sont celles de 3.4. Si I’éclate-
ment de 7 est un espace analytique normal, pour tout z de X, il existe un entier
N, tel que pour tout f € Ox , tel que vz, (f) > Ny, vz, (f) est la partie entiere
de vz, (f). En particulier, la suite k — vz, (f¥)/k est stationnaire & partir d'un
certain cran (dépendant de x pour tout f).

3.6. Avis. — Nous recherchons un contre-exemple a la proposition 3.4 avec
N = 1. (X non réduit s’abstenir).
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4. U et éclatement normalisé

4.0. — Dans ce paragraphe nous allons montrer comment 1’on peut cal-
culer 7 apres éclatement normalisé, et en déduire d’importants résultats de fini-
tude, notamment la rationalité de U, et le fait que les algebres graduées associées
a la “filtration par le 7” sont de présentation finie.

4.1. Calcul de v dans 1’éclatement normalisé.

4.1.1. — Soient X un espace analytique complexe réduit et Z un O x-idéal
cohérent tel que sup Ox /Z soit rare dans X.

Soient mp : X} — X Déclatement de X défini par Z, et 7 : X' — X
I’éclatement normalisé de X défini par Z, défini comme morphisme composé 7 :
x4 X} T X ou n désigne la normalisation de X{. On remarquera que, puisque
X est réduit et sup Ox /7T rare dans X, X{ est réduit et donc la normalisation a

un sens.

4.1.2. — Ainsi, 7 - Ox est un idéal inversible dans I’espace normal X',
et pour tout ouvert U C X on peut définir un ensemble de fonctions d’ordre sur
Panneau I'(U, Ox ) comme suit :

Considérons les composantes irréductibles (Dg)acaw) de DU ( =Dn
Y (U )), ot D est le diviseur exceptionnel de 7, i.e. le diviseur de X’ défini par
Z-0Ox.

Puisque X|U( = 7~ (U)) est normal, pour chaque o € A(U), il existe
un ouvert analytique dense V,, de D, tel que, pour tout point #' € Vg, X' et
D,oq soient lisses en z’. On peut alors choisir un systéme de coordonnées locales
(u,t1,...,tm) pour X’ en 2’ tel que :

i) Ox/,ml z(C{u,tl,...,tm}
i) Toxr o = (u) - C{u,t1,...,tm}, ol e € N.

4.1.3. — Considérons maintenant f € I'(U, Ox), et le sous-espace Z; de
X'|U défini par l'idéal f - Ox/y(= fom|U). Puisque D est un diviseur de X'|U,
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et que X'|U étant normal, d’apres le “hauptidealsatz”, si f - Ox/ |y ne s’annule
pas identiquement au voisinage d’un point ' € X'|U, toutes les composantes
irréductibles de Z¢ sont de codimension pure 1 en ce point, nous pouvons trouver
un ouvert analytique U, C V,, tel que, en tout point 2’ € U, nous ayons :

”’)f : f ' OX/,I/ = (Uma‘) 'C{u,tl,.. -7tm}
ou :

Mo € N si | D, coincide ensemblistement avec une composante irréductible
de Zf.

Me =0 si dim(Dy N Zf) < dim D,

et 'on pose : my = +00 si f, s’annule identiquement au voisinage d’un point
de V,, c’est-a-dire en fait si D, est contenu dans une composante irréductible de
X'|U qui est contenue dans Z;.

4.1.4. — Puisque D,, est irréductible, U, est connexe, et puisque les en-
tiers my, et e, que nous venons de définir sont clairement localement constants sur

U, ils sont en fait indépendants du choix de z’ € U,.

4.1.5. Remarque. — Pour tout a € A(U), I'application v, : I'(U,Ox) —
NU {400} définie par v, (f) = m, satisfait :

01) vo(f + g) > min (va(f)vva(g))
02) va(f - g) = va(f) +va(g)
Vo est donc une fonction d’ordre.

On définit comme d’habitude v, (I) par un idéal I de I'(U, Ox) par v, (I) =
inf vy (f), et I’ lors :
inf v (f), et on a alors

ea = 0o (0(U,T)) .

4.1.6. THEOREME. — Soient X un espace analytique complexe réduit, T
un Ox-idéal cohérent tel que sup Ox /T soit rare dans X, et K un sous-ensemble
compact de X.

Il existe un voisinage ouvert U de K dans X tel que :

1) L’ensemble A(U) des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel
de Péclatement normalisé 7|U : X'|U — X|U de T est fini.
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2) Pour tout f € T'(K,Ox), il existe un voisinage ouvert U de K dans X
contenu dans U et un prolongement f de f a U tel que :

o valf)
a€AU) va(ZIU)
(Notations de 4.1.5 : vo (Z|U) = vq (F((j, 7)) ot l'on a posé par définition : 7 (f) =
inf 72(f).

Avant la démonstration, donnons le

() =

4.1.7. COROLLAIRE. — Il existe un entier ¢ = q(K,y), que nous ap-
pellerons “dénominateur universel” tel que pour tout ouvert V contenant K, et
tout f € T'(V,Ox), on ait

7R (f) € %NU{—FOO}.

En particulier, 75 (f), sil est fini, est un nombre rationnel. (On peut prendre
pour ¢ le p.p.c.m. des v, (Z|U)).

La démonstration du théoréme 4.1.6 repose sur la proposition suivante.

4.1.8. PROPOSITION. — Soient X un espace analytique normal, dénom-
brable & 'infini, T un Ox-idéal inversible et f € T'(X, Ox). Notons D le diviseur de

Cartier défini parZ et D = |J D, sa décomposition en composantes irréductibles.
acA
Une condition nécessaire et suffisante pour que f, € I, pour tout x € X est que

pour tout « € A, il existe un point xz, € D, tel que fy, € I,,,.

Proof. — La condition est évidemment nécessaire, montrons qu’elle est
suffisante. Notons ¢ € T'(X, M x) la fonction méromorphe Z~!- f. Nous appellerons
sous-espace-polaire de ¢, le sous-espace analytique fermé P, de X associé a 'idéal
cohérent de Ox, P, défini par

T'(U,P,) = {h € T(U,0x) : h- (p|U) € T(U,Ox) .

Il est clair que P, C D et que f, € Z, si et seulement si z ¢ P,. Le germe en
tout point x € X de P, est soit vide, soit de codimension 1. (Il contient une
composante irréductible de codimension 1). En effet, écrivons la décomposition
primaire de P, , dans Ox

P«p,z:le"'ﬁQk .

Supposons qu’aucun des /@; ne soit de hauteur 1. Alors, pour tout idéal premier
P de hauteur 1, il existe h € p, o tel que h ¢ P. Sinon P, , C P et puisque P
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est de hauteur 1, il doit coincider avec 1/@); pour au moins un ¢ = 1---k. Donc
hoy € Ox gz et v, € (Ox ,)p. Ox, étant normal, d’apres le critere de Serre, ceci
entraine que ¢, € Ox , que 1 € P, , = 0.

Puisque P, C D et que tout a € A, zo ¢ P,, P, = (sinon il coinciderait
avec une composante de D) et f, € Z, pour tout z € X.

4.1.8.1. Démonstration du théoréme (4.1.6). — Soit 7 : X' — X Déclate-
ment normalisé de Z dans X, comme au 4.1.1. 7 est un morphisme propre, puisque
composé de deux morphismes propres, et donc tout compact K de X possede un
voisinage U tel que :

i) D|U n’ait qu’un nombre fini de composantes irréductibles (o D est le
diviseur exceptionnel de 7, défini par Z - Ox/, et D|U signifie D N7~ 1(U)).

i) Pour tout voisinage ouvert U C U de K, 7~(U) rencontre toutes les com-
posantes irréductibles de D|U. Si l'on préfere, toutes les composantes irréductibles
de D|U rencontrent 7~ !(K).

En effet, 771 (K) est compact, et par la finitude locale du nombre des com-
posantes irréductibles d’un espace analytique, possede un voisinage V tel que
DNV n’ait qu’un nombre fini de composantes irréductibles, qui rencontrent toutes
7 1(K). m étant propre, on peut choisir V de la forme 7=1(U) avec U C X voisi-
nage de K.

Supposons maintenant inlf( vz, (f) > %, nombre rationnel. Nous savons
e
grace a (2.2 et 2.5) que vz, (f) > § équivaut a Dexistence d’un voisinage ouvert
U, de x dans X tel que pour tout x; € U, on ait :

f1-Oxg, €IP-Oxp, -

Ainsi, si nous posons U = ( |J U,)NU, (qui est un voisinage de K dans U), nous
zeK

avons, en tout point ' € 7~ (U)

F1-Oxra €T - Oxo

et donc
q- Uoz(flﬁ) >p- 'Ua(Ilﬁ)
et donc 7
. Va
B = >
Ceci nous montre que
int 221D S e 5 gy

a€A(D) Vo (ZIU) — @€k
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Or, supposons que cette inégalité soit stricte ; nous pouvons choisir un rationnel
,

L. et un point g € K tels que

q/

17 /
inf MU > 11/ > DImU(f) > inf vz (f) .
acA(D) va(ZIU) 4 vek
Mais d’apres la proposition 4.1.8, inf U“(f‘gi > Z—: indique qu’en tout point z €

aeA(ﬁ) va (Z|U
K, f1Ox., € IV - Ox.,, et donc d’apres (2.2) iz, (f) > 5—:, d’otr la contradiction
cherchée.

4.2. Définition des Zr/q.

4.2.1. DEFINITION. — Soient X un espace analytique complexe réduit, T
un Ox-idéal cohérent tel que sup Ox /T soit rare. Pour tout ouvert U C X on
définit :

7Y T(U,0x) — R
par

vz (f) = inf (71,(f)) -

4.2.2. DEFINITION hypothéses et notations de 4.2.1). — Soit v € R,.
Considérons le faisceau :

Ur— {fel(U0x)/v7(f) > v} .

Puisque clairement si U’ ¢ U, 74" (f|U") > 7Y (f), ce faisceau est un idéal de Ox,
que nous noterons I, et dont le germe en x € X est (Z"), = {f € Ox./vz,(f) >
v} et plus généralement, pour tout compact K, ’anneau des sections sur K est

I'(K,Z) = {f e T(K,0x),75 (f) > v} .

4.2.3. PROPOSITION hypotheses et notations de 4.2.1). — Pour tout nom-
bre rationnel £, IP/4 est un idéal cohérent de Ox

Proof. — 1lere étape. Vérifier le résultat quand X est normal et Z inversible.

Soit X = |J Vi un recouvrement ouvert tel que pour tout k,
K

IV = ok - Oxv ok € I'(Vi, Ox) -

Considérons, pour chaque k, le morphisme 7, : V)Y — Vj, défini comme

;Y9 M Wi N . . .
composé VI = VI =%V, olt n est la normalisation, et wy, le morphisme structural

34



Specany, By — Vi, ou By désigne la Oy, -algebre finie Oy, [T]/(T% — ¢i). Nous
Vi k k

disposons de I'idéal inversible Jj, sur V! engendré par (ton)Owz, out € T'(V)7, Oya)

q
Vk

est I'image de T'.
4.2.3.1. LEMME. — Z?/| V=~ (J{)NOx|Vj, (intersection dans 7y O57).
k

Proof. — Soient U un ouvert de Vi, et f € I'(U, Ox). Supposons 7Y (f) >
%. Alors, puisque Z est supposé inversible, et que X est normal, d’apres 2.1 7 -

Ox v € IPOx y et a fortiori f4- O € I? - O

ViU A

Mais par définition de Ji, (ZP|U)O =Jp1-0 La restriction a U

Vil v (
dans V; signifie bien stir & 7, ' (U)). Et puisque V;{ est normal et J, inversible, on
peut déduire du fait que f7 € JP? que f € J ; en effet (J, 7 - )7 C Ov_,j ce qui,
puisque V_kq est normal, implique J, - f C Oy, donc f € Jy.
Ainsi, nous venons de vérifier que :
_ p
7Y (f) > P = f e DU, m~JE N Oy,)

c’est-a-dire encore :

Ip/q|U - (Wk*Jlf NOy)|U .

Montrons l'inclusion inverse. Soit f € I'(U, i+ J;, N Oy, ) il vient, par définition de
I’image directe :

— . __ P H__
fome=1f-Opmy € JL-Opmy, .

d’ou

9. 00— D H—
f OV:‘U - (pk kaqu

et donc, d’apres 2.1 iv), puisque V_kq est normal, que 7 est surjectif, pour tout
€U, f1-Oxy €I Ox,g, done D3(f) > Loet f € I'(U,Z?/7). QED pour le

lemme.

4.2.3.2. COROLLAIRE. — Si T est un idéal inversible d’un espace normal
X, tel que sup Ox /T soit rare dans X, TP/ est un Ox-idéal cohérent, pour tout

rationnel positif % )

En effet, 7, est propre, et J; un idéal cohérent pour tout p. Donc d’apres
le théoreme de Grauert, son image directe 7+ JP est cohérente, et son intersection
dans le Oy, -module cohérent 7y« OV_kq avec Oy, est encore un module cohérent, et
donc un idéal cohérent de Oy .
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4.2.4. Remarque. — ZIP/4 n’est pas en général inversible, comme le montre
I'exemple suivant : soit X le cone quadratique défini dans C? par &n = 22 et soit
7 l'idéal engendré par &. Z1/2 est engendré par € et z.

2e étape de la démonstration de 4.2.2 :
4.2.5. LEMME. — Soient X un espace analytique complexe réduit, Z un

Ox-idéal cohérent définissant un sous-espace rare dans X. Soit m : X' — X
I’éclatement normalisé de T (4.1.0). On a :

/1 = 7, (L - Ox)PlaNOx .

Proof. — Soient U un ouvert de X, et f € T'(U, M). Pour tout z € U,
vE(f) > %, ie. g, (f - Oxz) > %, ce qui d’aprés (2.1) entraine que pour tout
¥ € n7Y(U), f9-Ox/p € IP - Oxs 4, d'OU : D%foxl(f - Ox:) > % pour tout
2’ € 7~ 1(U). Donc

[ Oxnu C(Z-Oxu)P/,

ce qui montre

T71 C 7.(Z - Ox P77 1 Ox.
Réciproquement si f € I'(U, Ox) est tel que f - Ox/y C W, on a (2.1)
[ Oxu € (T Oxu)? = (T Oxu)?

puisque Z - Ox/ est un idéal inversible d’un espace normal. Donc
4 Oxnp CIP - Oxnu

ce qui, toujours d’apres (2.1), signifie que pour tout x € U
J9 Ox. Cﬁ'OX,w )

ie. UZ(f) > %, Ve € U et donc f € F(U,m). QED pour le lemme.

4.2.6. COROLLAIRE. — SoientX un espace analytique réduit, 7

un Ox-idéal cohérent définissant un sous-espace rare dans X. IP/4 est

un Ox-idéal cohérent, dont le germe (IP/%), en un point v € X est
IV = {f € Ox. /71, (f) 2 p/a}-

Proof. — D’apres 4.2.4.2, (Z - Ox/)P/9 est un Ox/-idéal cohérent ; puisque
7 : X' — X, éclatement normalisé de Z, est propre, m.(Z - Ox/)P/? est un sous-

Ox-module cohérent du Ox-module cohérent m,Ox, donc ZP/4, intersection de
deux sous-O x-modules cohérents d’'un Ox-module cohérent, est cohérent.
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4.3. L’algébre graduée p/a @.

4.3.0. DEFINITION. — Soient X un espace analytique complexe réduit,
Z un Ox-idéal cohérent et ¢ € N. On appelle algébre des %—puissances de T la
Ox-algébre

ﬁl/q(z) = @Ip/q TP/ C Ox [TV

p=0

ott Ox [T'/9] désigne la Ox-algebre Ox [T, U]/(T — UY).

4.3.1. PROPOSITION. — Pour tout ¢ € N, ?1/(1(1) est une Ox-algébre
graduée de présentation finie.

Proof. — D’apres ([1] ch. I, 1.4) puisque Z?/7 est un Ox-idéal cohérent, il
suffit de vérifier que ?1/(1(1) est une Ox-algebre de type fini.

4.3.2. LEMME. — ﬁl/q(l) est la fermeture intégrale dans Ox[T"/9] de
P(T) = E_:OI"T" C Ox[T) C Ox[T1)].

Proof. — Nous savons grace a ([3] ch. VII §2; ou Bourbaki, Alg. Comm.,
ch. 5-6, page 30) que la fermeture intégrale P(Z) de P(Z) dans Ox[T"/9] est une
sous-Ox-algebre graduée de Ox [Tl/ ?]. Nous pouvons donc nous restreindre au
calcul des éléments homogenes.

Nous allons voir que le lemme 4.3.2 résulte de :

4.3.3. PROPOSITION. — Soient O une algébre analytique, I un idéal de O,
f € O non inversible, et d €]0,+0o0]. Les conditions suivantes sont équivalentes :

Doi(f)=d
2) Il existe une relation de dépendance intégrale
Ftraff 4+ 4a=0
avec a; € O tels que vy(a;) > id.

En fait, nous n’avons besoin ici que du cas particulier ou d = %, que nous
allons montrer directement, et qui d’ailleurs, apres 4.1.7 suffit pour montrer le cas
général. Une autre démonstration, n’utilisant pas 4.1.2, est donnée en appendice.
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Supposons donc 7r(f) > %, c’est-a-dire 7;(f9) > p on a, grace & (2.1) :

f9 € I, c’est-a-dire que nous disposons d’une relation de dépendance intégrale :

k
%+ Zaifq(k*i) =0 ou a; €I”

i=1
mais cette relation peut aussi se lire comme relation de dépendance intégrale pour

f

qk
PPN ap I verifiant vr(ag) > 57

i=q q
Réciproquement, supposons que f satisfasse
(E) frraff 4+ +a=0 avec V[(aj)2j~£.

q

Pour tout morphisme O % C{t}
((B)) P(N) + ela)e(N) ™+ 4 pla) =0

et
o(p(ag)) 2 5 v (D)

ou v désigne la valuation ¢-adique. Nous allons en déduire que
o(e () = Co(e(D)
Pour cela remarquons d’abord que
o (1) - plag) 2 (€= o) + 5 v (eD)

puisque v(p(a;)) > j%v(go([)). Donc si nous avions

nous en déduirions

v(gp(f)efj ~p(az)) > L-v(e(f)) pourtout 1<j</

et d’apres la relation de dépendance intégrale p(FE) :

C-o(e(f)) = min v(e(f) 7 @(a;)) > L-v(p(f))

<<
et donc une contradiction.

Ceci montre que pour tout morphisme ¢ : O — C{t}, nous avons v(p(f)) >
%’U( (1)), i.e. v(e(f1)) = v(p(I?)) et d’apres (2.1), ceci implique f? € I? dans
O, c’est-a-dire vy (f) > %.
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4.3.5. — Démontrons maintenant 4.3.2.

11 suffit de montrer que pour tout € X, le germe ﬁl/q(I)m enz de P ()
est la fermeture intégrale dans Ox [T/ de P(I), C Ox.[T] et comme nous
avons vu, il suffit de montrer qu'un élément homogene de Ox ,[T'/9] est entier sur
P(Z), si et seulement s’il appartient a ?Uq(I)I.

Soit donc f - TP/4 € Ox ,[T'9], entier sur P(Z),, c'est-a-dire satisfaisant
une équation :

(f -TP/O* £ Ay (f - TP/ 4 4 A =0 A€ P(D),
dans (’)X’m[Tl/q]. Par homogénéité, nous pouvons supposer A; = B; - T avec
. . kp
B € T8V et a(i) = ‘£, et égaler a zéro le coefficient de 7"« donne :
FErBifF b By =0 avec v, (B;)>iL

q
ce qui entraine, d’apres 4.3.3 :

fem®, done f-1V1e (P (1), =PV"(1,).

—(1/'1)(

Réciproquement, supposons f - TP/4 € P T.), c’est-a-dire f € 78/ ou encore

fie 72, écrivons une relation de dépendance intégrale :

(fO*+ B (fO)* ' +.. .+ By =0 avec B;cIP".
Apres multiplication par TP, on peut réécrire ceci :

(f Tp/q>kq + BiT?(f - Tp/q)(kfl)q 4+ B, TPF =0

ce qui montre bien que f - TP/9 est entier sur P(Z,), et achéve la démonstration
de 4.3.2.

Remarque. — FEn fait 4.3.2 et 4.3.3 sont des énoncés équivalents. Le méme
argument que celui développé en 2.8 montre que P (Z) est un P(Z)-module de
type fini donc une O x-algebre de type fini, ce qui acheéve la démonstration de 4.3.1.

4.3.6. COROLLAIRE. — Soient X un espace analytique complexe réduit,
et 7 un Ox-idéal cohérent dont le support est rare dans X. Tout point x € X
posséde un voisinage ouvert U tel qu’il existe un entier N = N(U) tel que :

(Z|U)Y* - (Z|U)P/a = (Z|U)w/D+k  dés que PN,
q

4.3.7. COROLLAIRE. — Dans la situation de 4.3, pour tout entier q €
N — {0}, Ia Ox-algébre graduée définie par

g;/q(’)x = GBIP/(J/IPT+1
p=0
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est une Ox /I-algébre graduée de présentation finie.

Proof. — Tout d’abord, il résulte immédiatement du fait que vz (f - ¢) >

vz, (f) + vz, (q) que Z-ZP/a C I"% et donc que @é/qox est en fait une Ox /Z-
algebre graduée. De plus, ceci nous donne un homomorphisme surjectif de Ox /Z-

algebre graduées :

PYa(T)R) Ox /T — g/ ‘Ox — 0
Ox

ce qui entraine que ﬁy Ox est une Oy /I-algebre graduée de type fini, d’apres
4.3.1, et donc est de présentation finie d’apreés ([1] ch. I, 1.4) puisque chacune de
ses composantes homogenes est un Ox /Z-module cohérent, comme quotient du
Ox /Z-module cohérent Zr/4 (;@ Ox/T.

X

4.4.0. — Nous allons maintenant utiliser 'existence du “dénominateur
universel” de 4.1.2 pour montrer que localement, toutes les algebres graduées que
I’on a envie d’associer a la filtration par le 7 sont du type étudié ci-dessus.

4.4.1. PROPOSITION. — Soient X un espace analytique réduit, et Z
un Ox-idéal cohérent. Considérons, pour tout nombre réel v € RT le faisceau
T¥(resp.I¥t) associé au préfaisceau

U {f eI(U,0x)/v{ () > v}
(resp.U — {f € I(U,Ox /7L (f) > v})
et la Ox /Z-algébre graduée (par Ry = {v € R,v > 0})

m,0x — @) /777 .
vERy

Y

)
)

Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert U de = dans X et un entier q tels
que I'injection canonique ﬁyq(?xw — gr;Ox|U soit un isomorphisme.

Proof. — D’apres 4.1.1, il existe un voisinage U de x € X et un entier ¢
tel que Vo' € U, vz, (f) € %N pour tout f € Ox 4. En effet, il suffit de choisir U
assez petit pour que toutes les composantes irréductibles du diviseur exceptionnel
D de I'éclatement normalisé 7 : X’ — X de Z qui rencontrent 7~ !(U) rencontrent
7~ 1(z), et de prendre pour ¢ le p.p.c.m. de {e,,a € A(U)}.

4.4.2. COROLLAIRE. — gr;Ox est une Ox /Z-algébre graduée de présen-
tation finie.
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En effet, étre de présentation finie est une condition locale, par définition,
et @;/q(’)x est de présentation finie d’apres 4.3.5.

4.4.3. Remarque. — gr;Ox étant en fait réduite, elle est de fagon naturelle
une (’)X/\/f—alg‘ebre, et de présentation finie en tant que telle, d’apres 4.3.8.
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Appendice au §4

Démonstration de 4.3.3 en général, et une autre démonstration de la ratio-
nalité de 7y (f) au moyen de la théorie des installations.

A 1. — Rappelons brievement qu’on appelle installation la donnée d’un
espace analytique complexe Z, de sous-espaces X et W de Z et d’une rétraction
r: Z — W, et que I'on note un tel objet A = (X,Z,W,r). La catégorie des
installations est le cadre naturel de construction de polygones de Newton, comme
suit : si Y est un sous-espace analytique fermé de X NW, pour tout d € R, U{o0},
on peut associer & A son cone normal anisotrope de long de Y, de tropisme d, qui
est noté C4 v et, dans le cas ol 7 est une rétraction lisse a fibre isomorphe a Ct,
cas oll nous nous placerons désormais, est canoniquement le sous-cone de Cyyy )>;
[Czw V>I</ Y] défini par I'idéal iny (A , A ,d) de gry Ow|[Z1,. .., Z;] engendré par

les éléments iny (g, d) lorsque g parcourt I'idéal J définissant X dans Z éléments
ainsi définis dans :

Oza~0{z},g= Z Ga2® ;

a€eN?

dans ce méme anneau, soit I(d,u) l'idéal engendré par les hz® tels que a +
vy (h)/d > p et soit vy (g,d) = sup{u,g € I(d,n)}

On a alors le

THEOREME [1], [2]. — Etant donné z € Y € W N X, il existe une suite
finie de nombres rationnels 0 < d; < -+ < dg < oo telle que 'on ait :

1) Pour tout i, 1 < i < s+ 1, le germe de C% .y en x est indépendant de
d €]d;—1,d;[. Notons Ca 1y (i) ce germe.

2) Les Ca v (i) sont tous distincts.
Les d; sont appelés tropismes critiques de I'installation A le long de'Y en x.
De plus, si nous considérons 'installation :

(ch v:Cwy x [Czw x Y],Cw,y, P1)

il existe ¢ > 0 tel que le germe en x du cone normal anisotrope le long de Y, de
tropisme 0, de cette installation s’identifie canoniquement au germe en = de C’i Y
pour 0 € [d—¢,d].
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A 2. — Reprenons maintenant notre algebre analytique O, correspondant
a un germe d’espace analytique (W, x), notre idéal I définissant un sous-espace
Y C W que nous pouvons supposer fermé, et f € O, que nous pouvons considérer
comme f € I'(W, Oy ). Considérons 'espace Z = (W x C,z x {0}) et identifions
(W,z) & (W x {0},z x {0}) C Z. Quitte & rétrécir Z, nous pouvons supposer que
lidéal (z — f)Ozax{oy (o1l z est la coordonnée sur (C,0) définit le germe dun
sous-espace analytique fermé X C Z et quitte a élever f a une puissance assez
grande nous pouvons supposer que f € I(Y C X), et considérer I'installation
A (f)y=A =(X,Z,W,Pr1) ot Pry est la premiére projection W x C — W

i(W) =W x {0}.

A 3. — Nous sommes maintenant en position pour démontrer 4.3.3,c’est-
a-dire I’équivalence, pour un d €]0, +00] des assertions :

1) vr(f) > d.

2) 1l existe une relation de dépendance intégrale

frrarf 4+ +a,=0 avec vi(a;) > d-i

A.3.1.

1) = 2). Le point crucial est que par définition de 7, pour tout & > 0
(resp. pour tout A si d = 400) il existe un kg tel que si k > ko, %fk) >d—c¢
(resp. %fk) > A) ce qui signifie que dans notre installation A = A (f) puisque
2P fF=(z— )P+ 22 f ... 4 1) € J idéal définissant X dans Z, par
définition des cones normaux anisotropes le long de Y, (en écrivant 0 pour x x 0
et z pour iny ((z),A ,d — €)) nous avons

2F einy (A, A ,d—¢e) Cgr; Owylz]
(iny(A A ,dfs)) est I'idéal définissant C’Z_ﬁ, dans Cx y xC = Cx y X [Czw V>;
Y]. Ainsi, il doit exister g € (z — f)Ow{z} = J tel que
iny (iny (g, A ,d)) = 2" (resp. avec d = +00)

ou N est l'idéal de gr; O ;[z] engendré par 3 gri O , (ot O , = O). Nous
i=1

pouvons écrire un tel élément g sous la forme :

g=(bo+biz+- +bp1z" ) (z - f)
:beer(bo*blf)ZﬁL"'Jr(bkfl*bkf)ZkJr"'
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et le fait que iny (iny (g, A ,d)) = z* impose :
bg—1 —br- f=1mod [
vi(bi1 —b;i- f) > (k—1)d i=1,...,k—1
vi(bo - f) > k-d
La premiere relation implique que by_; est inversible. Nous pouvons donc rem-

placer g par b,;_ll - g sans changer la forme initiale, et donc supposer by = 1.

Définissons maintenant des a; € O par :
bp—2=[f+a

bi—1=0b; f+ar_;

bo =b1f +ar_1
bof = —ay,
avec vr(a1) > d, vi(ap—;) > (k—i)d, 0 <i <k — 1.
Nous avons donc :
bo=f""Haff?+ +ar
et donc
ffraffte . 4ar=0 avec wvr(a;)>id

ce qui acheve de prouver 1) = 2).

A.3.2.

Pour montrer que 2) = 1), souvenons-nous qu’en 4.3.3, nous I’avons montré
que tout d rationnel. Si donc nous avons une relation
frrarf 4+ +a,=0 avec vi(a;) > id

pour tout rationnel § < d, nous avons vr(f) > %, ce qui montre bien 7;(f) > d.

A.3.3.
COROLLAIRE. — 7r(f) = +o0 <= Jk- fF =0.
A 4. THEOREME. — y(f) est le plus grand tropisme d; critique de

linstallation A (f) tel que le céne normal anisotrope C’Zi o € Cwy x C ne
contienne pas Y x C (Y étant vu comme section nulle du céne relatif Cyyy — Y).
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Posons d = 77 (f).

Si d n’était pas tropisme critique, il existerait e > 0 tel que iny (A , A ,0)
germe en z de 'idéal définissant C% y dans Cw,y x C ne dépende pas de d €
[d — e,d 4 €]. Le méme raisonnement qu’en A.3.1 permettrait de construire g €

(z — f)O{z} tel que
2F =in(g,d+¢)

et une relation de dépendance intégrale
fFraf+-a,=0
avec vy(a;) > i(d+¢e).
D’apres A.3.1, on aurait 77(f) > d+e. v7(f) est donc un tropisme critique.

Montrons maintenant que Y x C 5 C4 et que Y x C — C%  sid > d.
En effet, on a une relation de dépendance intégrale :

ffFraff v ta, =0 vi(a) >id
soit
g=CF =M ra - Y ai (2 - f) .
Ona:
ge(z—f)0{z} et vy(g,d)=k
iny (g,d) = 2* +ina 2" - +inap ¢ Pary Wie] .

i>1

Si par contre pour un § > d, on avait Y x C & C% - (i.e.)

iny (A 7é ,0) F> @gr@ Wlz]

i>1

il existerait g € (z — f)O{z} tel que

iny (g,0) ¢ @ gry Wlz]

et on aurait avec N = & gri. W|z]
i>1

2F =iny (in(g, )
donc comme en A.3.1, 77 (f) > d.

A.4.1.

COROLLAIRE. — 77(f) € QU {o0}.
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5. U et arcs analytiques

5.0. — Les résultats de ce paragraphe ont pour but de justifier le calcul
de 7, dans certains cas, par restriction a des arcs “suffisamment généraux”, et de

préciser les limites de cette méthode.

5.1. DEFINITION. — Soit X un espace analytique complexe. On appelle
arc analytique sur X centré en un point x € X un germe de morphisme h :
(D,0) — (X,z) ou D = {t € C, |t| < 1}. On notera Ax , I'ensemble des arcs non
triviaux centrés en x, c’est-a-dire des arcs tels que Im(h) # {x}, ou encore tels que
le morphisme h* : Ox , — Opg ne soit pas nul. [Un arc analytique centré dans
un sous-espace Y C X, i.e. tel que h(0) € Y, sera noté h : (D,0) — (X,Y)]. Si
h € Ax s, puisque Opg est un anneau de valuation discréte, on peut associer a
f € T'(X,0x) lentier v(f oh) € Z4 ou foh = h*(f-Opyo). De méme on peut
définir v(Z o h) pour un idéal T de Ox par v(Zoh) =v(h*(Z-Ox,)), v désignant
toujours la valuation naturelle de Op o (i.e. 'ordre en t, si Op g = C{t}).

5.2. THEOREME. — Soient X un espace analytique complexe, T un Ox-
idéal cohérent, et x € X.

Pour tout f € T'(X,0x), on a :

Proof. — 5.2.1. Apreés 4.1.2.1, nous pouvons écrire : 7(f) = £ (p,q, en-
tiers) et, apres 1.2 :
f1Oxy €IP-Ox,

et le critere valuatif de dépendance intégrale implique :

v(floh) >v(ZPoh), Vhe Ax,

d’ou :

et :



Pour achever la preuve de 5.2, raisonnons par ’absurde et supposons l'inégalité
ci-dessus stricte : soit % un rationnel tel que
/
_ P . v(foh)
()< =< inf {—=1,
(/) q¢ T heAx. v(Zo h)}

et donc tel que v(f9 o h) > v(ZP oh), Vh € Ax...
Le critere valuatif de dépendance intégrale fournit :
fq/ : OX,z € v OX,I

et [2.1] nous donne alors :

et la contradiction cherchée.

5.3. — Commentaires géométriques sur 5.2 : apres la construction faite
au paragraphe précédent, il n’est pas difficile d’'imaginer un cas olt nous saurons
construire un arc donnant exactement le minimum. Reprenons les notations de
4.1.0, et supposons que le minimum du théoreme 4.1.1, soit atteint sur une com-
posante D, du diviseur exceptionnel D de ’éclatement normalisé 7 : X’ — X de
T, telle que 7! (x) rencontre 'ouvert U, des points “assez généraux” de D,,. Choi-
sissons un germe de courbe analytique lisse centré en un point 2’ € 7=1(x) N U,,
et transversal & D, en 2/, i.e. un arc b’ € Ay, tel que h*(U) € Opy soit de
valuation 1, out (U)% € C{U,t1,...,t,} est 'idéal de D, dans X’ au voisinage de

z’. On aura alors clairement, toujours avec les notations de 4.1 :
€a = v((I Oxv00) © h/);ma = U((f +Oxra7) 0 h/)
et donc, pour h=moh' € Ax ,,

% = Z‘—: = 72(f).  (dapresd.1.1)

Soit maintenant, pour chaque composante irréductible |Y|; de |Y] =
sup Ox /Z, A(i) Uensemble des o € A (A indiciant les composantes irréductibles
du diviseur exceptionnel D C X' cf. 4) tels que w(Dy) = |Y]; (7(Dq) est
un sous-espace fermé de X par la propreté de 7). Et pour chaque i, soit
V; = minge () (7). Au moins au voisinage d'un compact donné de X, les A(i)
sont finis, et 7; € QU {400}. Pour o € A(4), m(U,) contient un ouvert analytique
dense de |Y; et donc en particulier pour les a € A(i) tels que 2+ = ;.

Ceci suffit pour montrer la
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5.4. PROPOSITION. — Etant donné un idéal cohérent T sur un espace an-
alytique complexe X, et f € T'(X, Ox), I'ensemble des points x € |Y| = sup Ox /T
tels qu’il existe hg € Ax 5 tel que :

_ v(foho) _ . v(foh)
TF) = = inf
v2(/) v(Z o hy) helﬁx,m v(Zoh) }

contient un ouvert analytique partout dense de |Y|.

En particulier, si supOx/Z = {z}, |D| = |77 !(x)| et 'on peut toujours
calculer 7Z(f) en prenant pour h un disque 7 o b/, ot h’ est construit comme en
5.3.

5.5. PROPOSITION. — Soient X, T et f € T'(X,0x) comme dans le
théoréme 1.

Soit p : X1 — X un morphisme d’espaces analytiques complexes propre et
surjectif. Alors, posant Iy = T - Ox,, f1 = fop € I'(X1,0x%,), on a, pour tout
reX

e _p1 dér . ,x
vr(f) = Vgl (z)(fr) = min Vzll(fl) .
z1€p~ ()
Proof. — Ceci résulte immédiatement de 5.2 et du critere valuatif de pro-

preté.

5.6. Remarque. — La comparaison de 5.5 et du théoréme 4.1.1 (§4) peut
surprendre, puisque 5.5 implique que tous les arcs analytiques A’ : (D,0) —
(X', 77 (z)) (7 : X' — X est toujours 'éclatement normalisé de Z) nous donnent

o(f' o) o rvalf)
-~ ")
v(Zoh!) — min { €a }

ce qui est relativement peu aisé a vérifier directement.

5.7. — Un cas ou l'on peut calculer 7 a 'aide d’un arc analytique.

Soient X un espace analytique réduit de dimension d > 1, x € X tel que
Ox  soit un anneau de Cohen-Macaulay, et Z un Ox-idéal tel que sup Ox /T =
{z}, i.e. I =T - Ox, est primaire pour l'idéal maximal M de Ox , = O. Sup-
posons d’abord que I puisse étre engendré par une suite réguliere (p1,...,@q)
(d = dim O). Nous pouvons alors définir une famille de germes de courbes dans
(X, x), paramétrée par P! comme suit : (¢1,...,pq) définissent un germe de
morphisme ® : (X, x) — (C%,0), fini d’apres le théoréme de préparation de Weier-
strass, puisque ®~1(0) est défini par I et que vT = M. A chaque point £ € P!
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correspond une droite ¢ dans (C%,0) et (<I>_1 (0), J:) est un germe de courbe contenu
dans (X, ) ; que nous noterons (Cp, ).

I y a une bien meilleure fagon de décrire cette famille de courbes.
L’éclatement de Z dans X peut étre décrit comme 'adhérence X{ dans X x P41
du graphe de morphisme X — {z} — P4~ défini par 2’ — (¢1(2') : -+ : pa(2)) €
P4=1. On a donc ou 7y est éclatement de Z dans X. Nommons G7 : Xy — pd-1
le morphisme déduit par la seconde projection. Alors, on vérifie sans mal que
Cr=mo (G?(Z)).

On peut utiliser par exemple le fait que si 'on choisit des coordonnées
homogenes (T} : --- : Ty) sur P41 X/} est défini dans X x P?~! par I'idéal
engendré par les {(Tip; — Tjpi),i # j}. De plus, 75 ' (2)red est isomorphe & P41
par Gz|n71(x)req. Je noterai o I'isomorphisme inverse.

Ainsi nous pouvons considérer Gz : X é P4=1 comme une famille de
germes de courbes, et d’aprés le théoréme de Bertini-Sard, puisque X|) est réduit,
il existe un ouvert de Zariski dense U C P?~! tel que si £ € U, (G7'(£),0(¢)) est
un germe de courbe réduite. Par ailleurs, quitte & restreindre U on peut supposer

. . n s
que la normalisation X’ — X vérifie :

5.7.1.

1) Le morphisme composé Gz on = Gr : X' — P41 est lisse (=plat et &
fibre lisse) en tout point de 6;1(6), tel.

2) Le morphisme induit G 1(6) — G7'(¢) est la normalisation, pour tout
tel.

3) Le nombre des composantes irréductibles de (G7'(£),0(f)) est
indépendant de ¢ € U.

4) Chaque composante irréductible de G7'(¢) est un arc sur X’ passant
par un point non singulier de X', olt Dyeq est aussi non singuliere, et transverse &
Dieq en ce point. [D est comme d’habitude le diviseur exceptionnel de I’éclatement
normalisé X' — X].

Puisque 7o est un isomorphisme hors de 7~!(z), 7o induit un isomorphisme

Gz () —{o(6)} = C¢ — {a}.

ks
Soit Cy = Ty la décomposition de Cy en composantes irréductibles. Si
1

¢ € U, chaque I'; est réduite et irréductible, et fournit un arc b : (D,0) — (X, z).
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PROPOSITION. — Pour tout f € Ox ,, il existe un ouvert de Zariski non
vide V de P! tel que si ¢ € V, il existe une composante irréductible Iy de Cy
telle que

—r v(fohq
5.7.2. — Vz(f) = vgohq; )

Proof. — 1l suffit d’appliquer 5.3 a la situation créée ci-dessus.

Ainsi, nous pouvons affirmer dans ce cas-ci qu’“une composante irréductible
d’une courbe définie par d — 1 combinaisons linéaires génériques de générateurs de
I, calcule ¥ pour nous”.

6. 7 et exposants de tojasiewicz

6.0. — Nous allons montrer ici qu’un calcul de 7 est en fait un calcul
d’exposant de Lojasiewicz, et en déduire la rationalité de ces derniers en géométrie
analytique complexe. Ce paragraphe-ci est clairement le seul que I’on ne puisse pas
transcrire en géométrie algébrique !

6.1. DEFINITION. — Soient X un espace analytique complexe réduit, T
un Ox-idéal cohérent, f € I'(X,Ox) et K un sous-ensemble compact de X.
L’exposant de Lojasiewicz 0k (f,Z) de f par rapport & Z sur K est la borne
inférieure de ’ensemble des § € R tels qu’il existe un voisinage ouvert U de K
dans X et une constante C' € R tels que

lf(x)? <C- sup |g(z)|, VzeU.
gel(U,T)

Si ensemble de ces 6 est vide, on convient de poser Ok (f,Z) = +oo. Si par ailleurs
(U, T) est de type fini quand U est un voisinage assez petit de K (ce sera le cas
si K = {x}), 0k (f,Z) est aussi la borne inférieure dans Ry U {co} de I'ensemble
des 0 tels qu'il existe U et C' tels que

f(@))” < C'ﬁ) lgi(x)| (z € U), ou (g1, -, 9m)

engendrent I'(U, ).

6.2 Remarque. — On peut aussi bien définir 'exposant de Lojasiewicz
0k (Z',T) d’un idéal I’ par rapport & Z sur K :
0x(Z',7)= sup Ok(f,Z).
fer(X,1)
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6.3. THEOREME.

1) 0x(£,T) = b, on B(f) = inf 72 (f).

[On convient bien stir que 7X(f) =0 = 0k (f,Z) = +00].

2) Et de plus, il existe un voisinage U de K dans X et une constante C' € Ry
tels que

|f(@)’<FD <. sup |g(z)| pourtout zeU
gEF(U,I)

i.e. la borne inférieure de 6.1 est atteinte.

6.4. COROLLAIRE. — Pour tout idéal cohérent Z sur un espace analytique
complexe réduit X, telle que sup Ox /T soit rare, pour tout f € T'(X,Ox) et tout
compact K C X,

Or(f,T) € Qo U {+o0} .

Démonstration de 6.3. — Posons v (f) = £ (4.1.6). Apres (4.2.3), il existe
un voisinage Vy de K dans X tel que pour tout € Uy, f?-Ox,, € ZP - Ox 4, et le
théoreéme de majoration (2.1.vi) nous fournit une constante C' telle que |f(x)|? <

C- sup |g(x)] pour tout x € Uy. Mais d’apres (2.1.iv), I'idéal (contenu dans
QEF(U(),IP)
ZP) engendré par les puissances p-iemes d’éléments de Z a méme cloture intégrale

que ZP, et donc en appliquant & nouveau le théoréeme de majoration nous pouvons

écrire au prix d’'un changement de la constante C'
[f@)*<C- sup [g(@)]”, ie.

g€l (Uo,T)
[f(@)|9? < CVP sup |g(a).
QEF(U(),I)
D’ou :
q 1
Ok (f,I) < = = .
( p vE(f)

Mais, si nous supposons l'inégalité stricte, il existe % < %, un voisinage U’ de K
dans X et une constante D € R tels que :

lf@)|* <D- sup |[g(x)]" (z€U)
ger(U’,I)
et le théoreme de majoration, avec I’argument précédent, nous donne :

7 Ox. €IV -Ox, (zeU),
donc : ,
- p
V?(f) > ? )
(aprés (2.1)) et la contradiction cherchée. Ceci démontre 1) et 2) de 6.3, avec
U =Up.
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6.5. — Comme les morphismes propres conservent les inégalités du type
considéré ici, au prix éventuellement d’une modification des constantes, on peut
trés bien utiliser 6.3 pour démontrer 5.5 (§5) sans utiliser le critére valuatif de
propreté.

7. Théoreme récapitulatif

7.1. Notations. — Soient X un espace analytique complexe réduit, Z
un Ox-idéal cohérent tel que |Y| = sup Ox/Z soit rare dans X, et K un sous-
ensemble compact de X. Soient 7 : X’ — X D’éclatement normalisé de Z, D le
diviseur exceptionnel, sous-espace de X’ défini par I'idéal inversible Z - Ox-. Soit
A(K) I'ensemble fini tel que les composantes irréductibles D, de D, avec a € A(K)
soient exactement celles qui rencontrent 7=1(U) pour tout voisinage ouvert U de
K dans X. Soit enfin e, la multiplicité de Z en un point 2’ € V,, ou V, C D,
est un ouvert analytique dense dans D,, en chaque point duquel X’ et Dg req sont
non singuliers, et Z - Ox/ 5 = u® - Ox/ 57, Dq red étant défini par (u) - Ox/ 4.

7.2. THEOREME. — Etant donné une fonction f € (X, Ox), les condi-

tions suivantes sont équivalentes pour un nombre rationnel % >0:
1) f1-Ox,€1?-Ox, VrekK.

2) 7 (f) = inf 72(f) 2 E.

3) Pour tout z € K, il existe des a; € Ox 4, tels que vz(a;) > % -4 (o1

T, =T -Oxz) et que fF +a1ff=t+... 4+ a, =0 dans Ox ;. (ou1 fx = f - Ox.z).

3’) Si K est un polycylindre, il existe a; € T'(K,Ox) i = 1---k tels que
vrrz)(ai) > 2 et que f*+ai f*71 4+ ap = 0 dans I(K, Ox).

4) Pour tout arc h: (D,0) — (X, K) (i.e. h(0) € K) on a : zgzz; =L

5) Pour tout morphisme 7 : X' — X propre, dont I'image contient K, et tel
que T - Ox. soit inversible, et que X' soit un espace analytique normal, il existe
un voisinage ouvert U' de 7= (K) dans X' tel que : f7- Oy € IP - Oyyr.

6) 1l existe un voisinage ouvert U de K dans X, et une constante C' € R
tels que

|f(z)|¥P <C- sup |g(x)| pourtout zeU .
gEF(U,I)
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De plus,

A) Nl existe apg € A(U) tel que vE (f) = @ ot M, est la multiplicité de f
«0

le long de Dy req €n tout point 2’ d’un ouvert analytique dense Vo, C Uy, C Doy,
et donc, pour tout arc h : (D,0) — (X,U) de la forme w o b/, ou b’ : (D,0) —
(X', 771(U)) est tel que h/(0) € Vq, et que K’*(U) soit de valuation 1 dans Op g
(6.1.1), on a :

Vo) Moy oy gy PUOD)

v(Z oh) €ag heAx .k v(Z oh)

et tout voisinage U de K dans X contient de tels arcs, c’est-a-dire que 1'on peut

trouver de tels arcs avec h(0) € U.
B) Le faisceau d’idéaux de Ox défini par

Ie/a(U) = {f € T(U,0x) /7Y (f) > =}

ESH RS

(on PY = infU UZ) est cohérent pour tout rationnel %, et la Ox-algebre graduée
x€

?.S TIr/9TP/1 est de présentation finie pour tout entier ¢. Enfin, la Ox-algébre
p'=0

graduée gr;O0x = @ ZI¥/I"* coincide localement sur X avec une algebre du
vERL
type
+oo =t
Pzr/er
p=0

et est donc de présentation finie, puisque cette derniere 1’est comme quotient de

+oo
(@D Tr77) Q) Ox /T3
p=0 Ox
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Appendice par J.J. Risler

Les exposants de tojasiewicz dans le cas analytique réel

Dans le cas réel, 'exposant de Lojasiewicz n’a pas d’interprétation
algébrique simple analogue au 7 ou a la notion de cloture intégrale ; je vais
cependant montrer que comme dans le cas complexe on peut le calculer a ’aide
d’arcs analytiques, ou de morphismes analytiques réels qui jouent un réle analogue
a celui de I’éclatement normalisé ; il en résultera que dans le cas réel aussi les

exposants de Lojasiewicz sont toujours rationnels.

Les références au séminaire seront précédées de la lettre S.

1. Préliminaires

1.1. DEFINITION (cf. [R]). — Soit A une R-algébre analytique ; on dit
qu’un idéal I C A est réel s’il satisfait a la condition suivante :

fieAl<i<p)et fi+---fiel=ficl(1<i<p).

On a alors la proposition suivante (cf. [R]) :

1.2. PROPOSITION. — Soient A une R-algébre analytique, I un idéal pre-
mier de A tel que dim(A/I) = h, (X,z) un représentant du germe analytique
défini par A/I ; les conditions suivantes sont équivalentes :

a) I est réel.
b) I est I'idéal de tous les éléments de A nuls sur le germe de X au point x.

¢) X posseéde un point lisse de dimension h dans tout voisinage du point x.
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1.3. — Soit (X;Ox ) un germe analytique dans R™ ; on a alors Ox , =%
O, /I (avec O, = R{x1,...,z,}). Notons I(X) I'idéal de O,, formé des séries nulles
sur X (I(X) est la racine réelle de I ([R])) ; on dit que X est normal en z si :

a) I =I(X)

b) 'anneau Ox , est intégralement clos.

Dans ce cas 'anneau O)?x = Ox,®C est aussi intégralement clos,
) R

autrement dit X possede un complexifié X qui est aussi un espace normal :
lanneau Ox , @ C est en effet integre ([R], proposition 6.1), et il résulte d’un
R

théoreme d’algebre classique qu’il est alors intégralement clos (cf. par exemple
Bourbaki, Alg. Comm., chap. V). On dit qu'un espace analytique réel (X, Ox)
est normal s’il est normal en chaque point (rappelons que Ox désigne un faisceau
cohérent de R-algebres analytiques ; cf. [H] pour la notion d’espace analytique
réel).

1.4. — SiJ=]—-1,+1[C R, nous noterons comme dans S.5.1, v la valua-
tion naturelle de anneau 09 = R{t}.

2. Arcs analytiques réels et résolution des singularités

On a dans le cas réel le théoreme suivant, analogue a une partie du théoreme
S.7.2:

2.1. THEOREME. — Soient (X, Ox) un espace analytique réel, K un com-
pact de X, T un Ox-idéal cohérent, f € T'(X,Ox) et % un nombre rationnel ; les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) 1l existe un voisinage ouvert U de K dans X et une constante C > 0 tels
que :
[f(@)|9P <C sup |g(x)] VeeU.
ger(U,T)
2) Pour tout arc analytique réel h : (] —1,1[,0) — (X, K) (i.e. tel que
h(0) € K), on a

— N 2

v(foh) _p
v(Ioh) = q°

3) Pour tout morphisme analytique réel m = X’ — X dont I'image contient
K et tel que :

56



a) m soit propre et X' soit normal (cf. 1.3)

b) ZOx: soit localement principal

c) Vo' € nY(K), I'idéal \/IOx/ . soit un idéal réel (cf. 1.1 ; \/IOx/ .

désigne la racine de 'idéal IOx/ ,),
il existe un voisinage ouvert U’ de 7=1(K) dans X' tel que : f10y, € ZPOyy.

4) II existe un morphisme analytique réel w : X' — X dont I'image contient
K et vérifiant les propriétés a), b), ¢) ci-dessus et un voisinage ouvert U’ de 7= (K)
dans X' tels que f10y: € IPOy:.

Proof.

1) = 2) : Soit h : (] — 1,1[,0) — (X, K) un arc analytique réel ; on a par

hypothese | f(2)|2 < C sup |g(z)|P Vo € U,d’ou |foh(t)|? < C sup |goh(t)P
ger(U,T) gel(U,T)
pour ¢ voisin de 0 dans | — 1,1[, d’ott immédiatement v((f o h)?) > v((Z o h)?) ;

soit qu(f o h) > pv(Z o h).

2) = 3) : Soit 7 = X’ — X un morphisme analytique réel propre vérifiant
les conditions énoncées dans 3) ; si I'on suppose qu’il existe 2/ € 7= 1(K) tel
que f10x: o ¢ IPOx/ 4, il faut montrer qu’il existe un arc analytique réel h :
(]—1,1[,0) — (X, K) tel que v(foh)/v(Zoh) < p/q, ce qui va résulter du lemme

suivant :

2.2. LEMME (cf. le lemme S. 2.1.3 pour le cas complexe). — Soient X un
espace analytique réel normal, x un point de X, f et g deux éléments de Ox ,
tels que I'idéal \/@ soit réel et que f ¢ (g) ; il existe alors un arc analytique réel
h:(]—1,1[,0) — (X, ) tel que v(foh) <wv(goh).

Proof. — X,¢g désignera I'ouvert formé des points y de X oli I’anneau local
Ox,y est régulier (dans un voisinage de x, cet ouvert coincide avec 'ouvert des
points lisses de dimension d = dim Ox ).

Quitte a restreindre X, on peut supposer qu’il existe un morphisme de
résolution des singularités (cf. [H]) i.e. un morphisme analytique réel 7 : X/ — X
propre et surjectif tel que X’ soit lisse et que 7|71 (Xyeg) : T 1 (Xyeg) — Xyeg SOit

un isomorphisme.
On raisonne maintenant comme dans [B-R], Section 2, lemme 3.

La fonction “méromorphe” f/g a un lieu polaire P non vide dans X (car
f/g ¢ Ox, par hypothese) dont le germe en x est réunion de certaines com-
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posantes irréductibles du germe Z(g) défini par (g) (car si X désigne un complex-
ifié d’un voisinage de x dans X qui soit un espace normal, et f et g des extensions
de fetga X , la fonction méromorphe f /tig a un lieu polaire de codimension 1
dans X ). P est donc de codimension réelle 1 dans X au voisinage de x, car \/@
est par hypothese un idéal réel ce qui implique que tous les facteurs irréductibles
sont réels (cf. 1.2) ; il en résulte que PnX,cg # 0, car X étant normal est lisse en

codimension 1.

Soit @' € 71 (z) N7 L(P N Xyeg) ; comme X' est lisse, 'anneau Ox . est
factoriel et 'on peut écrire : f omw/gonm = «/F dans le corps des fractions de
Ox' 4, avec a et (3 premiers entre eux. 3 s’annule alors sur 7~ 1(P N Xyeq) au
voisinage de z’, car 71 (P N X,¢g) fait partie du lieu polaire de la fonction a/3
puisque 7|7~ (Xyeg) est un isomorphisme. D’autre part, si Py est une composante
irréductible analytique locale de 7=(P) en 2’ telle que P; N 7w~ (Xyeg) # 0, @ ne
peut s’annuler identiquement sur P;, car P; étant de codimension réelle 1 dans
X', cela serait contradictoire avec le fait que « et 8 sont premiers entre eux (cf.
proposition 1.2 : « et [ seraient tous deux divisibles par un générateur de ’idéal
I(Py)).

On peut alors choisir par le “curve selection lemma” (cf. [M]) un arc ana-
lytique ' = (] — 1,1[,0) — (X', 2") tel que Boh’' =0 ; on a alors v(Bo h') = +00
et v(ao h') < 400 ; si maintenant h” est un arc analytique ayant un contact
suffisamment grand avec h” on aura (exactement comme dans la démonstration
du lemme S. 2.1.3) : v(aoh”) < v(Boh”) < 400, soit v(fomoh”) <wv(gomoh),
d’ott le résultat cherché en posant h = 7o h'. C.Q.F.D.

3)=4): Etant donné un espace analytique réel X et un compact K C X,
il faut montrer qu’il existe un morphisme analytique réel propre w : X’ — X
vérifiant les propriétés a), b) et c¢) de la proposition 3) ; le probleéme est local en
X, car si pour tout x € K on trouve un voisinage de x U, et un morphisme :
X{; — U, satisfaisant aux conditions demandées, on prendra pour X’ la somme
disjointe des X7, , ou (U;) est un recouvrement fini de K extrait du recouvrement
(Us).

Soit donc = € K : on utilise “désingularisation I” ([H], 5.10) pour trouver un
voisinage U de z et un morphisme propre et surjectif m : X" — U avec X" lisse,
et “désingularisation IT” ([H], 5.11) qui permet pour chaque point z” € 71 () de
trouver un voisinage V' de z” et un morphisme w5 : X{, — V propre et surjectif
tel que Xy soit lisse et ZOx+ un diviseur a croisements normaux, ce qui entraine
évidemment que Vz' € X{,, I'idéal 1/IOX{/,1’ est réel. Il suffit alors de prendre

pour X’ la somme disjointe de Xy, correspondant & un recouvrement fini (V;) de
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™ ().

4) = 1) : Soit ¥ : X’ — X un morphisme vérifiant les propriétés de la
condition 3) ; comme par hypothese il existe un voisinage ouvert de 7=1(K) dans
X' tel que f10y, € POy, il existe un voisinage U” de 7~ 1(K) et une constante
Ctelsque: [for(z')|]2<C sup |gom(z)|P Vo' € U”, Aot le résultat puisque

ger(U,7)

)

7 étant propre, 7(U") contient un voisinage de K. C.Q.F.D.

3. Applications aux exposants de tojasiewicz et compléments

Je vais d’abord montrer un théoréme analogue au corollaire S. 6.4 montrant
que les exposants de Lojasiewicz sont rationnels.

3.1. — Soient (X, Ox) un espace analytique réel, Z un Ox-idéal cohérent,
f € T(X,0x) et K un sous-ensemble compact de X ; on définit de la méme
maniére qu'en S. 6.1 0k (f,Z) comme la borne inférieure de 'ensemble des 6 € R
tels qu'il existe un voisinage ouvert U de K dans X et une constante C' € R
avec :

[f(@)° <C sup |g(x)] VzeU.
gEF(U,I)

(Dans le cas ou K = {x}, 0,)(f,Z) était noté a(f,Z)

R]).

ns [B-
Nous poserons d’autre part O (f,Z) = 0k (f,Z), f et T
de f et Z a un complexifié X de X ; ; on a toujours O (f I) <

tant des extensions

é ( )aeteK(fa )

est toujours un nombre rationnel (S. 6.4).

Dans le cas réel, on a le théoréeme suivant :

3.2. THEOREME.
a) Ox (f,7) € Q" U {+oo}.
b) Il existe un voisinage U de K dans X et une constante C' € Ry tels que :

[f(@)|"<UD <O sup |g(z)] VreU.
gEF(U,I)

Je n’écrirai pas la démonstration de ce théoreme : il suffit en effet pour la
partie a) de recopier la démonstration du théoreme S. 4.1.6, 7¥ () étant remplacé
par 1/0k(f,7) et I'éclatement normalisé par un morphisme analytique réel 7 :
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X’ — X satisfaisant aux conditions du théoréme 2.1.3 ; et pour la partie b) de
recopier la démonstration du théoreme S. 6.3.

3.3. Remarque. — Dans [B-R], nous avions posé :

ak(f,T) =inf {a € Ry : 3C > 0 avec |f(z)|* < C sup |g(z)|,Vo € K}
gel(K,z)
et montré que si K est sous-analytique dans X, a (f,Z) est un nombre rationnel ;
ce résultat n’a pas de rapport avec le théoreme 3.2, et sa démonstration est tres
différente : on démontre que pour calculer ax(f,Z) (dans le cas ott K est sous-
analytique, on peut toujours se restreindre a un arc analytique, alors que c’est
faux en général pour Ok (f,Z).

3.4. — Etudions maintenant la question suivante (déja envisagée dans [B-
R]) qui se pose de maniére naturelle : sous quelles conditions peut-on affirmer que
Ok (f,Z) = 0k (f,Z) (et donc que O (f,Z) = 1/v7 (f)) ?

Pour simplifier, nous supposerons dorénavant K = {x}, et poserons
010y (f,7) = 0(f,1) ot I =T - Ox.

3.5. DEFINITION. — Soient (X, Ox) un espace analytique réel, z € X. On
dit qu’un idéal I C Ox 5 est réellement réel si Vf € Ox , on a I'inégalité :

0(f.1) = 0(f,1) .
On a montré dans [B-R] (proposition I1.3) que si X est normal et I principal,

T est réellement réel si et seulement si v/T est un idéal réel, et donné des conditions
suffisantes dans le cas ou I est engendré par une suite réguliere.

3.6. — Une désingularisation a la Hironaka d’un idéal I C Ox , est par
définition un morphisme 7 : X’ — U (ol U est un voisinage convenable de = dans
X) ayant les propriétés suivantes :

a) T est propre et surjectif.

b) X’ est lisse et IOx/ est un diviseur a croisements normaux (on considere

par abus de langage I comme un idéal de Op).
¢) 7 est composé d’une suite d’éclatements de sous-variétés lisses.

Soit X un complexifié de X ; nous noterons 7 : X' — Ule morphisme
analytique complexe propre obtenu en faisant éclater les sous-variétés lisses com-
plexifiées des sous-variétés lisses que l'on fait éclater pour obtenir le morphisme
m;si I C Ox, est un idéal, nous poserons I= IO}Z,z (avec O}Z,z =% Ox,z OrC).
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On a alors le théoréme suivant :

3.7. THEOREME. — Soit I C Ox , un idéal ; supposons qu’il existe une
désingularisation & la Hironaka de I : X' > U telle que I'on ait :
105, = 10x (X O%, -
Oy
Alors I'idéal I est réellement réel.

3.8. Exemples.

a) Soient X = R?, z lorigine de R?, I = (22 +y?) C R{z,y}, et m7: X' — X
I’éclatement de l'origine.

Si V désigne la carte de Iéclatement 7 avec coordonnées x’ et ' définies

ar r= :L'/ on a
p y =1y’
IT(X', V) = (2)
d’ou
mx,v) Q I(X,V)=("?)
r(X’,V)
alors que

ITX", V)= (2 + i)y — 1)),
ce qui montre que la désingularisation 7 ne satisfait pas a I’hypothese du théoreme
3.7 (il est d’ailleurs immédiat de voir que I n’est pas réellement réel).

b) L’idéal I = (22 +y?2,y%) C R{x,y} n’est pas non plus réellement réel (car
0(y,I) = 2 et O(y,I) = 5) bien que contrairement & 1’exemple précédent v/T soit
réel (on a en effet /T = (z,7)).

c) En revanche, l'idéal I = (2*,y*) C R{z,y} est réellement réel : une
désingularisation satisfaisant aux hypotheéses du théoreme 3.7 est fournie par
I’éclatement de l'origine ; on peut remarquer que pourtant I ne satisfait au critere
de la proposition IL.5 de [B-R].

Démonstration du théoréme 3.7. — Soit 7 : X’ — X une désingularisation
de I satisfaisant aux hypotheses de 3.7 ; supposons que I soit engendré par

(gla s agp)(gl S OX:E)

Il est clair qu’il suffit de montrer que si f € Ox , est telle qu’il existe un
voisinage V' de x et une constante C avec |f(y)] < C sup |gi(y)| Yy € V, f est
1<i<p

entier sur I (cf. S. 1.1).
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Supposons donc que |f(y)] < C sup |g:(y)| ; on en déduit fOx, C IOx/
1<i<p

par le théoreme 2.1 ; on a donc

[0, € 10x R 0%,

Oy

d’out

fO5, € 10x,
a cause de 'hypotheése ; ceci implique que f est entier sur I dans O T (théoreme
S. 2.1) ot immédiatement que f est entier sur I dans Ox ,. C.Q.F.D.
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20 ans apres

Ce texte est destiné a développer certains aspects de la théorie et a présenter les travaux liés a la cloture
intégrale des idéaux qui sont venus a notre connaissance depuis I’époque du séminaire, ce qui n’exclut pas
qu’ils aient été écrits bien avant! Nous ne prétendons nullement étre exhaustifs, et demandons I'indulgence

pour nos omissions.

plan

A) Algebre

B) Géométrie

1) Interpretation transcendantale; saturation Lipschiptizienne, Boger) le cas réel; cloture semi-intégrale.

2) exposant de Lojasiewicz

4

)
)
3) Interpretation géométrique du gr
) Gabrielov, Izumi, Spivakovsky (géom)
)

5) Interpretation de la multiplicite par auto-intersection, Multiplicités polaires, spécialisation, etc..

6) Ouvertures ( Morales, Sally , systémes linéaires et factorisation, résolution...)

§1: Cloture int’egrale

La notion de cloture intégrale d’un idéal a été introduite par Priifer ([]) en 1932 pour des raisons
arithmétiques liées & I’étude des anneaux de Dedekind. En 1935 Krull ([]) en étudie un avatar, dont le §]]
du séminaire est la traduction analytique; étant donnés un anneau integre A et un idéal J de A, notons K
le corps des fractions de A et v4 I'ensemble des valuations v de K dont I'anneau A, contient A. Krull note
Jp l'idéal Nyey, J. A, et vérifie que Vopération J +— Jp, vérifie les propriétés que nous connaissons pour la
cloture intégrale. C’est probablement Zariski qui a remarqué I’ égalité J = .J,. Ce point de vue valuatif sera
repris et développé par Zariski d’un point de vue géométrique et par Rees d’un point de vue algébrique dans
les années 50 (voir ci-dessous). En 1937, Zariski utilise la dépendance intégrale pour fonder algébriquement
le concept de point infiniment voisin a la Max Noether dans le cas du plan. Il appelle ”complets” les idéaux
intégralement clos, par référence a la correspondence entre ceux-ci et les systémes linéaires complets. En
particulier, Zariski introduit une classe d’idéaux intégralement clos de ’'anneau des polynomes k[z, y] sur un
corps k, les v-idéaux, pour lesquels un théoreme de décomposition unique en produit (ou factorisation) est
valable. Le développement de ces idées jouera par la suite un role important dans 1’étude des singularités
rationnelles (voir 'excellent article [| de Lipman).
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Dans [], Northcott et Rees ont introduit le concept de réduction d’un idéal: J est une réduction de
J'silonaJ C J et J=J.Une de leurs motivations était de donner une définition algébrique du choix
de parametres génériques dans un idéal; Samuel avait en effet montré dans [], introduisant & cette occasion
le concept d’élément superficiel, que pour tout idéal q primaire pour ’idéal maximal d’un anneau local de
dimension d ayant un corps de représentants infini k, un sous-idéal de q engendré par d combinaisons linéaires
assez générales a coefficients dans k de générateurs de q a la méme multiplicité que q. En fait le point est
qu’un tel idéal est une réduction de q.

L’exemple des idéaux engendrés par des monoémes dans une algebre de polynomes A un idéal I engendré
par des monémes dans une algebre de polynomes correspond une région FE(I) du quadrant positif Ri de
R? qui est la réunion des quadrants translatés m; + Ri ou les m; sont les points représentant les mondmes
qui engendrent I'idéal. Un polynome appartient & 1’'idéal exactement lorsque tous les monoémes le constituant
sont représentés par des points de cette région. Il n’est pas difficile de vérifier que la cloture intégralede 1’idéal
est encore un idéal engendré par des monomes et est représentée par I'enveloppe convexe de E(I), dont la

frontiere est un polyédre de Newton .
Il résulte du théoreme de Caratheodory

§2 Le 7 Apres 1950, Samuel introduit ’étude asymptotique des puissance d’idéaux sous divers aspects.
Notant, pour un élement x € A, v;(x) Pentier v tel que l'on ait z € J¥ \ J**!, il définit dans [] la fonction

vy(x) =limp—oo va(@ )

Les notations sont celles de Rees ([]). De méme, Samuel définit léquivalence asymptotique de deux

idéaux ainsi: on a J ~ J' §'il existe deux suites d’entiers v(n) et w(n) telles que lim,—.on"tv(n) =

Lw(n) =1 et que pour tout n on ait

limy—oom™

J/w(n) cJc le(n)

Il démontre que ~ est une relation déquivalence et que la classe déquivalence de tout idéal J contient un
plus grand élément Js qu’il appelle cléture asymptotique de J. Samuel pose aussi deux questions, qui seront
résolues par Rees ([]) et Nagata ([]) (et, pour la premiére, par nous dans le cadre analytique dans 'ignorance
des résultats de Rees et Nagata):

a) Le nombre 7;(x) est-il rationnel?
b) Pour un anneau A réduit, existe-t-il un nombre ¢(J) tel que pour tout  # 0 on ait
0<vy(x)—vy(z)<t(J)?

En 1954, Muhly démontre les égalités J, = J, = J lorsque A est un anneau intégre noethérien.

Développements en algebre commutative

A partir de 1955 Rees entreprend, avec Northcott, I’étude systématique de la dépendance intégrale
sous les différents aspects que nous venons de voir, du point de vue de ’algebre commutative, c’est a dire en
dégageant les bons concepts algébriques et les conditions de finitude les meilleures permettant de démontrer
sous une forme plus générale les résultats d’origine géométrique. En particulier il démontre dans [] ’équivalent
algébrique du résultat du § [| pour tous les anneaux neethériens, et donc la rationnalité de 7. Plus précisément:

Théoreme (Rees): soient A un anneau noethérien et J un idéal de A.

Il existe un nombre fini de valuations vy, ..., v; de Panneau total de fractions de A,.q, non négatives sur A
et telles que:
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a) On a v;(x) = oo si et seulement si & appartient & un idéal premier minimal de A, qui dépend de i.

b) On a I’égalité
_ vi(z)

vy(x) = min; o) ou v(J) = minyev(y).

¢) Pour tout entier n, on a z € J™ si et seulement si 7;(x) > n,

d) Un systeme minimal de telles valuations est unique.

(Pour une généralisation, voir l’article [] de Szpiro).
C’est & cette occasion que Rees introduit I’anneau de Rees associé & (A, J):
P(J) = @J"v_" C Afv,v™ '] o J" = Asin <0
neZ

associé a un idéal J de A. Cet anneau lui permettra, ici et dans ses travaux ultérieurs, de ”faire des
éclatements” sans sortir du cadre de 'algebre commutative.

Rees prouve aussi 'existence d’une borne uniforme pour 7(z) — v(z) dans le cas des anneaux que 1'on

appelle aujourd’hui de dimension pure.

Comme ’a remarqué Izumi dans [], une démonstration de l'existence d’un nombre réel positif b(.J) tel
que pour tout x on ait
vy(x) —vy(z) < b(J)

est implicitement donnée dans le séminaire. En fait, ce résultat est dans le cadre analytique un corollaire facile
du fait prouvé dans le séminaire que pour tout entier g I’algebre graduée Pi = @peN Ji est la fermeture

intégrale dans A[T%] de Dalgebre de Rees P(J). Cette égalité implique en effet, puisque en Géométrie

algébrique les anneaux sont de Nagata, que P37 est un P(J)-module de type fini, et donc qu’il existe un

entier ko tel que pour p > koq on ait
p—kgq

:Ikl q

|

d’otu résulte I'inégalité

§3 Legr;A

§4 Gabrielov, Izumi,

En [], Izumi a prouvé un résultat que Rees interprete ainsi dans []:

Soient A un anneau local ncethérien dont le complété est integre, v et w deux valuations de A appartenant a
un systeme minimal de valuations associé comme ci-dessus a un idéal J de A. Il existe une constante C' > 0
telle que pour tout z € A\ {0} on ait v(x) < w(x). Il en déduit la borne uniforme pour 7;(z) — vs(x). Nous
reviendrons sur ces travaux d’Izumi et de Rees a propos des travaux de Spivakovsky.

§5 Multiplicités

Northcott et Rees observent que plus généralement, si q est primaire pour 'id’eal maximal et si @’ est une
réduction de g, alors q et @' ont a la méme multiplicité au sens de Samuel (¢f 1.18). En 1960 Rees prouve

la réciproque, bien plus difficile:

Théoreme (Rees, []): Soit A un anneau local neethérien formellement e dimension pure. Si g’ C g sont
deux idéaux primaires de A ayant méme multiplicité, ils ont méme cloture intégrale. Cette interprétation

numérique du concept de réduction a ouvert la voie a I'utilisation de la dépendance intégrale donner un sens
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géométrique & des invariants numériques des singularités, c’est & dire de leurs anneaux locaux (c¢f Cargese et
voir plus bas).

C’est pour étudier certains de ces invariants numériques que Risler et Teissier, inspirés par un article
de Bhattacharya ([]) introduisent ([]) les multiplicités mixtes, que I’on peut définir au moyen de la Proposition

suivante:
Soient q1, ..., q, des idéaux d’un anneau local noethérien A de dimension d, primaires pour I'idéal maximal.
a) Etant donnés des entiers positifs nq,...,l., on a pour la multiplicité de I'idéal produit q7* - - - g7~
la formule: Jl
") — : o] . .
e(ayt ---qp) = Z me(ch Yo [ra ])n?l'"”g .
la|=d
b) L’entier e(q[lal], ol q[rar]), appelé multiplicité mizte d’ordre (o, ..., q,) des idéaus qi, ..., q,, est aussi
égal a linfimum des multiplicités des idéaux (f1,..., fa)A ol les o1 premiers éléments f; appartiennent &
q1, les a suivants a qa, ...., les «,- derniers a q..

Dans le cas ou r = 2, cela se réduit a

d
i) = 3 () tall o mind ™
Plus récemment, Rees a généralisé dans [] le concept de réduction en introduisant la réduction conjointe de
plusieurs idéaux non nécéssairement primaires et a pu ainsi définir, sous certaines hypothes (essentiellement
que la somme des idéaux soit primaire), les multiplicités mixtes pour des familles d’idéaux non nécéssairement
primaires. Il a aussi dans [] donné une algébrisation du concept de ”systéme générique de k éléments s'un
idéal, qui est tres utile dans I’étude des multiplicités mixtes.

Un lien entre les multiplicités mixtes et la théorie de la dépendance intégrale est fourni par les résultats
suivants valable pour des idéaux primaires q; d’'un anneau local ncethérien A :

[ea] [oer]

a) Les multiplicités mixtes e(q; ', ...,qr ) ne dépendent que de la cloture intégraledes idéaux q;.
b) Dans le cas r = 2, supposons A formellement équidimensionnel de dimension d et posons e; = e(q[f] , q[Qdﬂ.]);

Théoreme (Teissier [|, Rees et Sharp [], Katz [])

i) On a les inégalités
612—1 <ejeip1 pour 0 <1 <d.

Ces inégalités impliquent I'inégalité ”a la Minkowski:
e(araz)"? < e(an)"? + e(az)"/*.
i) On a I’égalité de cloture intégrales i = qz si et seulement si on a les égalités
eg=€g ="+ = eq.
En particulier, on a égalité dans Hnégalité a la Minkowski si et seulement si il existe des entiers 7 et s tels
que 'on ait
qi = a3
Puisque l'on a eg = e(q2) et eq = e(q1), et que si g1 C g} on a e(q[f],q[Qd_i]) < e(q’[f],q[Qd_i]), ces résultats
impliquent aussitot le théoreme de Rees.

L’analogie formelle avec la théorie des volumes mixtes des corps convexes et l'inégalité de Briinn-

Minkowski provient du dictionnaire issu de la représentation d’un mondéme en d variables par un point
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entier de R? déjmentionné au §1. Si 'idéal engendré par les mondmes est primaire pour 'idéal maximal
(X1,...,Xa), sa multiplicité est Cette correspondance, qui est un aspect de la théorie des variétés de De-
mazure ou variétés toriques, transporte le théoreme de Rees sur I’énoncé suivant:

Etant donnés deux convexes fermés de volume fini K7 et Ko dans R%, si l'on a K1 C Ky et volK; = volKo,
on a K1 = Ks, et I'énoncé sur les multiplicités mixtes ci-dessus est transporté sur le résultat suivant da a
A.D. Alexandrov et W. Fenchel (inégalités de Fenchel-Alexandrov) en 1936-37:
Définissant la somme de Minkowski de deux convexes compacts de R? par K1+ Ko = {z+y}; v € K1 ,y € K»
et leurs volumes mixtes v; = vol(K F],Kédﬂ])par Iégalité
d /d . . _
vol(M K1 4+ A Ks) = Z (.)VOl(KF],KgdZ]))\ﬁ)\gZ pour A1, Ag >0,
i
i=0
on a les inégalités

’UZ-2_1 > ;0,9 pour 0 <17 <d
et les convexes K7 et Ko sont égaux a translation pres si et seulement si on a les égalités

00:1)1:...:’Ud_

§ L’inégalité de Lojasiewicz
On a déja discuté dans le Séminaire du rapport entre le 7 et 'inégalité de Lojasiewicz. Nous allons montrer

que ce dictionnaire est efficace en l'utilisant pour démontrer un des résultats célebres de la théorie des
inégalités de Lojasiewicz, du a celui-ci:

Théoréme: Soit f(x1,...,x, une fonction analytique réelle définie dans un voisinage de l'origine dans R" et
telle que f(0) = 0. Il existe un nombre réel §, 0 < @ < 1, une constante C' > 0 et un voisinage U de 0 dans
R" tels que 'on ait pour tout z € U l'inégalité:

lgradf(z)| > C|f(z)|.

Remarquons d’abord qu’il suffit de prouver la méme inégalité pour la fonction complexifiée de f, que
nous noterons encore f. Remarquons aussi que le point est I'inégalité 0 < 1; le reste se déduit sans travail
du théoreme des zéros de Hilbert et de I'interprétation par le 7. Nous allons utiliser le mode de calcul du 7
donné au §[]. Soit W un voisinage de 0 dans C™ ou f converge, choisissons y des coordonnées holomorphes

(#1,...,2n) et considérons I’éclatement
mZ—W

de l'idéal jacobien

) af of

Ow =(=—=—,...,=——)0O

J(f) w (821’ aaZn) w

et le morphisme
L —Z—-W

composé de 7 et de la normalisation n: Z — Z.

Puisque P’espace Z est normal, son lieu singulier est de codimension > 2, et puisque I'image inverse
par 7 de 'idéal j(f)Ow, c’et a dire I'idéal de O engendré par les (g—i o, ..., %) o7 est par construction

localement principal et engendré en tout point de Z par I'un des % o, cet idéal définit un sous-espace
_ J
D de codimension 1 dans Z, qu i n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles si nous avons pris la

précaution de choisir le voisinage W relativement compact, puisque le morphisme 7 est propre.
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Soit Dyeq = |J; D; la décomposition ensembliste de D en composantes irréductibles. Celles-ci sont de
codimension 1 et donc chacune contient un ouvert analytique dense V; n chaque point z duquel on a ceci:

1) L’espace Z est non singulier en z ainsi que l’ensemble analytique D,.q sous-jacent & l’espace analytique
D, et D,.q est donc défini au voisinage de D par une équation v = 0, ot1 v est une coordonnée locale sur Z

en z.

2) Choisissons des coordonnées locales by, ...,b,_1 sur D en z; alors v,b1,...,b,_1 est un systéme de coor-

données locales sur Z en z et I’on a une écriture

(fom), = AvHi, o A € C{v,by,...,by—1} avec A(0,...,0) # 0 et p; > 0 puisque f s’annule 1 ol toutes
ses dérivées s’annulent.

3) L’idéal (j(f)O). est engendré par un des germes (g—gj oT),, disons (g—zfl o0T),, et Pon a
(#£07). =Bv" ot Be C{v,by,...,bu_1}etB(0,...,0) # 0.

Remarquons que puisque D; est irréductible, les entiers u;, v; ne dépendent pas du point z € V; choisi. La
regle de Leibniz donne:

Of om N Of _. Ozjow i1 0A
— g = K 7114 —_— ).
284071‘) v v (i +Uav)
On en déduit aussitot 'inégalité

wi —1>w

Cela donne, posant 6 = supi% = W, I'inégalité 6 < 1 et d’autre part par les méthodes du Chap [] du
i J

séminaire, il vient en posant 6 = % fP € 4(f)1, ce qui équivaut a |f(2)|P < C’|gradf(z)|? pour z assez proche

de 0 et donc au résultat cherché.
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