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§ 1. Complexes simpliciaux de multi-ensembles et idéaux engendrés par ou 5 est le plus grand des rangs des éléments de A et f. est le nombre des

i

d onomes éléments de A qui ont rang i+l .

es m :

Dans le cas o e est la fonction constante égale & +® on a (W,a) = (
i ¥ ble et ,2) = (W,5), et
Définition 1.- Un multi-ensemble est un couple (V,e), ou V est un ensem i
e une application de V dans N U m+8w Une partie d'un multi-ensemble est un
3 tC t e!' € e|V'. Le rang d'un multi-ensemble est .
cotple (V',e') o V'CV e | cin, wADVh i . S
r(v,e) = T e(v), ou + , avec les conventions usuelles. _ 1
& i i a i d fini £ associe l'ensemble R

on note O 1'application qui & un multi-ensemble de xang it On voit donc que dans ces deux cas, la connaissance de la fonction de Hilbert

de ses parties de rang 4-1 3 On dit qu'un ensemble A de parties de rang fini de

R G N — IN de l'algébre graduée R = R(A) définie par mwﬁ\s = n;EW wh équiva
lexe simplicial si, pour toute partie (V' ,e') €A, ona . : . :
(V,e) est un comp P ’ a'la connaissance de la f-suite du complexe simplicial A, c'est & dire la suite

(£ ,f 3

vt,e') © A , ce que l'on notera A C B,
3(vr,e") s q ° Hu..lw.«...v ou H&uomwa Dh et Db est l'ensemble des éléments de A q

1

.

i ont ur Lo . . .
Soient maintenant k un corps, et d un entier, ou +%. po rang 4 . On se propose de caractériser les suites d'entiers qui sont la

f-suite d'un complexe simplicial A :

Définition 2.- Un ensemble E de monomes dans l'anneau de polynomes rmxwu...u.xmu

~ . . .
est un escalier si tout monome m' divisant un monome m de E est aussi dans E.

Considérons 1'anneau k[ Cﬁwvwmuzu_ , et introduisons sur l'ensemble de ses monomes

A

Dans toute la suite nous ne considérerons gue les multi-ensembles de cardinalité l'ordre suivant : Un monome m est plus petit que m’' , si ou bien deg m < deg

ou bien degm =.deg m' et m est plus petit que m' pour l'ordre lexicographig

a a b b
: PO 1 1
inverse c'est a dire xH ...qu < xH ...x P (les a._, Uw peuvent &tre nuls) si il

P i

au plus dénombrable, et nous identifierons V af{1,...,4}, ot d=cardV .

Soit (V,e) un multi-ensemble, et soit A une famille de parties de rang fini

.

de (V,e) . Considérons l'anneau de polynomes klv] = WmAN<v<m<H— , et & chaque existe j<p tel que a =b

a =
p p’ p-1

articulier X <X <X <... .
P B e |

b =b_ . et a <b_ . .En

“ee a .
p-1’ p-j+1 ~ “p-j+i p-j = p-j
: et (v
élément (V',e!') de A associons le monbme X. ) ;5 Notons E(4&) < k[v]

veyr
“ L. A ; i et Soit (IN,e) un multi-ensemble. P h. ti Lei a
1'ensemble des monomes ainsi obtenus : L'ensemble E(A) est un escalier si e s mble, Pour chaque entier a, désignons par ° 1
e
seulement si A est un complexe simplicial. R )
._n_.. e (v) nombre des monomes de degré L en x“_.v..lxm tels que Nw apparaisse avec un
a - - ~
Notons I(8) 1'idéal homogene de WTL engendré par les monomes X

b

. exposant < e(i), que nous appellerons e-mondmes, c'est & dire le coefficient de
\ . . . s . L a . ,
ol (V',e') est une partie de (V,e) qui n'appartient pas 2 4, et notons R(D) x dans le preduit ._l_.:+x+...+unm:vv . En particulier si e=l , on a M = M
la k-algébre graduée quotient k{v]/1(A) . Etant donnée une partie (W,f) de (v,+), i=1 o 1

- . a a+i—
posons pour tout wEW , a(w) = inf(f(w),e(w)). et si e=+® , on a ‘@v = 4 |- On suppose dans la suite e(i) < e(i-1), ¥ i1
@
. . ~ T gt

Supposons que A soit un complexe simplicial : On voit que le monome xi

weW Lemme de Macaulay et Kruskal.- Un entier £ é&tant fixé, tout nombre entier f

n'appartient pas & I(4) si et seulement si la partie (W,a) de (V,e) appartient stécrit d'une manidre unique

Iy

4 A. Dans le cas oi e est la fonction constante égale a H\ (W,a) n'est autre

que le support de (W,f), et puisque le nombre des mondmes de degré 4 ayant un

£-1

support de cardinalité i+l donné ne dépend que de 4 et i, puisqu'il vaut i ’

X ol a, 2 a Z ... 2 a, , et dans cette suite, chaque j apparait au plus
en notant wﬁDvb la composante homogéne de degré 4 de R(A), on a : aHanADVO =1 z £-1 . ’ ?
o e(j+1l) fois.
5 o Gardons les notations précédentes, et pour chaque entier f, notons HM 1'ensembl
Qu..aw wﬁgs = .M H,w i des f premiers e - mondmes de degré 4 (pour l'ordre ci-dessus), vu bien sar

i=o

comme un ensemble de parties de (IN,e) ;3 on a alors :
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THEOREME (cf. [3] , [7D)....
9,f a a.
f L N _ 2 i
A) 3 H& = H&IH ol w&m =\t . SEREETL N Y .

;2 ‘\
& i s le lemme précédent.
les nombres 8y geees a, étant ceux qui sont associés a £ dan P

1

(N,e), et soit C 1l'opérateur (de
)

compression) qui a A associe la famille des H\6 , avec w& = Card D& . Alors

B) Soit A un ensemble de parties de

a(ca) < c(dn)

24
N < f , les f premiers
e

. s . C s
o e degré 4 utilisent au moins les a premieres variables j; si
monomes g 7

L'idée de la preuve du lemme est simple : tant que

a a, +1
hh < f < M , alors parmi les f premiers aosm?mmu certains utilisent
e e
X . Ainsi les £ premiers monomes comprennent tous les mondmes de degré 4 en
+
22
~ ‘
va...uxm , et des produits de monomes de degré {-1 en qu...vwa par Nmb+u .
‘ % A N
Mais il s'agit surement des f- . premiers monomes de degré 4-1, toujours a
° ! %4
cause de la fagon dont l'ordre a été défini, Si f- P 2 i1 , cela signifie
e e
que tous les mondmes de degré £-1 en Npu...wxm apparaissent ainsi, on pose
£
a, 1 = m& , et 1'on va regarder les mondmes de degré 4-2 , dont on fait le produit
avec Nm , et 1'on continue ainsi. L'égalité se reproduit bien au plus mﬁwb+Hv
a
£+1

fois, et par récurrence on obtient le lemme, et le méme type d'argument prouve

ltassertion A) du Théoréme.

Pour l'assertion B), souvent appelée "Théoreme de Kruskal-Katona" on renvoie

a [3] et [7]..

Remarque.- Si 1'on note w|H l'application qui, & une partie de rang fini (V',e!)
de (V,e) associe l'ensemble des parties de (V,e) de rang r(V',e')+l1 telles
que (V,e) en soit une partie, une preuve symétrique de celle de B) montre aussi
que

3 e 2 cd M
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-1
3,” f
. -1 £ _ T4 T
tandis que 3 Hh = Hh+H
a a
-1 4 i
wh f=\4q] et i1 .
e e
Corollaire 1.- Une suite d'entiers AwouwHu...“H&w...v est la f-suite d'un complex

simplicial de parties de rang fini de (IN,e) si et seulement si pour tout £21, on

a

w& %h < thp (resp. f <3, £,

L+1 L T2

En effet, étant donné une suite satisfaisant cette condition, la famille A, = I 4

£ £
est un complexe simplicial d'aprés la partie A) du Théoréme. Inversement, &tant
) %48y Ty
donné un complexe simplicial A, CA, =1 et donc on a I C Cc(3)) cc(a )=I
£ £ 4-1 = - £-1"" "4
d'ol le résultat.

Corollaire 2.~ (Stanley [21], inspiré par Macaulay [14]).- Soient k un corps,

et H: N = N une application. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) I1 existe une k-algébre graduée de type fini R avec wonWA et engendrée

par ses éléments de degré 1, ayant H pour fonction de Hilbert.
ii) Il existe un escalier E dans un anneau mepu...uxmu tel que . H(4)

soit le nombre d'éléments de degré 4-1 dans E

ii)' Il existe un ensemble fini V et un complexe simplicial A dans

= H(L)  (L=0) .

(v, +2)

tel que card >b|p

c c
sk £ i .
iii) Posant, pour tout £, H(4) HA& +oa.. F ww avec c,>¢, ,>...>c, z i,
c, +1 c + 1 c, + 1
£ 4-1 i
H(4+1) < 841 R Feeetlin

1) Une k-algébre R comme en i) est quotient de thpw...uxmu par un idéal homo-

géne I. On va lui associer un escalier dans Xﬁxpu...uxau comme suit : Posons

EHHH ; et supposons avoir défini EHV...uaw 3 on définit Ew+H comme le plus petit

monome dont l'image dans R est linéairement indépendante des images de m

IERRETLN
Si un tel élément n'existe pas, la construction s'arréte 14. La collection des Ew
est un escalier ayant la propriété voulue en ii). Le reste résulte de ce qui
précéde, en remarquant que 1'inégalité de iii) équivaut bien a wMHH& 2 Hb+H dans

le cas e = +o
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§ 2. Polytopes et variétés toriques

On montre (cf.
) [5] ou [13] ou [17]) que 1'on obtient ainsi tou 1
T-équivariants du tore § les plongements

T dans des variétés
normales., De plus on a i
plongements T-équivari i N
q ariants uwu Ind xM. si et seulement si, pour tout o€y, il exist
s e

0'€X' tel que o0 C g’

2.1 Algébres associées 4 des cones et varités toriques. (D'aprés [5], [13], [17D)

Notons M un Z-module libre de rang d, considéré comme le réseau entier de
El

2 d ‘ s 3z . un tel mo i .
Mp = M QNH =R , et N=Hom, (M,Z) le Z - module dual, considéré comme le ré- C o = C o . rphisme est propre si et seulement si
= e . .
at a* & Gres ) xM est compléte si et seulement si C G = 5@*
seau entier de l'espace vectoriel dual R . Soit 0 C R un cdne convexe poly- o€S -

hédral rationnel, clest a dire qu'il existe un nombre fini de formes lineaires \su.. 3 2.2 La construction (cf. TL“ _Hmu.“_ o _“mmuv

N Q* . .
4 coefficients dans @ , telles que 0 = fu€mr \bwﬁcv = 0 pour tout i}, et soit
m & d v

R Soit
c R® 1le dual convexe de ¢ , c'est a dire {x€R /u(x)20 ¥u € ¢}; l'ensemble O ¥ (resp. xzv

1'ensemble des com acts convexes de R b g de eux u
A

P esp. o4 qul

sont 1 enveloppe convexe d'un nombre fini de points du réseau entier M On mu t

v . ni

- a¥
s soit H : R - |

est encore un cdne convexe rationnel, et grace au lemme de Gordan le sous-monoide de 1 i
M e la topologie de Hausdorff. Pour tout K € X

la fonction d appui de K définie par H(u = inf u(x S s K
’ M
. i K est dan
x€K
fonction d appui est linéaire par morceaux, c'est a dire qu'il existe un eventail
*C. m tel ue pour tout Qm.P , 11 existe m M el que EA
€ q P t € t u)

v s

N M de M est un monoide de type fini. En fait, l'application ¢ = O N M définit
. d¥

une bijection de l'ensemble des cdnes convexes polyhédraux rationnels de R qui
, a* -

ne contiennent aucun sous-espace linéaire de R sur 1'ensemble des sous-monoides

sa

fini de M qui O:.@mn:wﬂ.mw:.ﬁ le group a A
ipe M (o . 1
1 il P a K Etant d
IR ]

1 P

; ¢t tel que tout

Dang toute la suite, nous dirons "cdne!" pour ''cdne convexe polyhédral rationnel.

S

dans X . . . P
M il existe un unique éventail T  adapté & tous les K

s

Etant donné un corps k, on notera k[& N M] 1ralgébre du monoide FN M, clest &

1

o)

autre éventail adapté a tous les K

5 soit une subdivision de I

° .81 X est

. . ~ - -1 .
dire la sous-algebre de 1'algebre WT\D = Wﬁxu uNH ,...Lna,xm 1 au groupe M qui est a
adapté, et si un de NP
. » s Kw est d'intérieur non vide, aucun des o € ne contient d
a nt de

v
engendrée par les Eozwamm dont 1'exposant appartient a © N M . Puisque m« NM est
sous-espace linéaire.

monoide de type fini, la k-algébre k[& N M] est de type fini, et définit donc une 2
Te = .

variété algébrique affine X = Spec W_HM N M] sur k. On obtient en particulier ainsi, nons k =€ , et soit I un éventail adapté & K
IS a* H“...LA . Pour chaque
en prenant les cones G ne contenant aucun sous-espace linéaire de R , toutes les

ic€ ﬁn_,u Luu et P
» c_€x notons L
(o3 » 1,a le sous eﬁqa N M] - module de (M)

variétés algébriques affines normales X contenant comme ouvert de Zariski dense le engendré par les mond) t
* d mes m tels que u(m) =
tore T = (k) et telles que l'action de T sur lui-méme par translation s'étende . ) m»?& pour tout chQ , ou H, est la
onction d'appui de K . i
. . Puisque H,(u) = u(m
i i ( munv ?mquv\r.

en une action algébrique de T sur X. est précisé £1
émen e

v i,
: cio N - < 3
o . v ) L o M] module monogéne engendré par m Les L
Remarquons qu'une inclusion de cdnes Qp < o.m. équivaut a o.H n-=> QN M quia i i,a ° i, se recollent en un
. - alsceau inversi
L. . . . . . L ible L, de O, - modules, qui est engendré .
son tour équivaut & un -morphisme xo. .vaq , qui est birationnel si o.H NM et xM 9 ré par ses sections glo-

bales, admet une i
. 1 2 ’ action de T, et une base T-homogéne de EocnM L) est . )
S, N M engendrent le méme groupe. (g ] en bijection

avec l'ensemble des m pou
mz tels que CAE 2 H, (u t t
v .A v r ou Cm“_w , c'est a dire

On dit qu'un. sous-ensemble &' S 0O est une face du cone o , et l'on note 0'<0 s ,
N ’ o N'M . Ainsi ls donnée de la variété torique X, et du O d
) - module

%

P alors que la donnée de &

si il existe m&M  tel que u(m) 2 0 Vu€o et o' = {ucs / u{m)=01}. L
T-équivariant et inversible L

i détermine K

méme

Définitions 3.- Un éventail T est la donnee d'un ensemble fini de cdnes mqnwpm> dans le cas p=1 , ne détermine que les faces de K. "3 xM ?
ax donné e K. "a translation preés" ; 1
. f} € t onnée de L. & H > L i 5 la
dans R tel que toute face d'un cdne QQ est un cdne Qm , PEA, et pour 5 equivaut a la donnée des positions des faces de K
tous les couples (a,B) € A XA, o, n Qw est une face de O, et de o._w . i

On appelle variété torique associdée 4 T la variété algébrique xM_ sur k obtenue

en recollant les variétés algébriques affines xQ (a€A) le long des ouverts xQ Ao, *
o a B
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2.3 Le dictionnaire

Soient NH....uNﬁ dans xz , Z un éventail adapté et X = xM . On suppose que
WH est d'intérieur non vide. On rappelle qu'un polytope P est simplicial si
toutes ses faces sont des simplexes. On note ﬁw = WWAwV le nombre des faces de

dimension i

.

du polytope P, et l'on remarque que, quitte a raffiner le réseau

entier, on peut approximer arbitrairement P par un polytope K € xz tel que

HWAW.V = Hwva pour tout i . Par ailleurs, tout polytope peut &tre approximé arbi-

trairement par un polytope simplicial. Un polytope est cosimplicial si son éventail

o

faisceaux inversibles de QWnEonchm HHu...“H »

est formé de cdnes simpliciaux.

On rappelle que, étant donnée une variété algébrique complete X , et des

la caractéristique d'Euler -

P
v v
p . 1 , .
Poincaré cohérente xnxuhu ® ...® rﬁvv est un polynome de degré d = dim X en
d
: : d- N .
<Hu...“<v . En particulier, xAxar<v = deg L WA + 0(v Hv oi deg L est un entier.

On définit les degrés mixtes de rp et rm

v a i a-i

v d
1 2
d 1t i d L ®L = . .
ans expression eg L, 5 wm il S5 Y1 Vs

A)

1)
2)

.uv

L)

Propriétés de X

X
H

o

et des L, . (draprés Demazure [5], et [13], [ 4D

1

est une variété compléte et normale.

quqrwv = 0 pour j=1 (et rw est engendré par ses sections globales).

(D'aprés Ehlers [6] et Danilov [&]) : Si p=1 K est simplicial et ¥ = Mo
2k d i-k i
dim; H (x,0) = .m (-1 (o) 244
i=k
\ X . . . 2k+1
ou wu est le nombre de cdnes de dimension j dans X , et dim H (Xx,8) =0
(0 = k).

Si P est cosimplicial, et ¥ =X , chaque

° QQ est un cone simplicial, et l'on

vérifie alors que xq est quotient d'une variété affine non-singuliére par
a

un groupe fini d'automorphismes (cf. [4], 2.6.2). Si 1l'on sait de plus que X

est projective, c'est une V-variété projective, et donc d'aprés un théoréme de
R

Steenbrink ([24), 1.13) X satisfait le théoreme de Lefschetz vache, c'est a

2
dire que si L € H (X,Z) est la classe d'un diviseur ample sur X, pour tout
g€NN 1rtapplication ® — 2N ¢ induit un isomorphisme de mdlnﬁxuev sur
+
o aﬂx.ev. De plus, X satisfait aussi la dualité de Poincaré. [Le point ici
~ T o

est que pour une résolution des singularités X = X , notant j : X =X

2

1'inclusion de la partie non-singuliére x° de X dans X, et DM = 3% D.o
. X

78
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(complexes de De Rh ' :
am) , d'une part Dx est encore une résolution de € , et
' \I\. —~ - . -
d'autre part Dx £ @( - Steenbrink démontre alors que la suite spectrale
X
d'hypercoh i Pd - 49 p*a égéné
yp omologie mH H Axummv = H (X,0) dégénére en mH comme dans le

cas non-singulier].

, R
(Drapres [4], v 10, et Remarque 10.9) : Si le polytope P ast cosimplicial

) . i % d .
z Mo » l'algebre graduée de cohomologie est H (X,O) = & mNHAxwev (ot
oi i=o
deg B°' = i) et est & 816
est engendrée par ses éléments de degré 1. (En fait, toute la

cohomologie de X est algébrique) .

Voici quelques points du dictionnaire (k=€) . Les K. sont dans K
i M

est adapté ; X = xM . On suppose que NH est d'intérieur non vide,

et T le

K. = mawW pour un i>1

. L =
i i ON

Base T-homogéne, sur € de

Ensemble des xmm M (vEWN) tel que
o, e
i J

Ky #xeky (1,520,

En particulier :

1
K. N{=M : (
i m< } Base T-homogéne de moAer%v
i
Homothétie et addition
v v
K., + 1

v, K, <Nﬂu A<H.<N € IN) L@ rum

Fv(v K_+y_K HNM)
Vol(v.K.+v K )=li 171 "2 1 v k¢

1Ky uv HwM 3 g7 deg L.° ® L.2
v v - . J

<o~camw mixtes de (K L é i

( quuv. I % (degrés mixtes de Abwuhuvv

=z
o FH ® ...® rm est ample
p=1, Le polytope K est cosimplicial L est ample et X est recouvert par
L=z
° des ouverts affines T-invariants
admettant des reveétements finis
T-équivariants non-singuliers.
-1 . o . _ L% i
p=1, K est MOmHEvHHnHmH et =235, :w = Qwaa mmquuav
~ R
=h (K = = (-7 ¢ : i
5 unwa 1) AwV Hu (Résulte du point 3) de A) et du fa
que f . (p) = a ).
£5= 2,00 (£ =1,£.=1) et 0sisd . J a-5
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La Conjecture de Mc Mullen

§ 3.

Soit P un polytope simplicial convexe. On étend la f-suite de P en la suite

3 = = t 1 bre des faces de dimen-
Ale“Ho“HHv...uhﬂlpuH&v ou f, ﬂl» 1, et &w est le nombre
sion 1 de P . Posons
i fd-j 1o
h, =h (P) = % . (-1 £, (0si<d)
i i R d-i j-1
J=o
et @H = 5w+H - UM .

Mc Mullen avait conjecturé (cf. [15]) qu'une condition nécessaire et suffisante

pour que, étant donné AHOQ...“wmlpv il existe un polytope simplicial P tel que

£.(P) = Hw et que les trois conditions suivantes soient vérifiées par la suite des
1 1
g. dérivée de celle des Hw comme ci-dessus :
i
a+1
= - o<is<[—]-1
W 9 % 94-i-1 ¢ [
X d
(2) 9. 20 osis<[3]-1
i
-1 R d
< <is[3]-2
(3 941 %41 9 (0<is=<[]-2
(o W|H a le sens donné au § 1 , avec e = +)

Montrons, d'aprés Stanley ([20]), que ces conditions sont nécessaires.

Puisque P est un polytope simplicial, on peut bouger un peu ses sommets sans

changer les f_ (P) et se ramener au cas ot P € KZ pour un choix convenable du
i

da : s s saz ; _
réseau entier M dans IR . On peut donc associer a P une variété torique X = xM
[}

comme ci-dessus.
{fu muﬁm\chv <1 VxE€FP} P , qui vérifie les

(P) . La symétrie des conditions 1) & 3) ci-dessus fait que

Soit P¥* = le polytope dual de

égalités mwﬂm*v = ma|~|w
P les satisfait si et seulement si P* les satisfait, et 1'on peut donc supposer

que P est cosimplicial. Posant X = NMo , on a d'aprés le dictionnaire 1'égalité

et la dualité de Poincaré sur X donne 1). On va montrer

Soit L € H2(X,T)

~

R, () = hy_; (B%)

tanément (2) et (3) comme ceci :

simul-

la classe d'une section hyper-

plane. Grice au Théordme de Lefschetz vache, la multiplication par L est une injec—

i . d
tion mwwﬂx.av — mNF+mAN.sv , pour 0 <1< HMH -1.

d d . .
. . 2 N P 21
Soit A= @ A, 1'algébre graduée @ H  (X,I), ot les éléments de H ont le
i=o . i=o
degré i . Comme nous avons vu plus haut, A est engendré par ses éléments de degré
1 . Soit I 1'idéal (homogéne) de A engendré par L et >mau et soit R = A/T ..
+1

2
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di 3*
e 951

..rd N . sz .. sz
On a ww = AHmHmﬁva d'ou aussitdét 1'inégalité (2). L'inégalité (3)

résulte enfin du Théoréme du § 1.

Remarque.- Il était connu (cf. [8]) que les équations (1), appelées équations de

Dehn-Somerville engendrent toutes les relations linéaires

entre les £ (P) pour
i

un polytope simplicial P .

Pour montrer que la condition est suffisante, Billera et Lee dans [2] utilise

le fait que, si les mwﬁﬁv satisfont 1), 2), 3), d'aprés le théoréme du § 1, la

suite (H(0), ..., H(d+l)) provient d'un escalier de mondmes, od H(i) = h, pour

i

. d . a o .
0sis ﬁwu et H(i) = 0 pour me+HMWMQ+H . Ils en déduisent qu'un certain sous

polytope ¥ de dimension d, dont la construction est trés ingénieuse, d'un poly-

tope enveloppe convexe de H(1)+d+1 Nu...“ﬁa+p
d+1

2 la suite donnée pour f-suite (comparer & [16} et [22]).

points distincts sur la courbe (t,t

dans 1R

§ 4. Les inégalités isopérimétriques. (Voir [25], [26], [11 D)

Reprenons les notations de 2.2, et soient K, et K_ dans X

1 2

2<i<a ,

. On se propose de

démontrer les inégalités <m =z v, v, R
i-1 i i-2
d

entre les volumes mixtes de K

1
d i
AwV VoYY

P d-i
et NN , définis par <0HA<HNH + <Nwmv = 5 .

1=0

Puisque les volumes mixtes sont des fonctions continues sur X X X , et que 1'on

peut approximer arbitrairement les éléments de X par des &léments de X , en

M

t

1 e NN dan
2

xz . D'aprés le point 6), il suffit de prouver les inégalités S, 4 z s; 8,

prenant M assez serré, il suffit de prouver les inégalités pour K

les degrés mixtes de deux faisceaux inversibles bH et rm

sur une variété algé-
brique projective X , qui sont engendrés par leurs sections. Pour i fixé, en

coupant par des hypersurfaces de
L, et L
1 2
exactement le théoréme de 1'index de Hodge sur la surface. Des inégalités, dites

X définies comme zéros de sections générales de

; on se raméne au cas ol X est une surface, et 1'inégalité est alors

"quadratiques" ci-dessus, on sait depuis Minkowski tirer les inégalités

Q mlw
v, 2 Vv
i o

la boule unité de “_wa , et

1
un convexe compact, on calcule facilement Va1 T w Vol (3K)

<M ;, et en particulier, prenant pour K

pour K , et prenant

9 Vo1 (B) Vol (k)

Shepard a montré dans ([19], th. 4) que toute suite de nombres A<ou...v<mv vérifia

i=d-1, il vient 1'inégalité isopérimétrique classique <0HAwﬂva 2 d

était la suite des volumes mixtes d'un couple de convexes K, ,K

1772

% i-2
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Dans le cercle d'idées de la théorie de Hodge, parce que reposant sur le théo-

réme d'existence de Riemann, on a aussi le résultat suivant : soient X une
surface projective, H un diviseur ample sur X et D un diviseur (de Cartier)
. - 2
sur X .81 D.H>0 et UN > 0 , pour vy assez grand dim _cc_ > £y avec £&>0 . (1]
A 1'aide des points 2) et 5) du dictionnaire ce résultat se traduit dans la théorie
des convexes compacts de R?Z comme ceci (cf [26]) : soit
5 = . c a4 translation prés}
%AWN 3 ﬁpv Sup{r/r NH I.WN
La]
Alors on a l'inégalité
2
vV, Vv v 3]
171 o 2 \ _ - -
HAWNMWHV 2 - (ou v, = Vol Wm ) Vg Vol 1
2
[4]
et <H est le volume mixte nouveau de xp et RNV.
En particulier le rayon r du plus grand disque inscriptible dans un convexe [s5]
. 2 .. L - )\mmL:.nm
de surface S et de périmetre L dans R vérifie r 2 —_— hmu
Ces résultats étaient déja connus, démontrés bien sOr par des méthodes diffé-
L7]

rentes (cf [28]).

Lel
[e]

[10]

[11]
[12]

(13]
[14]

[15]

[16]

[17]
[18]
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Séminaire BOURBAKI 566-0

33e année, 1980/81, n° 566 Novembre 198

ALGEBRES DE LIE, SYSTEMES HAMILTONTENS,
COURBES ALGEBRIQUES

[d'aprés M. Adler et P. van Moerbeke ]

par Jean-Louis VERDIER

Des physiciens [3] [8] et des mathématiciens [5] [6] [9] ont étudié ces d
niéres années, des systémes mécaniques associés aux algébres de Lie semi-simples. I.
s'agit de systémes de points pesants situés sur une droite et soumis & des potentie!
trés particuliers. En utilisant systématiquement certaines algébres de Lie de dimen-
sion infinie, Adler et van Moerbeke proposent [2] une autre approche de ces systéme
leur permettant d'utiliser & la fois les techniques d'algébres de Lie et la descrip-
tion des flots hamiltoniens & l'aide des jacobiennes de courbes algébriques introdui]
tes dans [4] . Ces techniques leur permettent de traiter aussi certains problémes
classiques tels que le probléme de Von Neumann, le probléme du flot géodésique sur
un ellipsoide et le probléme des mouvements de la toupie dans le cas d'Euler-Poinsot
ou de Lagrange. Rappelons que c'est, dans un autre contexte, en utilisant une algébz
de Lie de dimension infinie qu'Adler propose [1] une interprétation des fonctionnell
intervenant dans 1'étude de 1'équation de Korteweg - De Vries.
A titre d'introduction & ces travaux et d'illustration, nous allons montrer

comment ces considérations s'appliquent au cas classique et relativement facile des
mouvements de la toupie. Nous renvoyons aux mémoires cités pour les études complétes

et systématiques.

1. Les équations d'Euler

Soit S wun solide, mobile autour d'un point fixe O , de centre de gravité G
de masse totale | , placé dans un champ de pesanteur de vecteur unitaire Y et
d'intensité -~g . Notons I la matrice d'inertie de § : c'est un automorphisme symé
trique positif séparant de l'espace mobile V attaché au solide. Posons £ = tm.mm
C'est un vecteur fixe de 1l'espace mobile V . Le vecteur % et l'automorphisme I
sont les données permettant d'écrire les équations du mouvement de S .
Pour écrire ces équations, introduisons le vecteur rotation instantande  de
S et le moment cinétique M et considérons et M comme des vecteurs variables
de l'espace mobile V . On a

1.1

M= TI(Q)
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