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1 Présentation

Cet article est, avec ceux de Whitney ([Whi1], [Whi2]) et celui de Mather
([Ma2]), un des textes fondateurs de la théorie des stratifications et de ses ap-
plications à l’étude des propriétés des applications différentiables ou analytiques
”génériques”. Il est la mise en forme et la généralisation d’idées déjà présentes
dans deux articles de 1962 et 1964. Il est intéressant de noter qu’il se place
d’emblée dans un cadre très général en expliquant comment représenter n’im-
porte quel morphisme f : X → Y d’espaces topologiques comme une rétraction
sur un bord d’un espace auxiliaire M(f) dépendant fonctoriellement de f . Cet
espace apparâıtra par la suite comme un ensemble stratifié à deux strates.
Ensuite Thom explique comment généraliser le théorème de fibration d’Ehres-
mann aux morphismes différentiables non nécessairement propres au moyen de
”fonctions de contrôle” et introduit la notion de ”surmersion (ou submersion)
contrôlée”. Ce n’est qu’ensuite, dans le C de la section 1, que Thom développe
la théorie générale des ensembles stratifiés et de leurs morphismes, introduit la
notion capitale de morphisme sans éclatement (qui deviendra la condition af ),
et démontre les théorèmes d’isotopie par la construction de champs de vecteurs
contrôlés. La démonstration, très ingénieuse mais très technique, sera simplifiée
par Mather ([Ma2]). Jusqu’ici, un ensemble stratifié est une réunion de variétes
différentiables satisfaisant des conditions d’incidence exprimées en termes de
submersions contrôlées. C’est dans la seconde section, intitulée ”Théorie eu-
clidienne” qu’est fait le raccord avec les conditions de Whitney, en montrant
(Théorème 2.B.1) qu’une réunion compacte de strates proprement plongées dans
Rn et satisfaisant les conditions de Whitney (une telle réunion est appelée par
Thom W-objet), est un ensemble stratifié au sens de la section 1. Ici les condi-
tions sur les voisinages tubulaires des strates permettant de construire un ana-
logue pour un sous ensemble stratifié d’un voisinage tubulaire apparaissent et ils
joueront un rôle encore plus important chez Mather. Un théorème de transver-
salité (Théorème 2.D.1) et des résultats sur les stratifications sans éclatements
de certains morphismes entre W-objets apparaissent ici. La troisième section
a pour but de montrer que non seulement les ensembles semi-analytiques de
 Lojasiewicz, mais aussi ceux que Thom nomme ensembles PSA (projections de
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semi-analytiques compacts, aujourd’hui nommés sous-analytiques) peuvent être
munis de structures de W-objets, et d’étudier quand des morphismes entre eux
peuvent être, au prix d’un raffinement, des morphismes stratifiés. La quatrième
section donne des indications sur l’utilisation de la théorie des ensembles et mor-
phismes stratifiés dans l’étude locale des applications différentiables, notamment
dans la construction d’une stratification canonique de l’espace des jets J(n, p)
en vue de démontrer la conjecture selon laquelle le sous-espace des applications
topologiquement stables soit dense dans l’espace d’applications propres entre
deux variétés différentiables. Ces idées seront ensuite dévelopées et clarifiées par
Mather ([Ma1] et [Ma3]) et par Looijenga [Lo], qui ont démontré la conjecture
de Thom, puis simplifiées par du Plessis [D].

2 Commentaires

1. Une nouvelle démonstration du Théorème 1.D.1 a été donnée par Johnson
dans [J].

2. On trouve page 270 l’affirmation que la condition (t) imposée sur les
strates d’une stratification implique l’ouverture de l’espace des applica-
tions transverses aux strates de la stratification. Ceci est vrai pour des
stratifications semi-algébriques (ou sous-analytiques) mais est faux en
général (voir [Tr1], [Tr2]).

3. Les ensembles PSA du Chapitre 3 sont en fait les ensembles sous-analyti-
ques dont la théorie, pressentie par Thom et  Lojasiewicz, a été faite
ensuite par Gabrielov dans [G] par la méthode des projections et Hironaka
dans [H] par des méthodes issues de la résolution des singularités.

4. La démonstration des théorèmes d’isotopie sera reprise et simplifiée par
Mather dans [Ma1] et [Ma2].

5. Utilisant une condition de régularité un peu plus forte que les condi-
tions de Whitney dans le cas des stratifications sous-analytiques, mais
équivalente en analytique complexe [Te], Verdier a démontré directement
le premier théorème d’isotopie analogue [V].

6. En ce qui concerne le premier théorème d’isotopie dans le cas analytique
complexe, on peut souligner qu’il est une version affaiblie du théorème
de fibration conjecturé par Whitney dans [Whi2]. Ce théorème a été
démontré parmi d’autres résultats d’équisingularité dans [P-P].

7. Une conséquence du premier théorème d’isotopie est la trivialité topolo-
gique locale d’un espace analytique complexe le long d’une strate d’une
stratification de Whitney. Il est connu (voir [B-S]) que la réciproque est
fausse. La théorie des variétés polaires locales a permis de démontrer
dans [L-T] que les conditions de Whitney pour une strate S d’un espace
analytique complexe X ⊂ Cn le long d’une strate T ⊂ S équivalent à
la trivialité topologique locale le long de T de S et de toutes ses sec-
tions (localement) par des sous-espaces non singuliers contenant T et
”assez généraux”. Par ailleurs la même théorie a permis de prouver dans
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[Te] l’existence d’une stratification de Whitney d’un espace analytique
complexe qui est minimale en ce sens que toutes les stratifications de
Whitney de cet espace en sont des raffinements. Il est montré dans [G-T]
que le degré de la variété duale d’une variété projective peut être calculé
à partir de la topologie de cette stratification et de ses sections linéaires
génériques.

8. Page 263, dans la définition des conditions (B) et (B′) il faut remplacer
y′y par y′x.

9. Page 284 on trouve la conjecture selon laquelle ”Un jet non déterminant
admet toujours une infinité de réalisations ayant des types topologiques
différents”. Un contre-exemple a été donné par S. Koike et W. Kucharz
dans [K-K] puis une explication a été fournie par T-C. Kuo et Y-C. Lu
dans [K-L] en utilisant la théorie des stratifications.

10. Les applications de la théorie des stratifications à l’étude de la stabilité
des applications différentiables suivaient la maxime de Thom : Toute in-
stabilité topologique est due à un manque de transversalité (sous-entendu :
à un ensemble stratifié), et cela a donné naissance au concept de stratifica-
tion canonique de l’espace des jets avec l’idée que le manque de généricité
ou de stabilité d’une application était due à la non-transversalité de son
jet à cette stratification, et que le Théorème de transversalité assurait la
généricité des applications stables. Les choses se sont avérées plus com-
pliquées comme l’ont montré les travaux de Mather ([Ma1], [Ma3]). Un
exposé complet de cette idée, des difficultés qu’elle a rencontrées et de
ses prolongements se trouve dans l’ouvrage de référence [D-W].

Au delà de ces applications à la stabilité, la catégorie des ensembles
et morphismes stratifiés était pour Thom la géométrie modérée que les
géomètres souhaitent. Le développement ultérieur lui a amplement donné
raison en montrant que des outils essentiels pour l’étude de la géométrie
des variétés pouvaient être étendus aux ensembles et morphismes stra-
tifiés. Par exemple, les ensembles stratifiés sont triangulables (voir [Go],
et [Sh] pour la triangulation des morphismes stratifiés sans éclatement),
et on peut développer pour eux une théorie des intersections (voir [Go2])
et une théorie des fonctions de Morse (voir [G-M]), surtout effective pour
les espaces analytiques complexes stratifiés. Dans le même cadre ana-
lytique complexe, Marie-Hélène Schwartz a développé une théorie des
classes caractéristiques pour les espaces analytiques complexes singu-
liers basée sur l’indice des champs de vecteurs radiaux associés à une
stratification de Whitney. Une théorie équivalente (voir [B-Sc]) a été
développée par R. MacPherson dans [M] d’un point de vue différent. En-
fin, la première construction de l’homologie d’intersection, théorie (co)hom-
ologique de l’intersection pour une variété singulière qui satisfait la dua-
lité de Poincaré, utilisait un analogue dans le monde PL des stratifications
de Whitney (voir [G-M2]).

Dans un autre domaine, depuis les travaux fondateurs de Kashiwara sur
les espaces de solutions de certains systèmes différentiels linéaires (voir
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[K1], [K2]), la théorie des stratifications de Whitney joue un rôle très
important dans la théorie des D-modules et des faisceaux constructibles.
Une présentation assez récente de cette dernière théorie et de ses rapports
avec les stratifications se trouve dans le livre [S], qui commence par une
généralisation aux faisceaux constructibles du théorème de Sebastiani-
Thom (voir la référence [69] dans ce volume).
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