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Introduction

On trouvera ici un premier apergu sur certains invariants discrets des singularités
analytiques complexes, invariants dont la totalité se laisse représenter par un
«grand polygone de Newton» (cf. § 6) que I'on peut associer & chaque singularité.
[Mais qui, pour une courbe plane, n’est pas du tout son polygone de Newton au
sens usuel.]

Bien que la raison originelle d’introduire ces invariants soit technique (cf.
théoréme 4 ci-dessous), il s’est avéré a posteriori que certains d’entre eux appa-
raissent de facon trés naturelle dans divers problémes et en particulier, pour une
singularité isolée d’hypersurface f(z, ..., z,)=0, on peut lire sur le polygone de
Newton mentionné ci-dessus les taux d’évanescence des différents points critiques
quadratiques d’une morsification t = f +a z, générique de f, en fonction du para-
métre de morsification a. On peut aussi lire sur ce polygone le plus petit entier N
tel que toute fonction g dont le développement de Taylor ne différe de celui de f
que par des termes d’ordre = N +1 soit topologiquement (ou équisinguliérement)
équivalente a f (cf. théoréme 8 ci-dessous) et on peut encore y lire divers exposants
de Y.ojasiewicz, ainsi que la suite u* des nombres de Milnor des sections planes
génériques de notre hypersurface. Par ailleurs, d’'une part ce «grand polygone de
Newton» est un invariant d’équisingularité (cf. théoréme 6') et d’autre part, on
dispose de premiers indices sur la fagon dont il décrit la géométrie de la singu-
larité; on peut par exemple caractériser en termes de ce polygone les singularités
isolées d’hypersurfaces équivalentes (pour une certaine relation d’équisingularité)
a des singularités du type de Pham-Brieskorn: z3°*! + -+ zi»*1=0. Enfin, ce
polygone est trés «calculable».

La construction est ici entiérement présentée dans le cas particulier des singu-
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larités isolées d’hypersurfaces, qui est plus simple de ce point de vue et permet
déja de présenter les idées principales. Dans un prochain travail j’étendrai la
théorie au cas général et la, les variétés polaires autres que les courbes joueront
leur vrai réle.

Je ne parle pas ici de la filtration de 'homologie évanescente relative décrite,
comme il est expliqué dans [I.E.P.] 3.6.4, par les invariants {e,/m,} étudiés ici.
Jespere revenir sur ce sujet et renvoie le lecteur, en attendant, a [L.E.P.] ou, pour
le lien avec la monodromie, & [L] aprés avoir lu le théoréme 6” ci-dessous. Sauf
pour la terminologie, je n’utilise d’ailleurs pas ici 'identité constatée par Lé Diing
Trang et moi entre la courbe I' qui me servait d’intermédiaire essentiel de calcul
dans [C.E.W.] chap.Il, § 1, et la courbe polaire, dont 1'usage était proné par
Thom dans I’étude de la monodromie relative. Mon but ici, comme dans [C.E.W.],
est la construction algébrique d’invariants de la géométrie «a équisingularité
prés», et non d’invariants de nature topologique ou cohomologique. Bien sir,
le lien entre les deux points de vue présenterait un grand intérét, et en particulier
un lien précis entre les invariants introduits ici et la monodromie; de plus, cette
étude algébrique s’est trouvée fort encouragée par son raccord avec le point de
vue de Thom, et de nombreuses discussions avec lui. Je 'en remercie beaucoup.

Je remercie vivement Michel Merle dont le beau résultat pour les courbes
planes, cité au §5, m’a conforté dans mon optimisme concernant I'intérét des
{e,/m,}. Drailleurs, ce résultat, joint au théoréme 9 ci-dessous, montre comment
Pon peut, a partir du polygone de Newton d’une section plane générique du dis-
criminant de la déformation miniverselle d’un germe de courbe plane irréductible,
reconstruire explicitement la courbe & équisingularité prés: si 'on veut, c’est un
exemple de «reconstruction du centre organisateur» au sens de la théorie des
catastrophes de Thom (voir [T] et [T,]).

Une partie de ce travail a été effectuée a Harvard en Avril et Septembre 1974, avec l'aide du
NSF GP 362-69.

§ 1. Introduction des invariants (e,, m,)

Soit f(zg, ..., 2,)=0, fe0,, ~C{z,, ..., z,}, une équation pour un germe d’hyper-
surface a singularité isolée (X,, 0)=(C"**, 0). Soit U un voisinage de 0 assez petit
pour que f converge, et que je me permettrai de plus de rétrécir arbitrairement

(—6’:, ﬂ)eu idéal

plus bas, et enfin soit n: Z — U l'éclatement de 'ideal -
Zq 0z

qui sera noté 7 (f).

La description de Z comme adhérence dans U x IP" du graphe du morphisme
% 8
U — {0} — IP" défini par (z,, ..., z,)M> (—6(—£ C—f) [qui est bien défini hors de 0
Zy n

S
parce que f=0 est & singularité isolée] nous fournit un diagramme:

n

(44

Z-51p"
|

!

U
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ot G est la restriction & Z de la projection U x IP"— IP". J’appellerai G le morphisme
de Gauss associé a f.

1.1. Proposition-définition. Pour tout entier 1 <i<n et tout i-plan (H, 0)c (C***, 0),
considérons I'ensemble Fy; des points de IP" correspondant a des hyperplans de
C**! contenant H; Fy est un sous-espace linéaire de dimension n—i de IP",
Considérons d’autre part 'ensemble S5 des points p de U — {0} tels que 'hyperplan
tangent en p a ’hypersurface de niveau de f passant par p, définie par f(z)— f(p) =0,
contienne (en direction) H, alors, on a, d’aprés la description ci-dessus:

, (G~ (Fy))= Sy

(fermeture de S dans U). Ce sous-espace analytique fermé de U sera appelé
variété polaire associée a f et H, et noté Sy;.

1.2. Théoréme 1. Pour tout 1 Si<n, il existe un ouverr de Zariski dense V® de la
grassmanienne des i-plans de (C"**,0) tel que si He VY, Sy soit une intersection
complete a singularité isolée, de dimension dimy Sy =n+1—1, et de multiplicité a
Porigine my(Sy)=p? ot u?=u?(X,,0) est le nombre de Milnor de lintersection
de (X,,0) avec un i-plan général de (C"**,0). En fait, on a méme, si HeV®:
W Xo Hy=my(Sy)=(Sy, H)o=p?, ot (, ), désigne la multiplicité dintersection
en 0.

Preuve. La premiére assertion est une conséquence du théoréme de Bertini;
pour I’énoncé sur la multiplicité, voir [C.E.W.] chap. [, § 2, aprés avoir remarqué

que la variété polaire relative @ H: zy=---=z;=0 a pour équations:
of of
A I e e e I e 0
OZi+1 a'Zn

1.3. Considérons maintenant la normalisation n: Z — Z de Z, et soit D gZ_ le divi-
seur exceptionnel du morphisme composé («éclatement normaliseé»)#: Z -5 Z -5 U.

- cf ¢ . . .
D est le sous-espace de Z défini par I'idéal (ﬁ(‘f yeees F_f> - 0z qui est inversible,
CZo "Zn
C \ L of of ‘ o .
puisqu’il est 'image réciproque par r de (9" R ) -, qui est inversible par
<0 fen

la propriété fondamentale des éclatements. A chaque composante irréductible

D, de D est associée une fonction d’ordre vy, sur ¢, ; comme suit: étant donné

he ), , vp (h) est Pordre avec lequel s’annule 7*(h)=ho7 le long de D;, au voi-

sinage d’un point général de D;. Ceci a un sens, puisqu’il existe, par les propriétés

des diviseurs sur les espaces normaux, un ouvert analytique dense et connexe

(puisque D, est irréductible) de D; en chaque point duquel (D;),4 €t Z sont lisses.
Pour un idéal I de @, ., on posera

vp (I)=min vy, (h).
hel

Par ailleurs, il existe un ouvert de Zariski dense Wdu IP" des directions d’hyper-
plans de €"*!, tel que le nombre | des composantes irréductibles de la courbe
polaire Sy soit indépendant de He W, et que de plus, écrivant la décomposition



270 B. Teissier

I
de S, en ses composantes irréductibles Sy = { | I, la suite des multiplicités en 0,
=1
(mo(I); 1=q<]) et la suite des multiplicitgs dintersection (I, Xo); 129 <))
soient également indépendantes de He W. De plus, on a (I}, X))o 2 m (I), ce qui
permet de définir des entiers positifs e, et m, par: m,=my (L)), e, +m,=(I, Xo)o.
La preuve de toutes ces assertions se trouve en fait dans la démonstration du
théoréme 2 ci-dessous, mais en attendant, faisons I'importante:

1.4. Remarque. On a:

1

Y e, =u"P(X,,0),

q=1

4
2, my=p"(X,,0).

gq=1
La preuve est fournie par le calcul de ([C.E.W.] chap. 1L, § 1, 1.2), et 1.2.

Le résultat qui explique 'ubiquité des “a) dont nous parlerons plus bas est:
m, p

1.5. Théoréme 2. Pour un germe d’hypersurface d singularité isolée, avec les nota-
tions introduites en 1.3, on a: L'ensemble de couples d’entiers {(e,, m,)},eq est égal
a Pensemble de couples d’entiers {(vp (/(f)), vp (#2))};ca> OU le suffixe red signifie
que chaque couple d’entiers est écrit une seule fois, méme si le calcul par compo-
of of

santes irréductibles le fournit plusieurs fois, ;(f)= (6 g )~(9,,+1, et m
Zo Zpn

est lidéal maximal de O, .

Démonstration. Le morphisme de Gauss G fait de Z une famille des courbes
polaires, paramétrée par IP" et au-dessus d’un ouvert de Zariski de IP", cetie
famille de courbes a une résolution simultanée, cf. [T,], fournie par Z— Z.
Ceci montre que chaque composante irréductible d’une courbe polaire assez
générale est Iimage dans (C"**, 0) d’un germe de courbe non singuliére dans Z,
transverse au diviseur exceptionnel D, et passant par un point général d’une des
composantes irréductibles de D, que I’on peut donc utiliser pour calculer v, .
Le théoréme 2 se raméne alors & un calcul élémentaire.

1.6. Corollaire 1. La suite (e,, m,),.q ne dépend que de la fermeture intégrale de
Pidéal 7(f), et est donc invariant du type analytique de (X,,0) (voir [C.E.W.],

chap. [, 1.1). En effet, (f)- Oz = 4(f)- Oz (cf. [H]).

1.7. Corollaire 2. Le plus petit exposant 8, (resp. 0,) tel qu’il existe un voisinage U
de 0 dans €"** et une constante C, (resp. C,) tels que Uon ait l'inégalité de L.oja-

siewicz |grad f(2)| Z C, | f(2)|" (resp. |grad f(2)| 2 C,|zI") vaut 91=%, 6,=mn,

ou n=Sup {%—}
q

Démonstration (cf. [L.T.]). Les inégalités sur U équivalent a des inégalités sur Z
puisque 7% est un morphisme propre. Or, Z est un espace normal et 4(f)- 07 est
inversible; sur Z dire que |(grad f)o7|= C|fo7|P" se traduit par une inclusion
(femPe(s(f)om)? puisque sur Z une fonction méromorphe bornée est holomorphe.
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Ceci équivaut encore, puisque sur un espace normal le lieu polaire d’une fonction
méromorphe est de codimension 1 ou vide, a dire que p-v, (f)2q- vy (7(f))

. 1) : 1 q : UD (f) .
pour tout i, et 'on voit que —=-—=min (———) donne le meilleur exposant
6 v, (1) P
8 possible, et donc #, =max (M) =max ( % ) =T d’aprés le théo-
vp (f) e,+m,/) n+1

réme 2. On procéde de méme pour 6,. [Le fait que vy, (f)=uvy, (#)+vp (4 (f))
résulte du calcul fait en [C.E.W.], chap. 1], 1.2 et de 'argument démontrant le
théoréme 2.]

§ 2. Les (e,, m,) et Popération de Thom-Sebastiani

Soient f(zy,...,2,)=0 et g{wg,...,w,)=0 des équations pour deux germes
d’hypersurfaces a singularité isolée (X,,0)c(C"*',0) et (X;,0)=(C™**,0). 1l
importe de remarquer que le type analytique de I'hypersurface de (C™*"*2,0)
définie par f(zg,...,2,)+g(Wg, ..., w,)=0 (addition de Thom-Sebastiani) ne
dépend pas seulement du type analytique de (X, 0) et de (X, 0), mais dépend en
général du choix des équations f et g, i.e. du choix du générateur de I'idéal définis-
sant (X, 0)c(C"*,0) et (X;,0)=(C™*1,0). En effet, si f n’est pas quasi-homo-
géne, soit U(z,, ..., z,) une unité; lhypersurface U(z) f(z)+ g(w)=0 ne sera pas
en général analytiquement isomorphe a f(z)+g(w)=0 au voisinage de 0. Cepen-
dant, j’ai introduit dans [L.E.P.] une relation d’équivalence sur 'ensemble des
germes d’hypersurfaces:

Définition. (X,,0)=(C"*1,0) et (X,,0)=(C"*', 0) sont (c)-cosécantes si il existe
une famille 3 un paramétre de germes d’hypersurfaces dont une fibre est iso-
morphe (X, 0), une autre fibre est isomorphe a (Xj, 0) et qui satisfait en chaque
point la condition (¢) que voici: une famille de germes d’hypersurfaces X < ID
x €+, définie par F(z,,..., 2, t)=0 ou on suppose que les singularités par-

oF . s
courent ID x {0}, i.e. F(0,0,1)=0, — (0, ...,0, 1)=0, satisfait la condition (¢) en 0

si 'on a: oz

i

JF aF JF
) Zn) . (

(c) EE(ZO,... a—zo,,—éz—> (dans C{ZO,...,Z",[}),

n

la barre désignant toujours la cloture intégrale des idéaux. On peut montrer
assez facilement que deux germes d’hypersurfaces a singularité isolée (¢)-cosé-
cants ont méme type topologique, ainsi que toutes leurs sections planes génériques
(cf. [I.E.P] § 2). Réciproquement, une déformation conservant le type topologique
des fibres et de leurs sections planes génériques est une (¢)-cosécance (cf. loc. cit.
et appendice).

2.1. Théoréme 3. La classe de (c)-cosécance d’une hypersurface définie par
f(zos - 2)+8 W, ..., w,)=0 ne dépend que de la classe de (c)-cosécance de
(Xo,0) et (X,,0), hypersurfaces définies par f=0 et g=0 respectivement.

La démonstration est un exercice facile sur la (¢c)-cosécance, et laissée au lecteur.
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Nous noterons [ X] la classe de {c}-cosécance et nous venons donc de définir
une opération que nous noterons: [ X,], {X;]1—{X,]L[X,] Remarquons que
deux hypersurfaces a singularité isolée (c)-cosécantes sont reliées par une famille
d’hypersurfaces & u* constant ([L.E. P.] 2.6) et ont donc méme suite y* des nom-
bres de Milnor des sections planes génériques de toutes dimensions passant par
Porigine ([C.E.W.]). On peut se demander si 'on peut calculer la suite p* de
[Xo] L [X,]a partir de celle de [ X ] et celle de [ X, ]. Nous sommes encouragés par
le fait que C{zg,...,Z5 Woser s Wi }/J(f+ 2)=C{zg,..., 2,3 [ (I@ T {wo,..., W, } /i (g)
et done u™ " 2 ([X,] LIX, =u" D (X,) - a™+D(X,).

Le résultat que voici est la raison originelle de l'introduction des invariants
(egs M)

22. Théoréme 4. Soit (e,, m,),o; (resp. ( f,., 1), o) la suite des invariants associés
{§ 1) aux composantes irréductibles des courbes polaires générales de f(zq, ..., 2,)=0
(resp. g(wp, ..., w,}=0). On a:

p X LIX D)= 3 minegeng fy - my).

(g,q)el >’

(1 (resp. I') est 'ensemble des composantes irréductibles de la courbe polaire générale
de f (resp. 2).]

Démonstration. Choisissons les coordonnées (zg, ..., z,) et {w,,...,w,) de telle
fagon que z,=0 (resp. w,=0) définisse une section hyperplane générique pour
X, (resp. X|). (Ici «générique» a un sens bien précis: un hyperplan est générique
si son intersection avec I'hypersurface a pour nombre de Milnor le nombre de
Milnor d’une section hyperplane genérique, cf. [C.E.W.] chap. II, 1.6.)

Nous allons calculer la multiplicité de la courbe polaire de I'hypersurface
f(zo, ..., z) + 2(Wg, ..., w,)=0 par rapport a un hyperplan de €"*+"*2 d’é¢quation:
(1—4) zo+ 4 wy=0. Cette courbe polaire a pour équations

of . _d _ _°g_,
dz, 0z, 0w, 0w,
A
of dg
———(1-4 =0
;L(?zo ( )OWO

comme on le voit en la décrivant comme adhérence de I'ensemble des points de
Cmto+2 10} ou 'hyperplan tangent a Ubypersurface de niveau de f+g est
paralléle a Phyperplan (1 — 1) zy + 4wy =0.

On peut remarquer que lorsque A varie, ces équations nous décrivent un
systéme linéaire de courbes tracé sur la surface définie par le premier paquet
d’équations, et cette surface n’est autre que S=_Sy, x Sy, ou Sy, (resp. Sy, ) est la
courbe polaire de f (resp. g) par rapport & ’hyperplan z,=0 (resp. w,=0). Or,
pour calculer la multiplicité & ’origine de I, nous pouvons prendre une résolution
des singularités de S, disons p: 8§’ — S, et calculer la somme des multiplicités de
I'image réciproque par p de I'idéal maximal de S, restreinte sur la courbe de §

définie par (»%—(1—/1) aa»fo

) o p, aux points de p~'(0), pourvu que l'inter-
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section de I avec le lieu singulier de S soit réduite & {0}. En effet, dans ce cas, le
morphisme p~!(I;) —I; est biméromorphe, et on peut appliquer la formule de
projection biméromorphe pour le calcul des multiplicités (dans le cas d’une
courbe, cette formule est bien classique, cf. [Se]). Ici, notre surface S a une résolu-
tion des singularités toute trouvée: la normalisation p: S=Sy, % Sy, — S, % Sy, =S,
puisque Sy, (resp. Sy,) est une courbe normale, donc non singuli¢re. En fait Sy,
est union disjointe des normalisations des composantes irréductibles de Sy, et
de méme pour Sy,. Ainsi, [p~'(0)| est en bijection avec I xI' (ou I (resp. I') est
'ensemble des composantes irréductibles de Sg, (resp. Sg,)). L'algébre analytique
de S en un de ces points est C{t,,u,}, ou (g, ¢')el x I’ et le morphisme § — S est
décrit en disant que I, (resp. I;)) est donné dans C"*! (resp. €™ *!) pour une re-
présentation paramétrique z;(t,) (0=i<n) (resp. w;(u,), 0=j<m) et on a donc
ainsi un morphisme €2 - C**™*2 dont P'image est la composante irréductible
I, x I de S. 1l nous faut maintenant calculer la multiplicité de la restriction a la

o ;.08 (W(u,)=0

—(2(1)) — A —
220 Owg

de I'idéal engendré par les (z(t,), w;(u,)). Or, puisque nos hyperplans sont assez
généraux, (Sy,, Ho)o=mo(Sy,)= "" et de méme pour Sy (voir [C.E.W.] chap. 1],
§ 1), ce qui implique que nous pouvons écrire zo (1) =1, z;(t,)=4; 15 ‘1+ - avec
e, k; ;zm,, et de méme wy (u,)=uz?, w;(ug)= pup @ + -- qavec l . Par
ailleurs, le calcul de ([C.E.W.] chap.Il, 1.2) montre que (:;f(zo( t,), ..,z,,(tq))

A "Zo
={- 1574+, avec {eC* et a(g
awg

courbe de €2 (coordonnées t,» i) définie par (1 —4)

g

(wo (uql), e wm(uq,))zf_ . ug',q’ +--- avec feC*,

ou les e,, m, sont bien slr ceux qui ont été définis au § 1. Finalement, nous avons
a calculer la multiplicité de la restriction de I'idéal de € {t,, u, } engendré par
(r77, uz”) a la courbe d’équation

(L= 2) (L (G4 )= A& - ufs 4 ) =0.

Ceci peut aussi se calculer comme multiplicité d’intersection avec cette derniére
courbe de la courbe définie par une combinaison lin¢aire générale de 7', u,?,
cest-a-dire p- 79 —(1—p)-upe'=0. Cette dernicre courbe n’est pas nécessaire-
ment réduite. Cependant on peut paramétrer la courbe réduite sous-jacente et
appliquer le calcul de ([C.E.W.] chap. I, 1.2) pour trouver que la multiplicité
d’intersection cherchée est min(e, - n ., f,. - m,), tant que A=0, L. Arrivés ici nous
avons donc montré

My (I:I) = z min (eq : nq/ ’ .f;l’ ! mq)

q.qYelx I’

tant que zo=0 et w,=0 sont des hyperplans génériques pour X, et X;, et que
A0, 1.
Or les hyperplans de €"*"*2 forment un IP"*"*! dans lequel on trouve un
IP" (resp. IP™) formé des hyperplans dont I'équation ne dépend que des variables
z; (resp. w;). Puisque les hyperplans génériques pour X, (resp. X,) forment un
ouvert de Zarlskl dense de IP* (resp. IP™) nous venons en fait de calculer la multi-
plicité de la courbe polaire associée & une direction d’hyperplan de €"*"* 2
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correspondant & un point HelP"*"*! n’appartenant ni a IP” ni a IP™, et tel que
'unique droite IP! qui contient H et rencontre IP* et IP" rencontre ces derniers
en un point de 'ouvert de Zariski dense des directions génériques. Lensemble des
tels points H contient évidemment un ouvert de Zariski dense de PP™+"*! qui
rencontre donc 'ouvert du théoréme 1, ce qui montre que m,(I}) est bien égal
au nombre de Milnor d’une section hyperplane générique de f(zg,...,z,)
+g(wg, ..., w,)=0, et démontre ainsi le théoréme 4. Notons immédiatement :

2.3. Remarque. Nous avons en fait, au cours de la démonstration précédente,
montré que I'on pouvait calculer les invariants (e,/m,) de [X,]L[X,] et en fait,
en notant E,, M, ces invariants

E € !
ke L
Mr red mq nq’ red
Notons aussi que quand g=w¥, il nous faut admettre que la courbe polaire est €

tout entier, mais le calcul précédent s’applique encore et nous donne:

KO (f (20, 0, 2,) + wh)= 3. min (e, (k—1)- m,).
qel

Remarque. Le théoréme 4 nous montre que on ne peut pas espérer exprimer
um DX 1L (Y ]) a partir seulement de u*(X,) et u*(X,) en général. En fait

2.4. Corollaire. Pour f(z,,...,2,)=0, g(wg, ..., w,)=0, les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) ,u(m+"+1)([X0] L [X1])=/1("+U(X0) ’ ,u(m)(X1)-

.. € . .
(i) max<--L><min Jo. .
qel mq q'el’ nq,

(iii) Toute section hyperplane wo=0 générique pour g(wg,...,w,)=0 est
générique pour f+g=0.

Preuve. 11 suffit de remarquer que puisque Y e,=u"*P(X,), Y m,=u"(X,),
etc...., on a I’égalité (i) si et seulement si min(e, - n,, f;. - my)=e, - n, quels que
soient q,q’, C’est-a-dire e, - n, < f,. - m, quels soient ¢, q".
Léquivalence de (i) et (iii) provient de ce que le nombre de Milnor de f(z,, ..., z,)
+g(0, wy, ..., w,)=0 vaut " (X,)- (X, H) ou H est I'hyperplan wy=0.
Pour pouvoir donner des corollaires du théoréme 4, souvenons-nous du:

Théoréme 5 (voir Appendice). Pour un germe d’hypersurface (X,0)=(C¥*',0)
a singularité isolée, toutes les sections hyperplanes X nH telles que u(X nH)
=uM(X) (nombre de Milnor d’'une section hyperplane générique) sont (c)-cosé-
cantes, et donc ont méme suite u* (et méme type topologique, ainsi que toutes leurs
sections planes génériques).

Nous pouvons obtenir du théoréme 4 des corollaires affirmant que deux
hypersurfaces sont (c)-cosécantes, et donc ont méme type topologique, en les
faisant apparaitre comme deux sections hyperplanes génériques d’'une méme
hypersurface: par exemple le corollaire 2.6 ci-dessous:
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2.5. Corollaire (répondant & une question de Thom). Tout germe d’hypersurface

a singularité isolée est section hyperplane générique d’'une hypersurface d singulariré
isolée.

Démonstration. Soit f(z,,...,z,) =0 une équation pour notre germe d’hyper-
surface. Considérons I'hypersurface a singularité isolée définie par f(z,, ..., z,)
+wi+1=0.

e . .
Dés que Nz=Sup ;’i}, wo=0 est une section hyperplane générique de
q

flzg,s ..y z) + Wit =0.

2.6. Corollaire (Condition pour que I'on puisse, & équisingularité pres, séparer
une variable). Soit f(zq,...,z,)=0 une équation pour un germe d’hypersurface a
singularité isolée (X,,0). Une condition nécessaire et suffisante pour que (X,,0)
soit (¢)-cosécante d une hypersurface du type « plan multiple », i.e. ayant une équation
du type f'(z, ..., z,)+ 23 T1 =0, et telle que de plus z,=0 en soit une section géné-
rique, est que tous les e ,/m, soient égaux d un méme entier N.

Démonstration. Supposons {e,/m,},.q={N}, et considérons f(z,,...,z,)+wy*"
D’apres le théoréeme 4 et son corollaire 2.3, pourvu que z, =0 soit générique pour
f(zg,---,2,), les sections hyperplanes wy, =0 et z,=0 sont toutes deux génériques
(je rappelle que ceci signifie qu’elles ont toutes deux pour nombre de Milnor le
nombre de Milnor d’une section hyperplane générique de f{(z,, ..., z,)+wj 71 =0).
D’aprés le théoréme 5, les deux hypersurfaces d’équations

10,2y z) W =0 et f(zg,...,2,)=0

sont donc (c)-cosécantes, ce qui montre que la condition est suffisante. La réci-
proque donne l'occasion d’énoncer:

Théoréme 6. La suite {J} (ou «red» signifie que chaque rationnel est écrit une
m

q)red
seule fois) est un invariant de (c)-cosécance, i.e. est constante dans une déformation
(c)-équisinguliére, ou a «u* constant ».

Démonstration. Soit F(z,, ..., z,,t)=0 une équation pour une famille d’hyper-
surfaces a singularité isolée, (c)-équisinguliére le long de O0x € (défini par

o OF — .
zo=+-=2,=0), c’est-a-dire vérifiant EEV - # dans C{z,, ..., z,, t}, ol

oo
dzy 7 0z,

Pe(zgy s 2) Clzg, -2t} et f:( )-a:{zo,...,zn,t}.

Nous voulons montrer que toutes les fibres ont, pour ¢ assez petit, méme suite

{—%} . La semi-continuité analytique du nombre de Milnor ([I.E.P.] § 2) per-
M) red

met de vérifier qu’il existe un ouvert de Zariski U du IP" des hyperplans de

C**! x € contenant 0 x C, tel que si HeU, 'hyperplan H,= H x {t} de (C"*1,0)

soit générique pour X, €"*! x {t} pour tout ¢ assez petit. La (¢)-équisingularité

étant équivalente a la constance de p*(X,,0), nous avons donc, si HeU,
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(X, " H,,0)=u" (X, Hy, 0) pour tout . Choisissons les coordonnées z,,,...,z,
de telle fagon que I'hyperplan z,=0 soit dans U, et considérons la surface X de
C"+! x € d’équations

oF JoF
,z,,,t)=---—-—( Zosears Zyy 1)=0,

271 —(2g» - o
qui n’est autre que la famille des courbes polaires Sy .
Projetons maintenant €"*'x € dans C€*x C par le morphisme C"*!

oF
x €L €2 x € défini par: vey=o ucy=zo, Loy =t
Zo

La restriction de { & 2 est un morphisme fini, dont on peut vérifier que I'image
est une surface Z,=,(2)c C*x C (non nécessairement réduite a priori, mais
qui en fait le sera, et en tous cas cela n’a pas d’importance pour notre construction).
Or, pour chaque valeur de ¢, nous disposons d’une paramétrisation de £,, donc de
21> et nous pouvons donc, en appliquant la construction du polygone de Newton
dans les coordonnées u, v a chaque 2, ,, vérifier les faits suivants grice au fait que
les (e7, mY) (resp. (¢}, m})) sont les «premiéres paires de Puiseux» des paramétrisa-
tions des branches de X, , (resp. %, ).

1) Les invariants (e;, m.), . des fibres (X)), r#0, sont indépendants de t=0
assez petit (par équisingularité générique des familles de courbes du point de vue
de la résolution simultanée), et les quotients (e!/m')~! sont les valeurs absolues
des pentes des cotés du polygone de Newton de la courbe X , dans les coordon-
nées (u, v) (t+0). (Zy,=Z,N(C? x {t}) bien sar.)

2) Les quotients (efl’/m;’)‘1 sont les valeurs absolues des pentes des cbtés du
polygone de Newton de la courbe spéciale X, , dans les coordonneées (u, v).

Par ailleurs, puisque u”*% et u™ sont constants par hypothése, d’apres 1.4
nous avons

ze —Ze = 0
=3 =0
r q

et de plus, le polygone de Newton N, de 2, , est au-dessus du polygone de
Newton N, de X, , (t+0) d’apres la définition du polygone de Newton comme
enveloppe convexe de 'ensemble des indices (i, j) (dans N?) des coefficients non
nuls de mondmes u'v/ dans I’équation de X, ,, et le fait quaucun mondéme ne
peut apparaitre quand t s’annule.

La situation peut étre résumée en disant que I'on a a priori une configuration
de polygones de Newton comme celle-ci, pour X, , (traits gras) et X, , (pointillés).
On a bien siir ordonné les quotients e/m par ordre croissant, par la convexité
du polygone de Newton.

On peut remarquer que, a cause de cette convexité, min (ef m, e} m) par
exemple, si i), est la surface de P'unique rectangle ayant un cote vertlcal de
longueur m? ou m?, et un coté horizontal de longueur e} ou e apparalssant dans
le dessin, et situé sous le polygone de Newton 9. Par allleurs e? m? est le double
de la surface d’un triangle ayant pour hypothénuse le i-¢me c6té du polygone de
Newton et situé sous celui-ci. Ceci va nous servir ci-dessous.
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exposant

t o8 2 i > . exposanl
m3{ 1 L 2 | & \‘:({et;)‘
— T
ol e; of ¥
Maintenant remarquons que si F(zg, ..., z,, 1)=0 est (c)-équisinguliére, il en
est de méme de F(z,, ..., z,, )+ F(wy, ..., w,,1)=0 comme on le vérifie immé-

diatement, et donc en particulier ([I.E.P] §2) le nombre de Milnor d’une sec-
tion hyperplane générique des fibres de cette famille «double» de notre famille
originelle est constant. Or, d’apreés le calcul de 2.2 (théoréme 4) ceci implique que

min(e - my, ey -mJ)= Y min(e-m., el - mi)

(g,q9)lxTI (r.r')eR xR

et on peut reconnaitre dans le terme de gauche (resp. celui de droite) le double
de la surface contenue entre le polygone de Newton R, (resp. N,) et les axes du
N? dans lequel nous avons tracé nos polygones. Nous avons donc deux polygones
de Newton, dont I'un est au-dessus de Tautre, et qui enferment la méme surface: ils
sont égaux, ce qui démontre le théoréme 6, et en fait un peu mieux, car I'invariance
du polygone de Newton est un résultat plus précis que I'énoncé du théoréme;
nous venons en fait de montrer:

Théoréme 6'. Le polygone de Newton de la projection dans € (muni des coordon-
A

; of . o
nées u, v) par v=om u=z, de la courbe polaire de f(z,, ..., z,)=0 relative ¢ une
7 Zg

direction d’hyperplan z, =0 générique, est un invariant de (¢)-équisingularité, et les
valeurs absolues des pentes de ses cotés sont les (e,/m,) "

Remarque 1 (d’aprés [C.E.W.] chap.11,1.2). A des termes d’ordre élevé preés, f se
comporte sur la courbe polaire comme z, EF»L et nous aurions pu aussi bien
)z,

projeter C"*! dans €2 par v=f(z,, ..., z,), 4 =z,. Le sous-espace critique de cette
projection est la courbe polaire, et 'image de celle-ci est une courbe appelée par
Thom le diagramme de Cerf de f. En fait, nous pouvons montrer en appliquant
Pargument ci-dessus aux e, +m,/m,:

Théoréme 6. Le polygone de Newton du diagramme de Cerf de f relatif a une
direction générale d’hyperplan est un invariant de (¢)-équisingularité, et les valeurs
absolues des pentes de ses cotes sont les (eq+mq/mq)’1 (car e,+m, est la valuation
de f sur la g-iéme composante de la courbe polaire).



278 B. Teissier

Remargue 2. Bien que cela n’apparaisse pas immédiatement sur la démonstra-
tion précédente, il est bien probable que I'on peut remplacer la condition de
(c)-équisingularité (i.e. u*(X,,0) constant, aprés [.E. P. §2) par la condition plus
faible: u™*V(X,, 0) et u™(X,, 0) constants, ou bien u"*(X,, 0)+ u™(X,, 0) cons-
tant, ce qui revient au méme puisque chaque u?(X,, 0) est semi-continu, comme
on le vérifie facilement.

Remarque 3. Le polygone de Newton d’un germe de courbe plane dépend bien
siir des coordonnées que l’on choisit pour développer son équation en série.
Jinsiste ici sur le fait que I'on a écrit v = f, u =z, et calculé le polygone de Newton
du discriminant de ce morphisme (C"*!,0) — (€2, 0) dans les coordonnées (u, v).

Remarque 4. La preuve du théoréme 6 nous montre, par 'argument utilisant la
surface sous le polygone de Newton, que si F(zg,...,z,, )+ F(wg, ..., w,, t)=0
vérifie «u?"*2 et u?"+Y constants», F(z,, ..., z,, t)=0 vérifie «polygone cons-
tant» et en particulier « u®™*1 et u™ constants».

Remargue 5. On connait des familles de surfaces & singularité isolée, a u®’ constant
mais p® non constant, et o le Sup{e,/m,} reste constant bien que {e,/m} 4
change: dans 'exemple trouvé par Briangon et Speder:

Z3+tZYS+ XY+ X =0

on peut vérifier a laide de 2.3 que pour la fibre spéciale Z°+ XY’ + X5,
{eg/m3}rea=1{7, 14} et pour t+0, {e;/m;}.q={14}.

Question. La constance du nombre de Milnor dans une famille d’hypersurfaces
a singularité isolée implique-t-elle la constance du Sup{e,/m,}? (ou, ce qui est
équivalent, la constance des exposants de Xojasiewicz de 1.7). Il résulte en tous
cas de [C.E.W.] chap. II ou de 'argument de polygone de Newton que si y"+V
est constant, Sup {eJ/m?} < Sup {e./m}}.

Achevons enfin la preuve du corollaire 2.6: si f(z,, ..., z,) =0 est (¢c)-cosécante
a une hypersurface g(z,, ..., z,)+ 2z *! =0 telle que z, =0 soit une section géné-

rale, d’aprés le théoréme 4, la suite {e,/m,}.q de cette derniére hypersurface est
réduite a {N}, donc aussi celle de f=0.

Comme on peut, grace aux théorémes 5 et 6 définir la suite {e,/m,}"” de I'inter-
section de (X,,0) par un i-plan général de (C"*!,0), nous voyons que nous
pouvons énoncer en fait, par «récurrence descendante»:

2.7. Corollaire. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une singularité
isolée d’hypersurface soit (c)-cosécante a une singularité du type de Pham-Brieskorn
i ziotly N+l 4 Nt =0 est que pour chaque i, 1<i<n+1, la suite
{e,/m,} 2, se réduise a un entier N;_,, et alors nécessairement, NySN, < ---<N,.

Remarque. 11 résulte du théoréme 6” que le polygone de Newton du diagramme
de Cerf de (X,,0) ne dépend que de la classe de (¢)-cosécance [X,] de (X,,0), et
en particulier les {e,/m,}.4 ne dépendent que de [X,].
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§ 3. Avatars des invariants {e, /mg}

Arrivés ici, nous avons attaché a toute singularité isolée d’hypersurface des in-
variants (e,, m,) ne dépendant que de la cloture intégrale dans @, ,, de l'idéal
jacobien () de notre hypersurface, et tels que la suite de rationnels {e,/m,},.q
ne dépende que de la classe de (¢)-cosécance de notre hypersurface. Nous avons
relié ces invariants d’une part au nombre de Milnor ™+ (X, 0) de I'hypersurface
et & celui de sa section hyperplane générique (cf. 1.4) et d’autre part 4 des expo-
sants de L.ojasiewicz.

Je vais maintenant montrer que 'on peut calculer le plus petit entier N ayant
la propriété que toute fonction ge € {z,, ..., z,} ayant méme développement de
Taylor jusqu’a 'ordre N inclus que notre fonctions f définit, par g=0, un germe
d’hypersurface (c)-cosécante a notre hypersurface (X,, 0)<=(C"**, 0) définie par

f=0.

3.1. Théoréme 7 (améliorant un résultat de L& D.T. et C.P.Ramanujam [L.R]
et de Risler [Ri]). Soient f(z,, ..., 2,)=0, g(z,, ..., 2,)=0 définissant des germes
d’hypersurfaces a singularité isolée. Si 'on a un isomorphisme de C-algébres
Opi1/7()~0,,./7(g), les deux germes d’hypersurfaces sont (c)-cosécants (la
barre designe la fermeture intégrale des idéaux dans 0, ,,).

Démonstration. Au prix d’'un automorphisme analytique, ne changeant pas la
classe de (¢)-cosécance, on peut supposer (;( fi= /(g) / dans @, _,. On considére

alors la famille & un paramétre d’équation F(z,, ..., z,,0)=(1—-v) f(zq, ..., z,)
+vg(zg,...,2,)=0. Pour chaque valeur de v, 11dea1
_(COF oF of 6g of Og
Fo= (52'0"”’62,,) (( )620+ 92y - L)_,,”az,,)

est contenu dans 4 et sa fermeture intégrale est égale a4 4 pour v=0, 1. Ainsi sa
multiplicité est au moins u®*! =e(;), et est exactement u"*? pour v=0, 1. On
en déduit qu'il existe un ensemble fini S < {ve C/|v| <2} tel que S ne contienne ni 0
ni 1,et que si v¢S, on ait Z = ; [ceci par un résultat de semi-continuité analytique
des multiplicités, conséquence facile de la semi-continuité des longueurs, joint
au théoréme de Rees cité en [C. E.W.] chap. 0]. Puisque la suite #*{X,) ne dépend
que de #,, on en déduit l'existence d’un chemin analytique v=v(r) joignant 0
a 1 dans {ve@/|v|<2} et évitant S, le long duquel on a

0 . 0 -
(52 (=00 [ 0(50) ) . o (=00 f+0(r0) ) = 7

pour tout 1,, et qui est donc en particulier une déformation a pu* constant reliant
f=04a g=0 (cf. [C.E.-W.] chap.I, 2.10), donc une (c)-cosécance.

3.2. Proposition. Soient f(zy,...,2,)=0, fe0, ,, définissant un germe d’hyper-
surface a singularité isolée et {e,/m,},.q les invariants associés en 1.5.
Pour un entier N, les conditions suivantes sont équivalentes:

i) NzSupfe,/m,},
i) »" C/T(T).
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Démonstration. Aprés éclatement normalis¢ Z — U de j(f) dans un voisinage
assez petit de 0 dans €"*', comme en 1.1, on est ramené & montrer que la con-
dition 1) équivaut a: " - (z < #(f)- €z, et maintenant j(f)-0z est un idéal in-
versible d’un espace normal, et l'appartenance d’un élément a 4(f)-(z se décide
donc au voisinage d’un point général de chaque composante irréductible du
diviseur correspondant, puisque le lieu polaire d’'une fonction méromorphe sur
un espace normal est soit de codimension 1, soit vide. Ainsi, il nous faut voir
que 1) équivaut a dire que N -vp, (»)2 v, (#(f)) avec les notations de 1.2. Mais
ceci résulte évidemment du théoréme 2.

3.3. Théoréme 8. Soit f(z,,...,2,)=0, feO,.,, définissant un germe d’hyper-
surface a singularité isolée (X,,0)=(€"*',0). Pour un entier N, les propriétés
suivantes sont équivalentes:

i) N>Sup{e,/m,}.

ii) Toute fonction ge0, ., telle que g—fem™*' définit, par g=0, un germe
d’hypersurface ayant le méme type topologique que (X, 0).

ill) Toute fonction g0, ., telle que g— few ™1 définit, par g=0, un germe
d’hypersurface (c)-cosécant d (X,,0).

Démonstration. Montrons d’abord i)=>1ii). Pour cela, notons que si g=f+h,
. 0 0 o0h dh .\ .

he AN+, nous avons —é=——[—+—, et S e D’aprés la proposition précé-

dz; Jdz; 0z Jz;

dente (3.2), ceci montre que ;#(g)< #(f). Mais la preuve de 3.2 nous montre aussi

en fait que puisque Nm,>e,, nous avons ;(g)- Oz =/(f) 0z, c’est-a-dire ;(g)
S oh 0 .
=4(f), parce que vy, (a—) >p, (ai) pour tous i et k; ceci donne iii) d’aprés 3.1.
Zy Zy
Nous avons déja vu iii) = 1i) (§ 2), et il nous reste & montrer ii)=-1). Pour cela
considérons la famille & un paramétre d’hypersurfaces d’équation

Flzg, ..., z,,0)=f(2,, ---,Zn)+U'ZI(\)’+] -0.

Les hypersurfaces fibres de cette famille sont des sections hyperplanes de 'hyper-
surface

f(ZO’ -”azn)+w](\)]+1=0

et ii) implique que toutes ces fibres ont méme type topologique, donc méme
nombre de Milnor ([C.E.W.] chap. I, 1.4), ce qui d’aprés le théoréme 5 implique
(si zo=0 est générique) que toutes les fibres de notre famille ont méme suite p*
puisque z,=w, est toujours une section générique, ce qui implique a son tour
([I.E.P.] 2.6) que notre famille satisfait la condition (c) qui s’écrit ici:

of of of
Z)g+1€(ZO, veey Zn) . (b;;+ U(N+ 1) Zg,gz, ,a—zj)
Or, nous pouvons restreindre cette relation de dépendance intégrale 4 la courbe
- 0 %) . .
définie par v=0, J—: ~~=_f=0, qui n’est autre que la courbe polaire Sy de

0z, Jz

n
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(X,,0) correspondant 2 z,=0. En normalisant (c’est-a-dire paramétrant) cette
courbe, ce qui peut s’écrire comme nous savons: Sy = | J I, ou
q
M
zo=171
Iy
o k Il e
=it + avec k, ;=m,,

q.i=
il vient pour chaque g, en utilisant le critére valuatif de dépendance intégrale
(cf. [C.E.W.] chap. 0, 1.4.3, ou [H] lect. 7, ou [L.T] chap. I):

(N+)ym,ze,+m,

ce qui nous donne en tous cas N Ze,/m, pour chaque g, et donc N 2 Sup{e,/m,}.
Mais supposons maintenant que I'inégalité ne soit pas stricte: il existe alors ¢
tel que N-m,=e,, et ceci entraine qu’il existe une valeur v, de v telle que la

valuation t,-adique de —f+ vo(N +1) z§ soit strictement supérieure a e,=Nm,,
ce qui montrerait que %o

F) 3
2o ¢ (zg, s ) (6—5+v0(N+1)z’3, —f)
0

0z

n

toujours en utilisant le critére valuatif de dépendance intégrale. Ceci montre que
en fait N>Sup{e,/m,} et achéve la démonstration du théoréme 8.

3.4. Corollaire (2 1a Kuiper-Kuo). Soit fe @, telle que f=0 définisse un germe
d’hypersurface a singularité isolée (X, 0). Pour un entier N les propriétés suivantes
sont équivalentes:

i) N>0,, ou 8, est la borne inférieure des exposants 8 tels qu’il existe un
voisinage U de 0 dans €"*! et une constante Ce R, tels que jgrad f(z)|= C|z|°
VzelU.

ii) Toute fonction ge 0, , telle que g— fex"*! définit, par g=0, un germe
d’hypersurface (¢)-cosécant a (X, 0).

Démonstration. 11 suffit d’abouter le corollaire 2 (1.7) au théoréme 8 (3.3).
Remarquons que si f=0 et g=0 sont (¢)-cosécantes, f et g ont méme type
topologique en tant que morphismes (cf. Appendice).

3.5. Les (e,/m,) comme «taux d’évanescence». Dans ([L.E.P], 3.6.4) j’ai donné
une interprétation des {e,/m,} ou plus précisément des {((e,/m,)+ 1)1} comme
taux d’évanescence de la hauteur des cellules de gradient construisant I'«homo-
logie évanescente relative» H, (X,, X,nH, €) ol X,< B, est le sous-espace de
B,={ze €"*!/|z| <&} défini par f(z,,...,z,)=t, et H est un hyperplan «assez
général» z,=0. Je vais donner ici une interprétation différente des {e,/m,} comme
taux d’évanescence, que je relierai ailleurs a la géomeétrie du discriminant de la
déformation miniverselle de (X, 0). Voici de quoi il s’agit: choisissons un hyper-
plan générique z,=0. Je dis qualors la famille de fonctions €"*'x € C,
u=FE(z¢,..-,2,)=f(2q, ..., 25)+0a z, est une «morsification» de la fonction
u=E(z,, ..., 2,)=f(zq, ..., z,), C’est-a-dire que pour tout a, assez petit non nul,
la fonction F, a comme points critiques exactement u®* (X, 0) points critiques
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quadratiques donnant des valeurs critiques distinctes, a I'intérieur d’une boule
B,c €+ assez petite. De plus, ces points critiques doivent tendre vers 0 quand
a— 0. Je vais montrer ici que les {e,/m,} nous decrivent les différentes «vitesses»
avec lesquelles ces points critiques tendent vers 0 quand a-—0; cherchons en
effet les points critiques de F,: il sont les solutions de

oF, of =

FERRF PR

OF,  of

= =0 <i<
0z, 0z (Isiz=n

i

Le second paquet d’équations décrit précisément la courbe polaire Sy cor-
respondant & f et z,=0. Nos points critiques sont donc sur S,,:UQ. Nous
savons paramétrer chaque I, par: a

ZO (tq): t:;q
Ly

zi(t)y =A; - the - avec k, ;=m, (15i<n)

[voir preuve du théoréme 4].
Par ailleurs, le calcul de ([C.E.W.] chap. I, 1.2) montre que (I;, X;)o=e, ou

. 0 C 0
X, est P'hypersurface définie par ~a—£:0. Ceci signifie que % I, admet un
Z

développement de Puiseux: o 0
of ¢ . tea S e
iz, (2o (tg)s ooy 2o (t))=E, - tg0+-- avec (e C*.
Puisque les coordonnées de nos points critiques annulent ——(zq, ..., z,)+d,
02,
nous voyons que la fonction U=F,(z,, ...,z,)=f+az, a exactement e, points

critiques sur la g-iéme composante irréductible I de Sy, dont les coordonnées

1/e

, L. . . . i a\ '€
sont données par la paramétrisation de I, ou I'on a substitué ¢, = (—7) 4ol
- 4 . 4 —q .
En d’autres termes, nous pouvons écrire un développement de Puiseux en

fonction de a des coordonnées des e, points critiques de F, qui sont sur I

1 mgfeq
Zozéq'o.amq/eq.l._... 5‘1'0: (—AE_> E(E*
. . q
Z, =0 ,.akq-l/eq+...

L q. i

et k, ;= m,. Il est licite de dire que les {m,/e,} mesurent «la vitesse» avec laquelle

les coordonnées de ces points critiques tendent vers 0 avec a. Un calcul analogue
montre que, pour le calcul des valeurs critiques, on a:

u=E;“;=(f+aZO)|];:yq.[Ztﬁmq_l_...
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avec y,e C*. En effet, nous avons déja vu que (X,,I)=e,+m,, et donc f|I;
=B, tgat™a4 e et azo|[;={(,-t;o*™ ... Comme nous I'avons vu plus haut.

m
FEO)queﬂzé- i
4 T e 4m,

o . 0
En dérivant par rapport a ¢, il vient (pulsque a—g—

13

et donc B,+ {,e €*, ce qui nous montre que

EIT=(B L) o™t avec f,+{,eT*.

:aq'aeq'f'l"q/eq_}_.._ (O(qe(]:*).
Nous avons ainsi montreé:

Théoréme 9. Dans une morsification générique d’une fonction f:(C"*',0)— (T, 0),
flzo, ..., 2)e C{zq, ..., 2,} d singularité isolée, l'ensemble des {(e,/m,)""},.q coin-
cide avec 'ensemble des taux d’évanescence des points critiques de Morse vers
(eg/my)+ 1}
eq/mq red
coincide avec l'ensemble des taux d’évanescence des valeurs critiques vers 0, en
fonction du paramétre de morsification.

Porigine en fonction du paramétre de morsification, et I'ensemble des {

§ 4. Calcul des invariants (e,/m,)

Le moyen de calculer les invariants (e,/m,) est fourni bien s@r par le théoréme 2,
et le premier cas a étudier est celui d'un germe de courbe plane irréductible:

4.1. Calcul des (e,/m,) d’un germe de courbe plane. Le théoréme de Merle.

Soit f(z4,2,)=0 I’équation d’un germe irréductible de courbe plane (X,, 0).
On sait ([Z]) que le type topologique (et d’ailleurs en fait la classe de (¢)-cosécance
de (X,,0)) est déterminé par la donnée de la caractéristique (n, B;, ..., B,) de
(Xy,0), ou f; est le i-éme exposant caractéristique de Puiseux, et n la multiplicité
de (X, 0). Par ailleurs, 'ensemble des valeurs que prend sur @ = 0y, , la valuation
(t)-adique de C {t} vu comme fermeture intégrale de ¢ dans son corps de fractions
(O — €{t}) est un semi-groupe I <IN dont la donnée équivaut aussi a la donnée
de la classe de (¢)-cosécance de (X, 0). (Voir [Z] et [C.E.W.] chap.I1,§ 3, [I.E.P.]
§2). En fait, si nous écrivons un systéeme minimal de générateurs de I':

I'={P,, ..., B, il existe une formule reliant les B;aux B;: B, =n, et

(Z]1 Bi=nmi_1Bii—Bis+ B 1Sisg

ou les entiers n; sont définis ainsi: on définit des entiers [; par [;=pgcd(n, B,, ..., B;)
=pgcd(B,, ..., B;) et les n; par I;_; =n;-1,. On peut alors énoncer:

4.2. Théoréme (M. Merle [Me]). Pour un germe de courbe plane irréductible, la
Bi

suite {(e,/m)+ 1},.4 coincide avec { .
By oo By _(l1gige

4.3. Corollaire. La donnée de la multiplicité n et de la suite {e,/m,},.q dun germe
de courbe irréductible (X, 0) équivaut d la donnée de sa caractéristique (n, By, ..., B,),
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et aussi @ la donnée de son semi-groupe I'={B,, ..., B>, et enfin d celle de son type
topologique ou de sa classe de (c)-cosécance, ou de sa classe d’équisingularité au
sens de Zariski. De plus ces données peuvent étre déduites par un calcul « explicite »
de la donnée du type analytique de lalgébre artinienne O,/ 7( f) ou du type analytique

de (92//"(7), ou O,=C{zy,z,}.

Démonstration. Tout d’abord n est le plus petit entier tel que j(f)< (resp.
(f)=»""! puisque m_'"lest intégralement clos). Par ailleurs, connaissant n et
les B;, on en deéduit les §; par la formule citée ci-dessus — et donc les {e,/m,},.q
grace a 4.2 —.

n—1

Réciproquement, si nous définissons des entiers b; par f;=———=b,-
n

B, ‘ Bg )

la donnée des {e,/m,} nous donne d’apres 4.2 les (ﬁl, .
Hy...n,_

b,

Or B, =—.n et (b,,n;)=1. Connaissant n et §,, nous en dedulsons n,, donc S8,
l

et ainsi de proche en proche les n; et les f;, donc finalement I et aussi la carac-

téristique (n, By, ..., B,), en inversant la formule donnée plus haut. J’ai déja rappelé
ici que deux branches planes sont (c)-cosécantes {branche=germe de courbe
irréductible) si et seulement si elles ont méme semi-groupe ou, ce qui est équi-
valent, méme caracterlsthue Enfin la construction des {e,/m,} par I'éclatement
normalisé de ;#( /) qui est aussi celui de #{ (/) (théoréme 2) dcheve de démontrer 4.3.

4.4 Remarque. M. Ben Lichtin m’a communiqué le résultat suivant, dd a MM,
Y.C.Lu, T.C.Kuo et S.H.Chang: Le degré de C®-suffisance en 0 (=le plus petit
entier r tel que le r-jet soit C%-suffisant) d’un polynéme P(zy, z;): (€2, 0)— (T, 0)
tel que P(z,, z,)=0 soit réduit et analytiquement irréductible en 0 est donné par:

:[—_’”Bg—l]ﬂ

n

ol u est le nombre de Milnor de (X, 0) défini par P(z,, z,)=0. Ce degré de suffi-
sance doit étre, au vu du théoréme 8 (3.3), le plus petit entier strictement plus
grand que Sup{e,/m,}.

Le théoréme de Merle va nous permettre de vérifier que, en effet, pour un
germe de courbe plane irréductible:

Sup {i}:_hﬁg— ! .
mq n

En effet, d’aprés le théoréme de Merle, il s’agit de vérifier:

Bg =lu+ﬂg—l
n..n no

1+

g—1
Or, l'on sait bien [cf. le cours de Zariski cit¢ plus haut, p. 10] que p=26=c
conducteur de O [défini par: ¢—1¢I, ¢c+INcTI'] ou é=dimg0/0], et que
;z=ng-}§g—ﬁg-—(n— 1} d’aprés une formule donnée par Zariski dans son cours

(p.- 19).
Ceci fournit ’égalité demandée.
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4.5. Remarque. M. Merle a aussi calculé les {e,/m, } .4 d'un germe de courbe plane
réduite, et vérifi€ que la suite des {e,/m,} ., ne dépendait que des caractéristiques
des branches et de leurs nombres d’intersection 2 & 2.

§ 5. Calcul des invariants {e,/m,} (snite)
5.1. Proposition. Soit f(z,, ..., 2,)=0, fe C{z, ..., z,) une équation pour un germe

d’hypersurface 4 singularité isolée. 1l existe un ouvert dense U de la variété des
drapeaux de nationalité (0,1,2,...,n+1) tel que si (0=0, z,=0, z,=2z, =0, ...,

2o ="+ =1z,=0) définissent un drapeau appartenant a U, on ait
of of o
(‘0'6—20"“’2" azn>—m‘/(f)
égalité des clotures intégrales d'idéaux dans C{z,,...,z,} o m=(zq,...,2,),
o {Of of
/(f)_ (aZO’ LR (32,1)‘

Démonstration. Puisque I'idéal engendré par les z; - est contenu dans #- #(f),

i

il suffit d’apres le théoréme de Rees de montrer que les idéaux ont méme multi-
plicité. Or, d’apres ([C.E.W.], chap. I, 2.10), la multiplicité¢ de - 4#(f) est:

n+1 n+1 .
7= 3 (") w0
i=0
et la multiplicité de I'idéal de gauche n’est autre que la multiplicité d’intersection

0 . s .
de I'hypersurface z, -%:0 avec la «courbe superpolaire» définie par I'idéal
0

(z1 -g—f, ...,z,,-—;—j;). Or, si notre drapeau de plans est générique, nous avons
Zy /2y
of éf) :
s Ziy oy ey ) €f{2g, ...,z =p" Y
e (205 7217 azi+1 aZn { 0 Z } 2

puisque C’est (Sg - H)p (cf. 1.2). Uadditivité des multiplicités d’intersection donne
alors le résultat.

5.2. Remarque 1. Jignore si le résultat de 5.1 reste vrai sans Phypothése de singu-
larité isolée.

of I

5.3. Remarque 2. Sil’on décompose la courbe définie par z, - 5, == z, 3
zy z

s s > : . (Ak’Xg 0
en ses composantes irréductibles 4,, on s’apergoit que la suite des —mm‘
k red

%) .
ou Xy désigne I'’hypersurface zo.ézizo contient les {(e,/m,)+1},.4 de (X,,0)
0

0

n
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et qui plus est elle contient aussi I'ensemble des invariants {(e,/m, )+1}§2d
l'intersection de X, avec un i-plan général, ensemble d’invariants qui est blen
défini d’aprés le théoréme 5 et le théoréme 6. Ce processus nous donne ainsi
«dans le désordre» les invariants {e,/m } de X, et de ses sections planes générales.
On peut se demander si la dimension «fait le tri» entre les e,/m, de X, et de ses
sections, c’est-a-dire si, notant {e,/m,}"*" la suite associée & (X, 0) et {e,/m,}™
celle associée A une section hyperplane générale, on a I'inégalité:

(n+1) (n)
e e,
Inf<{-2 =Sup<—L3 .
gel mq g'el’ mq,

La réponse est négative, comme on peut le voir en calculant les invariants de

fzos 21,25, 23)=(z5 — 23)* + 23 z; +(22 — z3)* + 23 z; mais cependant jai prouvé
dans {T5]:
(n+1) Z e (n+1) (n)
et s i, M i
Z m("“)_ z (") c’est-a-dire: P = LoD

ceci correspond & une sorte de «convexité grossiere» du grand polygone de
Newton que 'on verra au § 6.

§ 6. Le grand polygone d’une singularité isolée d’hypersurface

6.1. Ce paragraphe va résumer graphiquement uge partie des résultats précédents.
Examinons la construction suivante: soit f(z,,...,z,)=0 définissant une
singularité isolée d’hypersurface, construisons le polygone de Newton (dans les
coordonnées (u, v)) de I'image par v :a@_f u=z, de la courbe polaire Sy associée
Zp
a Phyperplan z,=0, supposé général. Ce polygone de Newton rencontre 'axe
vertical au point de coordonnée (0, u™) (ou u? = u"(X,,0)) (cf. preuve du théo-
réme 6). De ce point, portons une ligne horizontale vers la gauche, sur une lon-
gueur égale & ™, puis du point obtenu une ligne verticale sur une hauteur égale
a u~1. Dans le secteur ainsi obtenu, nous pouvons tracer le polygone de Newton
associé comme ci-dessus & X, n H, et itérer cette construction jusqu'au moment
ou nous tragons sur une verticale une hauteur égale a u®=1. On obtient ainsi
d’une part un escalier gravissant une paralléle & la seconde bissectrice, et dont
chaque marche a pour hauteur et pour largeur un des u", et d’autre part un grand
polygone rencontrant le saillant de chaque marche.

Le théoréme 6' exprime que si I’escalier est constant dans une déformation
de singularités isolées d’hypersurfaces, le polygone tout entier est aussi constant.
Les valeurs absolues des pentes des cotés de ce polygone sont bien shr les
{(e,/m)™}® (1=i<n+1) et I'on peut remarquer que la seule donnée du polygone
détermine les u”, puisque il est bien clair que I'on peut reconstituer la paralléle
a la seconde bissectrice mentionnée ci-dessus, et donc aussi l'escalier compris
entre le polygone et cette droite. Nous retiendrons donc que 'on peut associer
a chaque singularité isolée d’hypersurface un tel «grand polygone» qui ne dépend
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que de sa classe de (c)-cosécance et sur lequel on peut lire divers caractéres de
la singularité, dont les 4, les degrés de (c)-suffisance des sections planes généri-
ques (théoréme 8) et au vu duquel on peut aussi décider si la singularité est
(c)-cosécante & une singularité de Pham-Brieskorn (corollaire 2.7). En fait, aprés
5.1, le grand polygone de Newton peut étre construit 4 partir de la seule donnée
de la classe d’isomorphisme de l'algébre artienne € {z,, ..., z,}//( /).

Drapres le théoréme de Merle, le grand polygone de Newton d’un germe de
courbe plane irréductible aura g+ 1 cdtés, ou g est le nombre d’exposants carac-
téristiques de Puiseux de la courbe. Les projections de ces cOtés sur axe vertical

auront pour longueurs: (1,n, —1,n(n,—1), ....ny ... n,_;(n,—1)) et les inverses
des pentes sont donnés par:
(R SR S
L Ny .. fg

avec les notations du §4 (cf. [Me]).

Remarque. 11 est parfois plus commode de refaire toutes les constructions en
remplagant les e, par les e,+m, et les u «horizontaux» par les p®+pui=",
Par exemple cela donnerait meilleure apparence a la suite des pentes ci-dessus:

("’Bl’/—iz’ ..,,iA).

¥ Ny gy

Les deux points de vue sont bien slr équivalents (cf. théoréme 6").

6.2. Pour terminer, voici un exemple montrant que I'invariance du polygone de
Newton par (c)-cosécance est un phénomene assez fin, puisque le nombre des
composantes irréductibles de la courbe polaire générale peut changer lors d’une
déformation satisfaisant la condition (c).

Considérons la famille de germes de courbes planes d’équation

Y44+ X°+1tY? X5=0.

Cette famille est équisinguliére au sens de Zariski, donc (¢)-équisinguliere (cf.
[L.LE.PJ] §2) mais pour t=0 la courbe polaire est irréductible, et e =24, m{ =3
et pour t=+0 la courbe polaire est réductible et a deux composantes donnant
e =8, m =1, e,=16, m,=2. Cependant, le grand polygone de Newton ne change
pas.

Appendice

Premiére partie: Sur la condition (¢} (rappels)

Soit Flzg, ..., 2y, ¥is s VIEC{Z0s ooy Zna Yis o5 Vb =0 1 14, tel que, en posant

JF JoF .
e?Z(ZO,...,Zn)‘@n+1+k etj:(,] s )'(/Cn+1+k7 on a]lfc'y)'

vees LT
Jdzq oz,
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On dit que P'hypersurface (X,0)<=(C"*! x Y, 0) définie par F=0 satisfait la
condition (c) le long du sous-espace Y~0x Y défini par & au point O Y,sil'ona:

oF _———
— . <is
5,577 (sisk

i

. OF .
1e. ) est entier sur & ¢,
b7

j

Remarquons, pour éclairer cette condition, que si X est I'espace total d’une
famille (X,),.y d’hypersurfaces a singularites isolées, et si il existe un entier a tel
que < ¢, alors, les conditions suivantes sont équivalentes:

F
1) 6—6/ (I=j<k),
0y,

y Fegy usisn.
0y;

J

3) F est, localement en 0, analytiquement triviale le long de Y, i.e. il existe
un germe d’isomorphisme analytique ¢: (C"*! x Y, 0)~(C"*! x Y, 0) compatible
avec la projection sur ¥, et tel que

Fop=F(zg,...,2,,0,...,0).

[Ici on a noté X, =X n(C"*' x {y}), fibre de la restriction & X de la projection
€+ x Y- Y donnée par notre choix de coordonnées.]

La condition (c) peut donc étre vue comme un affaiblissement de la condition
de trivialité 2) ci-dessus. On peut démontrer ([ T,], [I.E.P.]) qu'elle est indépen-
dante du choix du générateur F de l'idéal définissant (X, 0)= (€Y, 0) et du choix
de la rétraction (C¥,0)—(Y,0) (N=n+1+k). Par ailleurs, on a:

Théoréme. Si la fibre spéciale (X, 0) est a singularité isolée, les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) X satisfait la condition (c) le long de Y en 0.

2) Pour tout champ de vecteurs holomorphe 0 sur Y, il existe un champ de
vecteurs D sur (un répresentant assez petit de) €" 7! x Y qui est rugueux au sens
de [V], analytique réel hors de Y, et tangent aux hypersurfaces de niveau de F, et
se projette sur & par la projection C"*' x Y Y.

3) Toutes les hypersurfaces (resp. functions) (X,,0) (resp. F(z,, ..., 2,, y)) ont
méme type topologique (yeY) ainsi que leurs sections planes génériques de toutes
dimensions (resp. restrictions aux plans d’un drapeau générique de plans de (C"**, 0)).

4) La suite u*(X,,0) est indépendante de y €Y.

La démonstration utilise le schéma donné dans [C.E.W.] chap. I, perfec-
tionné dans [1.E. P.] avec I'appendice 2 de [T, ]. Seul 1)=>2) ne peut étre fabriqué
directement a partir de ces références. Mais il suffit de remarquer que si nous
pensons a notre champ de vecteurs sur Y comme 4 une dérivation d de Oy ,
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la dérivation de 0, ;.

o
~ Z.
D=0—- s
igoi aF 2 (3Zi
<00z
[ou & désigne I'extension naturelle de ¢ & C{z,,...,2,, Y;, ..., ¥} par dz,=0]

représente un champ de vecteurs satisfaisant, justement parce que |OF] g
n 2 Z;
0z;

< Csup|z] Y grice a la condition (¢). On peut ainsi réaliser, en intégrant
‘ 0 i

les champs de vecteurs correspondant a des J; (1 £j<k) formant une base des
champs de vecteurs sur Y, une trivialisation topologique de F (donc de X) le long
de Y. Comme par ailleurs, si {c) est réalisée, ([T,]) il existe un ouvert dense de
l'espace des drapeaux de plans de natio-(k,k+1,...,k+n+1) dans C**'+*
contenant Y tel que (c) soit encore réalisé pour l'intersection de X avec chaque
plan apparaissant dans un drapeau appartenant a cet ouvert, on obtient le
point 3). Le point 4) résulte de ceci et du fait que le nombre de Milnor est un
invariant topologique, et enfin 4)=-1) est précisément ce qui utilise [C.E.W.]
et [T,], App. 2.

Appendice
Deuxiéme partie

Introduction. Je montre ici «u constant = p* constant» (cf. [C.E.W.], Préambule)
dans un cas particulier: celui d’une familie d’hypersurfaces a singularité isolée
qui sont toutes sections hyperplanes d’'une méme hypersurface a singularité
isolée. Les notations sont celles de [C.E.-W.].

Théoréme 1. Soit (X,,0)c(C"*1,0) un germe d’hypersurface a singularité isolée.
Soit (H,0)=(C"**, 0) un hyperplan. Choisissons des coordonnées (z,, ..., z,) telles
que H ait pour équation z,=0. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) ue(Xon H,0)=p(X,,0), ie. le nombre de Milnor de XonH est celui
d’une section hyperplane générique, C’est-d-dire qu’il est le plus petit possible.

) 0 d
2) —55—0-(0,(0'0:5 (55—1, ..‘,a—i)-(%ﬁ)_o ou la barre désigne la fermeture inté-
grale. Ceci signifie que H west pas adhérent (dans IP") a 'ensemble des directions
dhyperplans tangents d (X, 0) en des points lisses ((C.E.W.] chap., 2.9).

3) Si pour geC{z,,...,z,} nous désignons par g.e Clay,...,a,,z2y,...,2,}

ey

la série obtenue en substituant Y. a; z; d z, dans g,
1

Il existe un entier t tel que

0 0
(Z1,-- 2 C{ag, .., Gpy 2y5 o 2 < (a—aﬁ,,...,ézfa) ~Clag, ..y @y 21502}
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De plus, chacune de ces conditions entraine:

9
0z

n

=(<;7f(;)a, . (gfn) )-([?{al, ces Uy 2y, ey 20}

a

(zgle (G2 ) () ) e omtonaamtana

aZO n’a

0
4) (5212,, fa)-(E{al,...,an,zl,...,Z,,}

et

Démonstration. L’ équivalence de 1) et 2) est démontrée, a 'aide d’un théoréme
de Rees, dans ([C.E.W.], chap. 1, 1.6).

Montrons que 1)<>3). Nous pouvons considérer f,=0(f,=/_ a; z;, 2y, ..., 2,))
comme définissant une hypersurface Z de Y x €* ou nous avons pris Y=("
(coordonnées ay, ..., a,), si n:(Z,0)— (Y, 0) désigne la restriction a Z de la pro-
jection Yx C"— Y, la fibre de n en dessus d’un point yeY de coordonnées
(ay, ..., a,) est isomorphe a I'intersection de (X, 0) par 'hyperplan z,— ) a; z;=0.
(Tout ceci est bien sir défini en fait dans un voisinage de Y x 0 dans Y x €" assez
petit pour que f, converge, que nous continuons de noter Y x €".) 11 résulte de
I'’équivalence de 1) et 2) que 'ensemble des hyperplans He IP" tels que uo (X, ~ H, 0)
=u"(X,,0) est un ouvert analytique dense de IP", complémentaire du fermé de
Zariski formé des directions limites d’hyperplans tangents a X, en des points
lisses. 11 est donc équivalent de dire que u(X, H,0)=u"(X,, 0) et de dire qu’il
existe un voisinage U de H dans IP", et en particulier dans la carte affine de IP"
correspondant aux hyperplans zo—3 a;z;=0, tel que le nombre de Milnor
u(Xy,n H',0) soit indépendant de H'e U C’est-a-dire que la famille Z des sections
hyperplanes de X, satisfait la condition «y constant» (cf. [I.E.P.], 2.3.2) le long
de Y x 0 au voisinage de He Y. D’apres (Loc.cit.) ceci est précisément I’équivalence
de 1) et 3). P P

Montrons maintenant que 3)=-4). Si 3) est réalisée, (—fa, ...,Ez—fa) est

0z,
. s 0 0
une suite réguliére dans C{a,z}. Posons Ilz(—ﬁ,,...,#ﬁ,)-C{a, 7} et
of of 0z, "% 0z,
L= ((—) ,...,( ))-(E{a, z}. Pour vérifier que I,=I, nous pouvons
0z4/, 0z, /,

([C.E.W.], 0.7) nous contenter de vérifier I'assertion suivante:

Il existe un voisinage V'de 0 dans Y x C" tel que, si T-*> V désigne I’éclatement
normalisé de I'ldéal engendré par I, dans (), nous avons.-en un point ¢ assez
général de chaque composante irréductible du diviseur exceptionnel de p,I, - O,
<, - 0r,. Ceci nous assurera de Pinclusion I, <1, et nous savons déja que
IL,cl,,donc I, c1,.

Or, I, est engendré par une suite régulicre, et ]ﬁ =(zy,...,2,)- €{a, z}, donc
pour un V assez petit, I'image par p de chaque composante irréductible de D est
(Yx0)n V, et chaque composante irréductible D; de D contient un ouvert ana-
lytique dense U; tel que en chaque point te U; le morphisme D, 4 — (Y x0)nV
induit par p soit lisse. De plus, puisque D est propre au dessus de (Y x0)n V, il



Variétes polaires. | 291

existe un ouvert analytique dense ¥, de (Y x0)nV tel que p~ (V) U soit un
ouvert analytique dense de U, Un calcul facile en prenant des coordonnées
(cf. [C.EW.], 1, 2.7) montre que pour vérifier I,-0; <1,- O, en un point

tep (V)N U, il suffit de vérifier que si p(t) a pour coordonnées a;, ..., o, dans
(Yx0)nous avons: I, - C{ay, ..., a,, 21, .., 23/ A <1 - Clay, ..., 0yy 2y, ..., 2,4 A
ou .o/ désigne l'idéal engendré par (a, —oy, ..., a,—a,) mais ceci est précisément

la condition que ([C.E.W.], chap. I, 2.7) démontre &tre realisée sur un ouvert
dense de (Y x 0), qui rencontre certainement ¥. Montrons maintenant que en fait

5 6f af . g2 , af (0f) )
Iz-((a)a, ,( az)a). Soit I, I'idéal engendré par ((52_1); o \a) dans
C{a, z}.

d
Puisque — f,=aq, (g) + (6]" ) nous avons:
0z; 0zy/, \0z;/,

5]
Loli+(ay, ...,a,) (an) SI,
0’a

et puisque I, =1,, I;+(ay, ..., a,) (%) =1, et puisque I;<I, nous pouvons
0’a

appliquer le lemme de Nakayama intégral ([C.E.W.], chap. II, 2.4) pour conclure
I,=1,, ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 2. Soit (X,,0)=(C"*1,0) un germe d’hypersurface a singularité isolée.
Soit H un hyperplan de (€"**,0). Si u(X,n H,0)=u"(X,,0), u (X, H,O0)
=u®(X,, 0} (0Li<n). Ceci signifie que deux sections hyperplanes Xon H, Xon H'
quelconques de X, telles que u(Xon H)=u(X,nH',0)=u"(X,,0) ont en fait
méme suite u*, et peuvent donc étre jointes par une déformation a 1 paramétre a p*
constant (elles sont (¢)-cosécantes, dans la terminologie de ([1.E.P], 3.2)). En parti-
culier, elles ont le méme type topologique.

Démonstration. L’ensemble W des HeIP” tels que tous les u” (X, H, 0) soient
minimaux est un ouvert analytique dense de IP", et de plus, il résulte de ([C.E.-W.],
chap. I, 2.7) que si He W, u?(X,n H, 0)=pu®(X,, 0) (0<i<n). Il nous suffit donc
de montrer que: u™ (X, H,0)=u"(X,,0)=>He W et pour montrer ce point,
il nous suffit de montrer que si u™ (X, H, 0)=u™(X,,0), il existe un voisinage
V de H dans IP" tel que H' e V=p* (X, H’', 0)=u*(X,n H, 0) ou encore, d’aprés
([I.LE.P], théoréme 3) que la famille Z des sections hyperplanes de X, satisfait
la condition (¢) au voisinage de H, c’est-a-dire ([1.E.P.], 2.5)

0 0 0
(*) El:f;ze(zh"'yzn) (EZf;vaE_Z:fa) dans (E{a,z},
0 of , s —
or, Eﬁ‘=zi (é—;) et nous avons montré au théoréme 1, 4) que si H:z,=0
i O’a

vérifie u™ (X, H,0)=u"(X,,0) nous avions. (Ceci résulte directement de la
premiére partie de I'énoncé de 4) du Th. 1, et non de la seconde, qui me servira
ailleurs.)
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(L)e (L his).

dz, 0z, ' 0z,

La condition () en résulte immédiatement puisque I'on a toujours, pour deux
idéaux quelconques .« - #=.o¢ - #. Q.E.D.

Remarque. Soit L<IP" 'ensemble des directions limitess d’hyperplans tangents
4 X aux points lisses voisins de 0: ¢’est un diviseur de IP". Nous venons de montrer
que IP"—L est I'ensemble des points H<=IP" tels que u™(X,, 0)=u" (X, H,0),
que ceci équivaut & p*(X)={(u"*P(X,), u* (X, H)), et enfin que IP"—L est
I'ensemble des points de IP" ot la famille des sections de X, satisfait la condition (c).
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