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1. RESUME

Une valuation sur une classe S; de sous-ensembles de 1'espace euclidien R? & valeurs dans
un groupe abélien ® est une application

v:S;g— P
vérifiant v(0)) = 0 et, chaque fois que Ey, Fy, E1N Es et la réunion F;U FEy sont dans Sy, 1'égalité
U(E1 U EQ) = U(El) + U(EQ) - U(E1 N EQ)

La valuation la plus connue est probablement le volume d-dimensionnel défini sur la classe
des sous-ensembles mesurables bornés et prenant ses valeurs dans R. Remarquons qu’elle
est invariante par déplacement, c’est a dire par isométrie affine. Un autre exemple est la
caractéristique d’Euler-Poincaré, définie en particulier sur la classe des polyconvezes (réunions
finies d’ensembles convexes compacts) et invariante par homéomorphisme. Le theme central de
cet exposé est I’étude des valuations a valeurs réelles ou entieres et en particulier la question de
savoir dans quelle mesure elles ressemblent au volume ou a la caractéristique d’Euler-Poincaré.
Nous étudierons particulierement des valuations qui en quelque sorte “interpolent” du volume
a la caractéristique d’Euler-Poincaré. Des résultats tres récents jettent une lumiere nouvelle
sur ce type de probleme.

2. LE PROBLEME ISOPERIMETRIQUE

2.1. Didon. Ces lecons s’appellent “Lecons de Mathématiques d’Aujourd’hui” mais je vais
commencer par des mathématiques d’il y a bien longtemps. Je vais vous parler du probleme
isopérimétrique. La plus ancienne attestation historique (ou du moins mythologique) que 1'on
en ait est I'histoire de la fondation de Carthage par la reine Didon (—9%™€ siecle) : ayant di
fuir sa ville de Tyr, Didon trouva refuge avec sa suite sur les cotes d’Afrique du Nord. Elle
acheta au prince local le droit de rester sur une surface que pourrait contenir la peau d’un
beeuf. Mais Didon était une femme avisée : elle eut l'idée de découper la peau de boeuf en
tres fines lanieres qui, réunies bout a bout, firent une longue bande, avec laquelle elle entoura
la plus vaste surface possible sur la plage ; et c’est la qu’elle fonda la ville de Carthage. Le
prince, impressionné, voulut I’épouser et ensuite 1'histoire sort du champ de cet exposé; sachez
seulement que Didon est un surnom, qui signifie “la vagabonde”. La question se pose donc
de savoir quelle surface maximum on peut enfermer avec une laniere de longueur donnée dont
les extrémités sont sur une droite, ici le rivage. Si la reine Didon donna la bonne réponse,
elle ne donna pas la démonstration, et c’est presque 3000 ans plus tard qu'on démontra qu’elle
devait tracer un demi-cercle (avec le diametre sur le rivage). C’est un avatar du probléme
1sopérimétrique, qui est de déterminer les relations existant entre le volume d’un corps dans
un espace métrique (par exemple 'espace euclidien) de dimension d et le “volume” (mesuré
en dimension d — 1) de son bord: surface et périmetre dans le plan, volume d’un corps et
surface de son bord dans 'espace, etc. Ce probleme a joué un role historique important par
ses conséquences pratiques et aussi parce que c¢’était un probleme de calcul des variations bien
avant que celui-ci n’existe.

Dans Homere, on ne mesure pas la taille des villes par leur surface, mais par leur périmetre :
la ville de Troie “fait” 10200 pas. Si on achete un terrain de tel périmetre, comment s’arranger
pour avoir la superficie maximum ? Bien que la solution (le cercle) ait probablement été connue
(au moins sous la forme qui dit que de tous les polygones n cotés de périmetre donné c’est
le polygone régulier qui enferme la plus grande aire) depuis le cinquiéme siecle avant Jésus-
Christ, Proclus (411-485) mentionne des proces qui opposerent, au premier siecle de notre eére,
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les membres de communautés grecques, qui avaient décidé de partager la terre équitablement
en lopins de méme périmetre et avaient eu des surprises au moment de la récolte.

La découverte de la notion d’aire est sans doute un moment majeur des mathématiques,
et cette notion était peut-étre considérée a 1’époque comme la pointe de l'abstraction. Le
physicien Sokal, qui se moque (voir [Sol|, [So2]) des littéraires qui invoquent des notions de
mathématiques et de physique sans les comprendre comme les professionnels, a un devancier
illustre en la personne de Platon; celui-ci parodie dans La République (voir [P], 587d) les émules
de Pythagore qui mettaient des nombres partout. Il donne une démonstration fantaisiste du fait
que “la mesure de la grandeur (=l’aire) de I'image du plaisir du tyran est un carré parfait”?;
Paire était peut-étre pour Platon ce que la théorie quantique des champs est pour Sokal.

Je vais maintenant parler de quelque chose de tres différent, en apparence : supposez que
vous ayez une boite K en forme de polygone convexe, a I'intérieur de laquelle se trouvent des
insectes ou bien des produits chimiques, qui vont s’éloigner de K dans I’environnement, a partir
de tout le contour de ce polygone, a vitesse constante (disons a la vitesse 1, en choisissant bien
les unités) perpendiculairement au contour. Vous vous posez la question de savoir quelle est la
mesure de la surface contaminée a l'instant ¢, c¢’est-a-dire la surface obtenue en prenant tous
les points qui sont a une distance du polygone inférieure a ¢ : autrement dit, quelle est I'aire
de I'ensemble K + tB des points situés a une distance < t de K 7 B désigne la boule unité,
¢’est-a-dire ici le disque unité, puisqu’on est dans le plan. C’est le moment de donner quelques
définitions :

Définition 1. a) Un ensemble E C R® est dit convexe si pour tous points x et y dans E, le
segment [z,y| est inclus dans E.

b) L’enveloppe convexe d’un sous-ensemble E C R? est lintersection de tous les sous-ensembles
convezes de R? contenant E :

Conv(E) = ﬂ C.

C' convexe

COF

C’est donc le plus petit convexre contenant E.
Je m’intéresserai surtout a des sous-ensembles convexes compacts d’intérieur non vide.

Définition 2. Soient K; et K, deur sous-ensembles convezes de R?; on appelle somme de
Minkowski de K, et Ko et on note K1 + Ky 'ensemble

K+ Ky, = {l‘l 4+ x9; 11 € Ky, 29 € KQ}

C’est un ensemble convexe, qui a translation pres ne dépend que de K; et Ky a translation
pres.
On définit aussi I'homothétie de K de rapport A € Ry par : AK = {A\z, x € K}. Une
translation sur K se traduit par une translation sur AK.

En dimension 2, le dessin montre que si j'appelle S l'aire de K et L son périmetre, la surface
cherchée a, pour t > 0, une aire égale a :

aire(K +tB) = S + Lt + 7t* = Px(t);
c’est un polynome de degré 2 en t. Cette expression pour 'aire de K + tB est en fait valable
pour tout sous-ensemble convexe compact du plan; a chaque tel convexe est donc associé un

polynome de degré deux Py (t) = S + Lt + 7t?. Le discriminant de ce polynéome est L? —47S.
L’ inégalité isopérimétrique dans le plan est :

L? — 478 > 0,

2Traduction de Iauteur.
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et manifeste une relation fondamentale entre le périmetre et l'aire. Cette inégalité signifie aussi
que Pk a des racines réelles. Comme Pk est un polynome a coefficients positifs, ses racines
sont négatives, donc on obtient un graphe de ce type :

Le probleme isopérimétrique dans le plan est de prouver que, pour n’importe quelle courbe
fermée simple assez modérément accidentée pour avoir une longueur mesurable L finie (une
courbe rectifiable; en gros, non fractale) et enfermant une aire S, I'inégalité isopérimétrique est
valide, et surtout que l’égalité n’a lieu que si la courbe est un cercle. Notez que si la courbe est
de longueur infinie, I'inégalité est vraie mais sans intérét. Notez aussi que 'enveloppe convexe
d’un domaine donné du plan enferme une surface plus grande avec un périmetre inférieur. Il
suffit donc pour le probleme isopérimétrique plan de considérer des domaines convexes. Ceci
est radicalement faux en dimension > 2.

2.2. Bonnesen. En 1921, Bonnesen [Bo|] a démontré I'inégalité L? — 47S > n*(R —r)* ou r
est le rayon du plus grand cercle inscrit dans K, et R le rayon du plus petit cercle circonscrit
(contenant K'). Cette inégalité est valable pour n’importe quel compact conveze du plan.

Ce n’est que plus tard que I'on a démontré que, pour tout compact convexe K du plan, d’aire
S et de périmetre L, le segment [r, R] est compris entre les racines de Py (—t). Cela signifie que

L++L?—4nS L—+L?—4nS
>R>r>
2 - 2w
et donc

2 _

R_y< YL —4TS
s
ce qui permet de retrouver I'inégalité de Bonnesen :

L? —4xS

1) (R—r? < ="

On a par conséquent L? —47S =0 = R =1 < K est un disque = L?> —47S = 0. L’inégalité
de Bonnesen est tres utile parce que, dans le probleme isopérimétrique, il est assez facile de
prouver l'inégalité L? — 4wS > 0 ; ce qui est vraiment difficile, c’est de montrer que 1'égalité
n’a lieu que si K est un disque. Cela a été le probleme dans toutes les tentatives de solution
du probleme isopérimétrique au cours des ages : au temps des Grecs, puis apres l'invention
de I'analyse infinitésimale au 18°™€ siécle ; le probléme n’ayant été résolu complétement que
vers 1895, par des méthodes d’analyse bien différentes de la preuve de Bonnesen, il a donc fallu
environ 2900 ans pour résoudre completement le probleme isopérimétrique dans le plan !

Une partie des méthodes utilisées pour étudier le probleme isopérimétrique dans le cas des
corps convexes est due a Minkowski, qui était en partie motivé par des problemes arithmétiques
liés au décompte des points entiers (=a coordonnées entieres) contenus dans certains ensembles
convexes de R%; nous allons donc passer un peu en revue ce qui peut se mesurer dans différents
cas de figures (convexes).

3. GENERALISATIONS : VOLUMES MIXTES ET PROBLEMES DE COMPTAGE

3.1. Trois types de questions. Il y a trois types particulierement intéressants d’ensembles
convexes compacts dans R? :

e les ensembles lisses ayant une frontiere de classe C°°, ou du moins C? ;

e les polyedres convexes, ou polytopes, qui sont I'enveloppe convexe (voir Définition 1)
d’un nombre fini de points ;

e les polytopes entiers, qui sont les polytopes dont les sommets sont des points du réseau
entier Z¢ C R



Nous allons nous poser des questions propres a chacune de ces catégories :

(1) pour les convexes lisses, on s’interrogera sur le volume (la mesure (d—1)-dimensionnelle)
du bord, et sa courbure ;

(2) pour les polyedres convexes, on entre dans la théorie des complexes cellulaires ou sim-
pliciaux, et le but va étre de compter les faces de toutes dimensions et plus précisément
de décrire la combinatoire des faces (compter les faces de chaque dimension, savoir
quelles faces sont dans le bord d’une autre), ce que 'on appelle le type combinatoire du
polytope ;

(3) pour les polytopes entiers, on va compter le nombre de points entiers qu’ils contiennent.
Dans tous les cas, on dispose d’opérations sur les convexes étudiés: 1’addition de Minkowski,
I’homothétie (de rapport entier pour les polytopes entiers), la projection orthogonale sur un
sous-espace, la section par un sous-espace affine, et I'on espere aussi comprendre le comporte-
ment de ce que 'on mesure lorsque 'on effectue ces opérations.

Je vais essayer de parler un peu de ces trois questions. Examinons d’abord ce qui se passe
en dimension 2.

3.2. Théoreme de Minkowski-Steiner. Ce que nous avons vu pour l'aire de K + ¢tB en
dimension 2 est un cas particulier du théoréeme suivant :

Théoréme 1. (Minkowski-Steiner) Soient Ky et Ky deux sous-ensembles converes compacts
de RY; alors pour A\; > 0 et Ay > 0 vol(A Ky + Ao K3) est un polynéme homogene de degré d en
A1, Ao, On Uécerit :

d
vol(\ K1 + AoFo) = > ( f ) vol (KM, KL= \ipd—.

=0

Les coefficients VOI(KF], KQ[d*i]) sont appelés volumes miztes de Minkowski. Les exposants entre
crochets indiquent le degré d’homogénéité. On a :
VOI(KH, Kg)]) = vol(K), VOI(K{O}, Kgd}) = vol(Ky),
vol (1), (ua62)) = g™ vol (K, K51).
En fait, ce résultat s’étend a r sous-ensembles convexes compacts K, ..., K, quelconques de

R% pour A,...,\ tous > 0, on a pour vol(d"7_, \;/K;) une expression polynomiale en les \;
que l'on peut écrire:

- d!
ol NK) = ) p vol(K1™ . Klerlyxor o xer,
i=1 )

a€eNT,|al=d

ounal=a!...a.) et |a] =a; + -+ a,. Cela définit les volumes mixtes vol(Kl[aﬂ, e Klar]),
dont on peut montrer qu’ils sont > 0.
Remarquons 'égalité (exercice de calcul différentiel)

dvol (K=, BY) = lim vol(K + Ali) — vol(K)

= vol(0K),

qui signifie que le quotient par d du volume (d — 1)-dimensionel du bord d'un convexe est le
premier volume mixte avec la boule unité apres le volume lui-méme.
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3.3. Dimension 2. Inégalité isopérimétrique généralisée et formule de Pick. Dans le
cas particulier ot K C R? on a : vol(0K) = L, que nous avons appelé le périmetre L.
Et nous retrouvons:
vol(K + AB) = vol(K) + L\ + 7%,

Toujours en dimension 2, au lieu de prendre un convexe et la boule unité, on peut prendre

deux convexes compacts quelconques :
VOl()\lKl -+ )\2K2) = UQ)\% —+ 2’01)\1)\2 —+ Ug)\g

olt vy = vol(K7) et vy = vol(Ky). Il reste vrai que v? — vgvg > 0 et que si

r = sup{t, tKy C K a translation pres}

et
R = inf{t, tKs O K; a translation pres},
alors
V1 — /U2 — vy v1 + V7 — Vv
r> et R< ,
V9 (%
d’ott
1

Z(R —7r)?v3 < vl — voue.

Donc les phénomenes que nous avions observés pour un convexe K et la boule B restent vrais
pour deux convexes compacts quelconques du plan (voir [F1] et [Tel]).

3.4. Comptage. Regardons maintenant le deuxieme probleme évoqué tout a I'heure : en di-
mension 2, compter les faces pour un polygone convexe est vite fait. Soient fy le nombre de
sommets et fi le nombre d’arétes. (fo, f1) correspond a un nombre de sommets et d’arétes d'un
polygone convexe si et seulement si f; — fo = 0.

En revanche, compter le nombre de points entiers, méme en dimension 2, est un probleme
beaucoup moins évident.

Notons tout de suite que l’application qui ¢ un convexe de R associe le nombre de points du
réseau entier Z¢ qu’il contient est une valuation & valeurs entiéres, invariante par les transla-
tions par des éléments du réseau.

Nous verrons plus bas des résultats valables lorsque le convexe est un polytope a sommets
entiers.

Voici le résultat principal en dimension 2 :3

Théoréme 2. (Formule de Pick [Pic], 1899) Soit P un polygone plan convere a sommets
entiers. Alors

#(PNZ?) = S(P)+1/2#(0PNZ*) + 1
ot S(P) est l'aire de P et OP sa frontiére.

Cette formule se généralise a peu prés a n’importe quel polygone a sommets entiers (pas
nécessairement convexe). Des la dimension 3, le décompte des points entiers dans les polytopes
entiers devient bien plus subtil; nous en parlerons plus bas.

Retenons que lorsque d = 2, les trois problemes de dénombrement que nous avons vus ont
des réponses précises, connues depuis une centaine d’années.

30n trouvera une preuve trés courte de la formule de Pick dans [Fun], utilisant la formule de la caractéristique
d’Euler, et une preuve trés amusante dans [DiRo], utilisant la formule des résidus et la fonction p de Weierstrass.
(Note de C. Reydy)



4. LES VOLUMES MIXTES EN DIMENSION d. FORMULES DE CROFTON ET DE CAUCHY.
INEGALITE DE ALEXANDROV-FENCHEL ET THEOREME D’HADWIGER

4.1. Formules de Crofton et de Cauchy. Je reviens au probleme 1, mais désormais en
dimension supérieure : d > 2. Il va toujours s’agir de comprendre la nature de ces volumes
mixtes. Mon but, dans cet exposé, est de vous montrer, avec un certain nombre de digressions,
des faits que je trouve jolis concernant la géométrie des convexes, mais qui se généralisent le
plus souvent a un domaine beaucoup plus vaste que celui des convexes. Mon premier exemple
est dit a Crofton ([Cro], 1868). Pour comprendre le role du périmetre en dimension 2, on va
le considérer d’'une maniere différente. Introduisons la grassmanienne affine Graff(d, k), qui
est 'ensemble des sous-espaces affines de dimension k& de RY. Cet ensemble est muni d’une
structure de variété différentielle, dont voici une description:

Un espace affine A, de dimension k peut se repérer de la facon suivante : on se donne un
espace vectoriel Vj parallele & Ay (passant par l'origine) et un point de l'orthogonal de V.
Ceci détermine completement un espace affine. La grassmanienne affine Graff(d, k) est donc un
fibré en espaces vectoriels de dimension (d — k) sur la grassmanienne des sous-espaces vectoriels
de dimension k, qui est une variété. Observons que le groupe des déplacements de R? agit
sur Graff(d, k) en déplagant les sous-espaces affines de dimension k. On a alors le théoreme
suivant :

Théoréme 3. I existe sur Graff(d, k) une mesure invariante par le groupe des déplacements;
elle est unique a un facteur constant pres.

On va maintenant se poser le probleme de comprendre cette mesure. Son existence signifie
que si je me donne dans le plan un paquet de droites affines, suffisamment régulier pour former
un sous-ensemble mesurable, alors je peux lui attribuer une mesure, et que si je fais bouger ce
paquet par un déplacement, la mesure ne changera pas. Soit maintenant L un segment de R?
de longueur /. On définit :

W(L) = {A, C Graff(2,1)/4, N L # 0}.

C’est I'ensemble des droites affines qui rencontrent L. Soit Z(L) la mesure de W(L). (Pour
étre tout a fait correct, il faudrait montrer que cet ensemble est mesurable : c’est tres facile
puisque dans chaque carte de Graff(2,1) il est défini par des inégalités linéaires; je 'admettrai
ici). L’invariance de la mesure implique que je peux déplacer L sans changer Z(L), donc Z (L)
est en fait une fonction qui ne dépend que de la longueur [ de L; notons cette fonction f(I).
Remarquons que si nous notons N(L;¢) le nombre des points d’intersection d’une droite ¢ du
plan avec le segment L (c’est une fonction de ¢ € Graff(2,1) qui vaut 0 ou 1 en dehors du
sous-ensemble de Graff(2, 1) réduit au point correspondant a la droite ¢ contenant L), on a

Z(L) = / N(L; 0)de,
Graff(2,1)

ou dl¢ dénote provisoirement la mesure invariante sur Graff(2,1) que nous considérons. Si
maintenant je fabrique une ligne brisée en concaténant des segments: Ly U Ly U ---U Ly, alors
avec l'extension évidente de la signification de N(L; /), je peux intégrer

/ N(L ULy U ULy 0)dl = f(l+ -+ 1) = f(l) + -+ f(L,) :
Graff(2,1)

il y a additivité. Je n’ai utilisé que le fait que j’ai une mesure invariante pour m’assurer que le
résultat ne dépend que de la longueur des segments et pas de leur position, et le fait que, hors
d’un ensemble de mesure nulle, le nombre des points d’intersection de ¢ avec une réunion de
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segments est la somme des nombres de points d’intersection avec chacun d’eux. Cela démontre
que

61 = i), ¥reqy.
Par ailleurs, cette fonction f est évidemment croissante. La fonction f(I) est linéaire sur les

rationnels et croissante donc, grace par exemple a la notion de coupure de Dedekind, on voit
qu’elle est linéaire partout, i.e.

f(l) = al pour un certain o € R7.

Donc je connais a une constante multiplicative pres la moyenne des nombres d’intersection des
droites affines avec une ligne brisée, et cette moyenne ne dépend que de la longueur. Je peux
maintenant approximer une courbe rectifiable quelconque par des lignes brisées. Par un passage
a la limite standard

/' N(C: 0)dt = al(C)
Graff(2,1)

ou C' est une courbe rectifiable, o une constante, [(C') la longueur de C et N(C; ) = #(C'NYL).
C’est la formule de Crofton: le nombre moyen des points d’intersection de droites avec une
courbe donnée est, a une constante multiplicative pres, la longueur de cette courbe. Comme
nous verrons plus bas, cette formule est valable en toute dimension d : le nombre moyen
d’intersections d’une droite avec un compact convexe K donné de R? est proportionnel au
volume (d—1)-dimensionnel du bord 0K . Des techniques peu éloignées de la formule de Crofton
permettent par exemple d’estimer la mesure de la surface des poumons d’un étre humain: a
partir de coupes aléatoires numérisées du poumon, on demande a l'ordinateur de jeter dans le
plan des droites aléatoires et de compter le nombre des points d’intersection. Des méthodes
analogues permettent de mesurer la taille moyenne des pores des roches des gisements pétroliers,
qui est un facteur important pour I'extraction.

Le type de raisonnement par lequel on vient d’établir la formule de Crofton est analogue
a celui par lequel Barbier [Bal, en 1860, avait redémontré la formule de I'aiguille de Buffon :
on se donne dans le plan un réseau de droites paralleles équidistantes, de pas d, on lance une
aiguille de longueur [ et on se demande quelle est la probabilité pour que 1’aiguille touche une des
droites. Pour n’importe quelle courbe rectifiable C', si on note p,, la probabilité que C' rencontre
n droites du réseau, [’espérance mathématique du nombre de droites intersectées, c¢’est-a-dire
E(C) =" npy, est proportionnelle a la longueur de C. Pour le montrer, on commence avec une
aiguille (un segment), puis on fait exactement le méme raisonnement que précédemment : on
montre que c’est additif et par passage a la limite, on montre qu'on peut considérer n’importe
quelle courbe. On a donc

E(C) = al(C).

Si C' est un cercle de diametre ¢, il est facile de voir que E(C) = 2. On a donc 2 = and, d’ou
2 , ]
a = =5 Par conséquent, E (aiguille) = pt
Revenons a présent a 'interprétation du volume mixte, qui va fournir une généralisation de la
formule de Crofton. Fixons une notation pour le volume de la boule unité de ’espace euclidien
de dimension d:

/2

T T(1+d/2)

On définit le j-ieme volume mixte intrinseque V;(K) du convexe K C R par

MV@j:(?)WMKWBWM.

vol(BY) = g4
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L’avantage est que ce volume ne dépend pas du plongement de notre espace affine. Je vais
maintenant donner la généralisation de la formule de Crofton pour les convexes :

| Vi 0 BYpe(E) = cagaVissoa )
Graff(d,k)

ou py, est "la” mesure invariante sur Graff(d, k) (les constantes dépendent évidemment de la
normalisation choisie) et

k
(j )chXn—i—j—k T (kE* 1) (d+] k+1)
JF

- z 1) (d+1)

o{d,j,k —= d —=
k _j Xde

| Ve 0 Bydun(E) = Cld. Vi s(K),
Graff (d,k)

Pour j=k—1,0n a

et on retrouve la formule de Crofton. Ici et plus bas C(d,7) désigne la constante appropriée,
combinaison de coefficients binomiaux et de x;, ne dépendant que de la dimension et du ou
des indices apparaissant dans la formule, mais pouvant dépendre de celle-ci. Cette formule
de Crofton généralisée permet de faire des récurrences sur la dimension. Il faut retenir de ce
qui précede que les volumes mixtes se calculent en prenant des moyennes de volumes sur les
sections (point de vue de Crofton). De méme, je vais vous montrer que les volumes mixtes se
calculent en prenant des moyennes de volumes sur les projections (point de vue de Cauchy) : je
prends des directions L € Grass(d,d — i) et je projette R? sur R parallelement a la direction
L:

RO K

L

RO L(K )

Alors

Vi) = (i) [ L (L),

Le 7-eme volume mixte est la moyenne des volumes ¢-dimensionnels de projections sur les
espaces de dimension i. Cette formule généralise une formule de Cauchy (pour i = d — 1)
([Cau], 1832, publiée en 1850), qui est souvent associée a la formule de Crofton, a laquelle elle
est d’ailleurs antérieure. Les deux formules sont reliées par le fait que pour i = d — 1 le volume
de la projection de K sur I'hyperplan 77 (R?) est proportionnel au volume de I’ensemble des
droites paralleles a la direction de projection L qui rencontrent K. Il suffit ensuite d’'intégrer
sur I'espace des directions de projection.

Il y a une troisieme interprétation qui est I'une des plus intéressantes : si on suppose que K
est de classe C'*°, la géométrie Riemannienne permet de définir d — 1 fonctions C*° a valeurs
réelles sur 0K, les courbures principales : Ki,..., K41, avec k; = pij ou p; est un rayon de
courbure principal. Pour d = 3 les deux rayons de courbure principaux en un point x € 9K
sont les extrema des rayons de courbure en x des courbes planes 0K N H lorsque H parcourt
les 2-plans passant par x et contenant le vecteur normal a 0K en x. Alors pour 0 <i<d—1
on a

m(K) = Nd,l,i(x)ds
oK
ou Ny_1_;(x) est la fonction symétrique élémentaire normalisée de degré d — 1 —i des courbures
principales en x et dS désigne la mesure d — 1-dimensionnelle sur le bord.



10

En dimension 3, le théoreme de Minkowski-Steiner dit donc que
vol(K +tB) = vol(K) + vol(OK )t + Mt* + vol(B)t*
olt vol(0K) = [, o @5, correspondant a la fonction symétrique de courbure de degré 0 qui est

constante égale a 1, et ou M = C(3,1) faK% (p%(x) + p%(m)> dS est l'intégrale de la courbure

moyenne, p1(z) et pa(x) étant les rayons de courbure principaux en un point = du bord 0K, et

ou
1

vol(B) = 0(3,0)/ ——FdS
ok P1(2)p2(z)
est 'intégrale de la courbure de Gauss. D’apres la formule de Gauss-Bonnet le second membre
est, a la constante multiplicative de normalisation pres, la caractéristique d’Euler de 0K (qui

est bien indépendante du convexe K C R¢ puisque K est homéomorphe & la sphere S¢1).

4.2. Inégalités entre les volumes mixtes. Jusqu’a présent, nous avons essayé de compren-
dre la nature des coefficients du polynome vol(K + tB) ou vol(K; + tK5). Maintenant, je vais
en venir aux propriétés qui lient ces coefficients entre eux. Par exemple, nous avons vu qu’en
dimension 2 les racines de ce polynome sont réelles. Peut-on 'espérer en dimension 3 7

Revenons donc aux volumes mixtes : soient K; et K, deux convexes compacts de R? et
w; = vol(K P], KQ[CH}). Le principal résultat comparant les w;, dont nous avons vu qu’ils sont
tous > 0, est le suivant:

Théoréme 4. (Inégalités de Alexandrov-Fenchel, [All], [Fen]) a) On a pour 1 <i<d—1 les
imégalités
W} > Wi Wi-1,

autrement dit :

w Wy w

d o7 o< T

Wq—1 Wq—2 Wo
b) Si tous les quotients précédents sont égauzx, disons a A, alors K1 = MKy a translation pres et
réciproquement. En particulier K1 = Ky a translation preés si et seulement si wy = wy - - - = wy.

On fait la remarque suivante :

d—1
(wd) <wd—1x Xﬂ_wd—l

Wq—1 Wq—2 Wo Wo

donc

wg_l > wg_lwo.
Prenons le cas particulier o K5 = B. Nous avons vu que

_ Vvol(OK)

Wi-1 = ——

Cela donne
vol(OK)? > d*vol(K)* ! vol(B).

C’est ’inégalité isopérimétrique en dimension d. Pour d = 2, on retrouve L? — 47S > 0.

Nous avons déja vu que la partie difficile est de prouver qu’on ne peut avoir égalité que si
le convexe est une boule. Ici aussi, la démonstration de la partie b) de ’énoncé est délicate.
Mais une fois ce résultat obtenu, on peut utiliser la fait que notre inégalité isopérimétrique a
été obtenue en télescopant les inégalités entre les quotients ww—i Il en résulte que pour un
convexe, il ne peut y avoir égalité dans l'inégalité isopérimétrique que si tous les quotients sont
égaur. Comme nous 'avons vu, cela implique que K est un homothétique de la boule unité a

translation pres, donc est une boule.
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Considérons I'ensemble K? de tous les convexes compacts de R%. On peut munir K¢ d'une
métrique (dite de Haussdorff) qui est définie de la facon suivante : pour K; et K, dans K¢, on
pose

0(Ky, Ky) =min{e, K1 C Ky +eB et Ky C K7 + ¢B}.
Cette métrique définit une topologie pour laquelle tous les objets que j’ai définis sont continus.
En particulier, I'application

(K1, K3) — vol(K, Ky =
est continue. Un des ingrédients de la démonstration consiste a montrer que n’importe quel
convexe compact peut étre approximé par des polyedres pour cette topologie.
La collection des volumes mixtes définit une application
®: KixKT — R+
<K17K2) - (U}O,...,U}d)

qui est continue pour la topologie de Haussdorff.
Si l'on s’intéresse aux compacts a translation pres, cela signifie que 1’on considere I’ensemble

quotient ' = K / = par la relation d’équivalence = correspondant a I’égalité a translation

. . S —d . . , L
pres. La topologie de Haussdorff induit sur K une topologie quotient et 'application ® passe
au quotient, définissant une application ®.

L’espace Kd est de dimension infinie. Si l'on cherche des équations pour la diagonale de
K x Kd, qui est de codimension infinie, on s’apercoit qu’elle est égale a 6_1(A), ou A :wy=

. = wy est la multidiagonale de R, Autrement dit, on a réussi a définir un espace de
codimension infinie par un nombre fini d’égalités.

La démonstration du cas d’égalité dans le théoreme de Alexandrov-Fenchel est essentiellement
due a Alexandrov, en 1937, par des méthodes analytiques tres jolies, dont la vraie nature est

explicitée dans [Gr].

Mentionnons pour terminer que l'image de l'application K¢ x K¢ — R9*! déterminée par
(K1, K3) — (w;(K1, K3))o<i<a est effectivement décrite par les inégalités w; > 0, w? > w;,jw; 1.
Cela ne signifie pas que I'on sait caractériser par des équations I'image de 1'application K¢ —
R+ déterminée par les volumes mixtes d’'un convexe avec la boule unité.

Si les polynomes vol( K +tK5) avaient toujours toutes leurs racines réelles; cela impliquerait
les inégalités d’Alexandrov-Fenchel selon un exercice classique, mais il n’en est rien, et les
contre-exemples existent des la dimension 3. Il n’est méme pas vrai que les parties réelles des
racines soient négatives en général (voir [Tel]).

4.3. Valuations et volumes mixtes. Je voudrais maintenant vous donner une autre pro-
priété de ces volumes mixtes. Une question tres naturelle consiste a se demander si 'on peut
caractériser toutes les applications v : K¢ — R ayant les propriétés suivantes :

(1) v est additive au sens suivant: si K; U K5 est convexe, on a
U(Kl U Kg) = U(Kl) -+ U(KQ) - U(Kl N KQ)

(2) v est invariante par déplacements.

(3) v est continue pour la topologie de Haussdorff.

Une telle application est ce qu’on appelle une valuation continue et invariante par déplacements
sur I’ensemble des convexes.

La question est : peut-on caractériser le volume par les propriétés 1, 2 et 3 7 La réponse est
non car, par exemple, le volume du bord, ou n'importe quel volume mixte w; avec la boule:

w: K*'— R; K — vol(K Bl-)
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a les mémes propriétés. Mais on a le théoreme fondamental suivant :

Théoréme 5. (Hadwiger, 1948) Si v vérifie les conditions (1), (2) et (3), alors il existe des
constantes cy, . .., cq telles que

d
v(K) = ciw(K)
=0
ot w;(K) = vol (K Bl
Autrement dit, 'espace de ces fonctionnelles est un espace vectoriel de dimension finie, en-
gendré par les volumes mixtes avec la boule unité.

On peut étendre la définition des volumes mixtes a une classe de sous-ensembles bien plus
grande que celle des convexes compacts: celle des polyconvezes, qui est celle des sous-ensembles
de R? qui sont des réunions finies de sous-ensembles convexes compacts.

En effet, toute valuation définie sur une classe C de sous-ensembles de R? qui est stable par
intersection, comme celle des convexes compacts, s’étend en une valuation de la classe PolyC
des réunions finies d’éléments de C au moyen de la formule d’inclusion-exclusion:

V(E U UK,) =
sz<Kl> _Zz<]U(K2ﬂKJ)+Zz<]<kU(K2ﬂKJ ﬁKk) — e

dont I'égalité de définition des valuations donne le cas n = 2.

La valuation constante égale a un sur les convexes, dont l'intérét semble au premier abord
limité, s’étend sur les polyconvexes en la caractéristique d’Euler-Poincaré | ce qui donne de
cette derniere une définition sans triangulation dans ce cadre. Le volume s’étend bien str en
volume, et les volumes mixtes donnent sur les polyconvexes de nouvelles valuations qui sont
intermédiaires entre la caractéristique d’Euler-Poincaré, purement topologique, et le volume.
Le théoreme d’Hadwiger s’étend immédiatement aux valuations sur les polyconvexes.

Une propriété fondamentale des volumes mixtes d’un corps convexe avec la boule unité est
qu’ils sont invariants par déplacement, et en particulier par rotation, ce qui résulte bien sur
du fait que la boule possede cette invariance. Si l'on s’intéresse seulement a l'invariance par
translation, on voit tout de suite que la situation devient bien plus compliquée: il n’y a plus de
convexe privilégié comme la boule et on peut construire beaucoup de fonctionnelles invariantes
par translation et continues sur l'espace des corps convexes.

Ainsi, soit A = (A, ..., Ay) une famille de d corps convexes de A?. On peut lui associer les
fonctionnelles suivantes (volumes mixtes, voir le Théoréme 1) sur K% pour 0 < i < d, on définit

wHK) =vol(K, K, ..., K, Ai1,..., Ay,

7

ou K apparait i fois. Remarquons que ces fonctionnelles sont des valuations sur K¢ qui sont
continues et invariantes par translation. Cette famille de valuations contient tous les volumes
mixtes avec la boule unité.

On peut mettre sur l'espace des valuations a valeurs réelles ou complexes qui sont continues
et invariantes par translation une structure d’espace vectoriel topologique de Fréchet, au moyen
de la collection suivante de semi-normes: pour chaque entier N, définissons la semi-norme

[v][n = sup g ypalv(K)].

Le supremum existe parce que les sous-ensembles convexes compacts d’une boule forment un
ensemble compact de K? pour la topologie de Haussdorff, et parce que la valuation v est
supposée continue.

McMullen avait fait la conjecture suivante:
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Conjecture de McMullen-Théoréme d’Alesker L’espace vectoriel engendré par les fonc-
tionnelles wi*(K) est dense dans l'espace vectoriel topologique des valuations continues et in-
variantes par translation de K2.

La récente démonstration d’Alesker (voir [A1]) fait intervenir de nouvelles techniques, dont
voici une idée.

Tout d’abord il faut rappeler un théoreme de McMullen.

Disons qu’une valuation est homogéne de degré i si pour tout K € K% et tout réel A > 0 on

a v(AK) = No(K).

Théoréme 6. (McMullen) Toute valuation continue et invariante par translation de K peut
s’écrire de maniére unique comme somme de valuations homogénes:

d
v = E (%)
=0

ol v; est homogene de degré 1.

Remarquons que si v est en fait invariante par déplacement, cela résulte aussitot du théoreme

d’Hadwiger.
On sait grace a Hadwiger ([Had]) que I'espace des valuations continues invariantes par transla-
tion et de degré 0 est de dimension 1 et engendré par la caractéristique d’ Euler-Poincaré et que
I'espace de celles de degré d est de dimension 1 et engendré par la mesure de Lebesgue (le vol-
ume). De plus toute valuation continue et invariante par translation de K¢ peut s’écrire comme
somme d’une valuation paire vérifiant v(—K) = v(K) et d’'une valuation impaire, vérifiant
v(—K) = —v(K).

Il existe une représentation naturelle du groupe GL(d, R) des automorphismes linéaires de R?

dans I'espace vectoriel Valy.qns(K?) des valuations continues et invariantes par translation; c’est
I’homomorphisme (continu) qui a g € GL(d, R) fait correspondre "automorphisme v — w(g).v
de Valyans(K9), ot (7(g).v)(K) = v(g71(K)). Il est clair que cette représentation respecte le
degré d’homogéneité et la parité.
De plus, comme les éléments de GL(d, R) agissent sur les volumes mixtes par multiplication par
une puissance du déterminant et changement de la famille A en g~!(A), cette représentation
laisse globalement stable le sous-espace vectoriel de Valtmns(lCd) engendré par les volumes
mixtes.

Théoréme 7. (Alesker) Pour chaque entier i, 0 < i < d, la représentation naturelle de
GL(d,R) sur l’espace vectoriel des valuation homogénes de degré i qui sont paires (resp. im-
paires) est irréductible.

Le fait que la représentation soit irréductible implique que tout sous-espace fermé de Valtmns(lCd)
qui est invariant est soit 0 soit Valyqns(K9) tout entier. Il en résulte aussitot que 'adhérence
de I'espace vectoriel engendré par les combinaisons linéaires de volumes mixtes de degré ¢ qui
sont paires (resp. impaires) est tout ’espace des valuation homogenes de degré i qui sont paires
(resp. impaires). En effet des combinaisons linéaires du type vol( K, Bl*=) £ vol (K11, Bld-)
donnent des combinaisons paires et impaires de volumes mixtes de tous les degrés d’homogénéité
et les espaces invariants ne sont donc pas nuls. Au vu du Théoreme 6 cela prouve la conjecture
de McMullen.

Une originalité de la preuve d’Alesker est d’introduire dans le sujet des méthodes raffinées de
théorie des représentations des groupes algébriques; il a obtenu par cette approche bien d’autres
résultats (voir [A2]) qui sortent du cadre de cet exposé.
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5. NOMBRES DE FACES D’UN POLYTOPE SIMPLICIAL DANS R?. EQUATIONS DE
DEHN-SOMMERVILLE

Je vais maintenant parler un instant des deux autres problemes que j’avais évoqués, a savoir :
compter le nombre de faces, et compter les points entiers ; ce sont des domaines qui ont aussi
beaucoup progressé ces vingt dernieres années.

Un simpleze de dimension i est I’enveloppe convexe de i + 1 points dans R non situés dans
un hyperplan affine . Chacune de ses faces de dimension ¢ — 1 est aussi un simplexe et a
exactement ¢ sommets.

Je m’intéresse donc maintenant aux polyedres convexes simpliciaux, c’est-a-dire que je ne re-
garde que ceux dont les faces sont des simplexes. En dimension 3, ce sont des objets dont les
faces sont des triangles.

Il existe une notion duale: un polytope de R? est simple si chaque sommet est contenu dans
exactement d faces de dimension d — 1.

On appelle f; le nombre de faces de dimension i (i = 0,...,d). On connait la relation
suivante :

fom it ()T =14 (1)
(caractéristique d’Euler-Poincaré). On introduit pour 0 < ¢ < d les fonctions auxiliaires

(- -
=3 (971 ) o
§=0
La donnée des h; permet de retrouver les f;, et réciproquement.
On a le résultat suivant, qui date des années 1930 (voir [Gru]) :

Théoreme 8. (Equations de Dehn-Sommerville) Pour un polytope simplicial, on a h; = hq_;.

Ces relations engendrent toutes les relations linéaires entre les f;. Mais il existe aussi des
relations non-linéaires; pour les décrire, on utilise la construction suivante, qui trouve son
origine dans la caractérisation par Macaulay des fonctions de Hilbert des algebres graduées de
dimension finie engendrées par leurs éléments de degré un :

Soient g et ¢ deux entiers positifs; il existe des entiers n; > n;,_1 > --- >n; > j > 1 uniquement
déterminés par la condition qu’en outre on puisse écrire

(1) () (7).

o= () ()

On dit qu’une suite d’entiers go, . .., gs est une M-suite si go =1 et si elle satisfait pour tout i,
0<i<s—1, l'inégalité 0 < g;y1 < g=*~.
Le nom de M-suite vient du fait que Macaulay a démontré le théoréeme suivant:

On pose alors

Théoréme 9. (Macaulay, voir [B-H|, Chap. 4.) Une suite (go, g1, g2 - - .) d’entiers non négatifs
est une M-suite si et seulement si il existe une algebre commutative graduée

R=RyORi ®RyD---

sur un corps k telle que Ry =k, que la k-algebre R soit engendrée par des éléments de degré 1
et que pour tout 1 > 0 on ait

J’espere que vous trouverez le théoreme suivant surprenant :
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Théoreme 10. f = (fj)o<j<a est la suite des nombres des faces de chaque dimension d’un
polytope simplicial si et seulement si la suite (hj)o<j<a qui lui est associée comme ci-dessus
satisfait les équations de Dehn-Sommeruville et de plus la suite

<h07 hl - h(], ey h[%] - h[g}—l)
est une M-suite.

Ce théoreme avait été conjecturé par McMullen [Mcl] en 1971 ; Stanley [Sta] a prouvé la
nécessité en 1980, Billera et Lee ([Bi-L1], [Bi-L2]) ont prouvé la suffisance en 1980/1981.

6. LE PROBLEME DU COMPTAGE DES POINTS ENTIERS EN DIMENSION d. POLYNOME
D’EHRHART

Je vais maintenant dire un mot du décompte des points. On avait la formule de Pick en
dimension 2, en a-t-on une en dimension d 7 Nous allons voir que oui. On considére un
polytope entier P. Ehrhart, un mathématicien enseignant dans le secondaire, a démontré le
théoreme suivant :

Théoréme 11. (E. Ehrhart [Ehr], 1967) Soit P un polytope entier. Pour n € N\ {0}, on a :
#(nP N Z2) = By(n)

ot E,(n) est un polynome de degré d a coefficients rationnels et E,(—n) = (—1)9™FP#(n P NZ4)
ot P est Uintérieur de P.

1l est facile de voir que le terme dominant de E,(n) est vol(P)n?. Posons E,(n) = agn? +
-+ 4 ag, ou les a; dépendent de P. En 1997, Brion et Vergne [Bri-V] ont montré comment
calculer les a; a partir de P. On obtient notamment

1
(2) Ag—1 = 5 V01d71<ap),

ou voly 1 est le volume normalisé, défini de la facon suivante : le bord du polytope P est
constitué de faces, qui sont dans des plans rationnels, lesquels rencontrent le réseau entier selon
des sous-réseaux ; je normalise le volume dans le plan de fagon a ce que le volume de la maille
du sous-réseau soit 1. En dimension 2, (2) redonne la formule de Pick. Donc on a en partie
généralisé cette derniere.

7. LIENS AVEC LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Au cours des 20 dernieres années on a découvert que la théorie des polytopes entiers avait
des liens tres étroits avec la géométrie des variétés algébriques. En fait on peut associer a
chaque collection finie de polytopes entiers de R¢ une variété algébrique (disons complexe) de
dimension d d'un type trés particulier (variété torique) munie d’autant de plongements dans
des espaces projectifs qu’il y a de polytopes. Si’on regarde un seul polytope, il existe une telle
variété algébrique “minimale”; qui est en général singuliere mais n’a que des singularités sans
conséquences graves sur la cohomologie dans le cas ou le polytope est simple . Inversement
cette donnée détermine entierement les polytopes. Cela établit un dictionnaire dans lequel
les nombres de faces des polytopes simples ou simpliciaux correspondent a des dimensions de
groupes de cohomologie et les volumes a des degrés de variétés projectives. Une bonne référence
pour tout cela est [E].

En fait cela permet de plonger, pour certains problemes, la théorie des polytopes dans
le monde plus vaste de la géométrie des variétés projectives. Dans ce monde des variétés
algébriques projectives, on peut faire des opérations qui n’ont pas de correspondant direct pour
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les polytopes, par exemple intersecter avec un hyperplan générique, ce qui permet, outre des
récurrences sur la dimension, de définir des opérations sur 1’algebre de cohomologie.

La premiere démonstration de la conjecture de McMullen sur les faces des polytopes sim-
pliciaux passait par la géométrie algébrique (voir [Sta]). Par exemple les équations de Dehn-
Somerville proviennent de la dualité de Poincaré et la propriété de M-suite du Théoreme de
Lefschetz difficile sur la cohomologie d'une variété torique associée au polytope. Au méme
moment, on avait pu montrer que les inégalités de Alexandrov-Fenchel correspondaient aussi a
des inégalités de géométrie algébrique que l'on peut déduire du Théoréme de ['index de Hodge
(voir [Tel] et [Gr]).

McMullen (voir [Mc2]) a construit un élargissement combinatoire du monde des polytopes,
qui est assez vaste pour contenir I’analogue de la section hyperplane générique et s’en est servi
pour généraliser simultanément les résultats sur les nombres de faces des polytopes simpliciaux
et ceux sur les volumes mixtes.

Je vais pour conclure montrer un type de résultat qui releve de la méme approche et est plus
facile a énoncer. Il s’agit d'une généralisation en algebre commutative d'une conséquence dun
célebre théoreme de Carathéodory sur les enveloppes convexes.

7.1. Théorémes de Carathéodory et de Briancon-Skoda. L idée de base de la correspon-
dance entre la géométrie des corps convexes et la géométrie algébrique remonte a Newton et
consiste a dire qu'un monéme en d variables 7" - - - z]'¢ correspond a un point & coordonnées
entieres (my,---,my) € Z%. Par exemple, dans un anneau de séries convergentes, je me donne
un certain nombre de monomes My, ..., M} que je peux représenter par leurs exposants. Dans
le cas qui m’intéresse, tous les points obtenus sont dans le premier cadran car je ne prends que
des exposants positifs. On regarde I'idéal I = (M, ..., My) C k{x1,..., 24}, que je représente
de la facon suivante :

Une série qui est dans l'idéal [ est une série dont tous les monomes sont “au dessus de
I’escalier”.
Je considere maintenant un idéal I quelconque dans un anneau commutatif A quelconque. J’ai
alors une notion de dépendance intégrale :
Un élément h € A est entier sur [ si il satisfait une relation de dépendance intégrale

hE+ahF Y+ 4 a, =0 avec q; € I'.

Si I = (2", y")C{z,y}, alors tous les mondomes z'y" " pour 1 < i < n — 1 sont entiers sur [
mais ne sont pas dans I. On peut voir qu’au voisinage de l'origine,

|z'y™ | < Csup(|z]™, |y[™).

L’ensemble des éléments de A entiers sur I est un idéal de A noté I. Ona I c I C VI. Si
A est un anneau de polynomes Clzy, ... x4 ou un anneau de séries convergentes C{xy,...x4}
et si I'idéal I est engendré par des monomes, alors I est I'idéal engendré par tous les mondmes
qui sont dans I’enveloppe convexe de ’ensemble des points situés au dessus de 'escalier. Pour
lexemple I = (z",y")C{x,y}, on a I = (z,y)".

En effet, pour décrire I, il faut ajouter tous les monomes qui sont représentés par des points
qui sont sur la droite reliant (0,n) a (n,0).

Or on a le théoreme suivant :

Théoréme 12. a) (Carathéodory) Soient E C R? et x € Conv(E). Alors = est dans
I’enveloppe convexe d’au plus d + 1 points de E :

Vo € Conv(E) J ey, ..., eq41 € Elx € Conv(ey, ..., eqs1).
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b) (Fenchel 1929, Hanner et Radstrém 1951) Si E' a au plus d composantes connezxes, on peut
remplacer d + 1 par d dans le a).

Dans notre cas, cela signifie que si je prends un point dans ’enveloppe convexe de I’ensemble
des points au dessus de l'escalier, qui est connexe, il est dans ’enveloppe convexe de d points
qui sont au dessus de lescalier : = = > A\;m; ou Y. A\; = 1 et les m; sont dans 'ensemble des
points au dessus de l'escalier. Il y a au moins un des A; qui est plus grand que 1/d, donc dx
est dans I'ensemble des points au dessus de 'escalier. En terme d’idéaux, cela signifie que si
gl e T alors (2] -2l € I. Clest un cas particulier du théoréme suivant :

Théoréme 13. (Briancon-Skoda [B-S], 1974) Si I est un idéal de C{xy,. .., x4}, alors (I)* C I.

En travaillant un tout petit peu plus, on peut prouver comme ci-dessus a 'aide du b) du
Théoreme 12 I'inclusion I¢ C I pour les idéaux engendrés par des monomes.
Quelles sont les motivations d’un tel théoreme 7 Soit f une série de d variables complexes,
convergente et nulle a 'origine ; alors il n’est pas trop difficile de montrer que 1’'on a toujours

dans C{xy,...,z4} 'inclusion
af of
f < (0561""’8:561)’

ou le terme de droite désigne la fermeture intégrale de I'idéal de C{xzy,..., 24} engendré par
les dérivées partielles.
D’apres le théoreme,

0 0
pre (90,90
8901 8xd
Cette inclusion joue un réle assez important dans I’étude des singularités de la fonction f (voir

[Sc] et [W]).
Voyons sur un exemple : f(x,y) = (y?> — 2*)? — 2%y. On sait donc que
of of
2
el =, =— ) C{z,y}.

f ( e ay) {z,y}

Pourtant, il est loin d’étre évident d’écrire la relation d’appartenance !
Le point important est que le plus petit entier n tel que f* € I si f € I ne dépend pas de

I'idéal I mais seulement de la dimension. Pour plus d’information on peut consulter les articles
de Hochster, Lazarsfeld et 'auteur dans [TCA].
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