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DEUG MASS Premiére année : MT 131
Exemples d’utilisation des opérations élémentaires
Unicité de la matrice strictement en échelons

1. Recherche d’un noyau

Soit
0O 0 0 1 4 21 3 5
0 1 2 1 7 11 4 7
A=
0O -1 -2 0 -3 111 1
0 2 4 1 10 0 2 7 12
On cherche ’espace des solutions du systeme homogene
Ar=0,ze K,

c’est-a-dire le noyau de application linéaire f4 qui, & z € R?, associe Az € R*. On sait que cet
espace reste inchangé lorsqu’on effectue des opérations élémentaires sur les lignes de A (ou, de fagon
équivalente, sur les équations du systeéme). Simplifions donc A par des opérations élémentaires sur
les lignes. Plus précisément, nous souhaitons réduire A & une matrice en échelons (par rapport au
lignes). Notre premier but est de produire un coefficient 1 en haut de la premiere colonne non nulle.
Nous y parvenons en échangeant les premiere et deuxiéme lignes. Si nous désignons par E(1,2) le
produit de matrices élémentaires qui correspond a cette opération, nous obtenons la matrice

0 1 2 1 7 114 7
0 0 0 1 4 213 5
0 -1 -2 0 -3 1111
0 2 4 1 10 0 2 7 12

A = E(1,2)A =

Maintenant nous produisons des 0 en dessous du coefficient 1 en haut de la deuxiéme colonne en
ajoutant 1 fois la premiere ligne a la troisieme et —2 fois la premiere & la quatrieme. Nous obtenons
la matrice

01 2 1 7 1 1 4 7

0 00 1 4 2 1 3 )
Ag = T41(—2)T31(].)A1 =

0 00 1 4 2 2 5 8

0 00 -1 -4 -20 -1 -2

Un premier échelon est apparu a la premiere ligne. Considérons maintenant la sous-matrice obtenue
en supprimant la premiere ligne. Sa premiere colonne non nulle contient déja un coefficient 1 a la
premiere ligne (de la sous-matrice, bien entendu). Nous produisons des coefficients 0 au-dessous de
1 en ajoutant des multiples convenables de la deuxieéme ligne (de la grande matrice) aux troisieme
et quatrieme lignes :

012171147

00014213 5
A3 = T42(1)T32(—1)A2 =

0 00 0O0O0OT1 2 3

0 00 0O0O0OT1 2 3



Finalement, nous considérons la sous-matrice obtenue en supprimant les deux premieres lignes. Sa
premiére colonne non nulle a déja un coefficient 1 & la premiere ligne (de la sous-matrice). Nous
obtenons un coefficient 0 en bas du 1 en ajoutant —1 fois la troisieme ligne (de la grande matrice)
a la quatrieéme :

Ay = Tiz(—1)A; =

o O o

1
0
0

—_ =

21 71 4
01 4 2 3
0 000 2

S W ot 3

000 0O0OO0O0O0OGO0

Nous avons obtenu une matrice en échelons (par rapport aux lignes). Elle comporte trois lignes
non nulles et elle est donc de rang 3. Par le théoréme de la dimension, le noyau de f4 : R® — R*
est donc de dimension 9 — 3 = 6.

Le systeme Az = 0 est équivalent au systeme A42 = 0 et ce dernier est facile a résoudre. Nous
préférons néanmoins effectuer encore quelques opérations pour arriver & [‘unique matrice stricte-
ment en échelons par rapport aux lignes obtenue & partir de A par des opérations élémentaires.
Pour cela, nous ajoutons d’abord —1 fois la troisieme ligne aux deuxieéme et premieres lignes pour
arriver a

01 21 710 2 4

00 01 4 2 01 2
As = Ti3(=1)Ta3(—1)A4 =

00 00 O0O0OT1T 2 3

000O0O0OO0OO0OO0OTP

Finalement, nous ajoutons —1 fois la deuxieme a la premiere ligne pour obtenir

01203 -1 01 2

00014 2 01 2
Ag =T (—1)A5 =

00000 O 1 2 3

00000 O O0O00O0

Cette matrice est bien strictement en échelons par rapport aux lignes. Le systéme associé est

To+2x3+305 —xg+23+219 =0
Ty +4x5+216 +28+229 =0
T7+2x3+ 329 =0

0=0

Les coordonnées x4, T4 et z7 s’expriment facilement en fonction des six autres : un vecteur z € R°
est solution si et seulement si on a

1 =T

o —2x3 —3z5 +zg —xg —2T9
T3 = T3

T4
s
Ze
x7 —2xg +3x9
Trg = s

Ty = Ty

—4xs —2x4 +xg +2x9
Ts

Lo

ou les six coordonnées autres que 2, x4 et x7 sont des réels quelconques. Le noyau de f4 admet



donc pour base les colonnes de la matrice suivante

1 0 0 0 0 0
0 -2 -3 1 -1 -2
0o 1 0 0 0 O
o 0 -4 -2 1 2
0 o 1 0 0 0
0 0o o0 1 0 O
0o o o0 o0 1 0
o o o0 0 -2 9
0o o o0 o0 1 0
|0 0 0 0 0 1
2. Recherche d’une image
Soit la matrice ~ _
0 -1 1 2
0 -5 5 10
A=|1 1 -2 -2
4 1 -5 =2
[0 1 0 =2 |

Nous allons étudier le sous-espace de R® engendré par les colonnes de A c’est-a-dire I'image de
I’application linéaire f4 qui, & z € R* associe Az € R® (on cherche sa dimension, une base, des
équations). On sait que cet espace ne change pas lorsqu’on effectue des opérations élémentaires
sur les colonnes de la matrice. Simplifions donc A par des opérations élémentaires sur les colonnes.
Plus précisément, nous souhaitons réduire A & une matrice en échelons par rapport aux colonnes.
Pour obtenir un coefficient 1 au début de la premiere ligne non nulle (qui, ici, est la premiére ligne
de la matrice), nous échangeons les colonnes 1 et 3. Nous obtenons la matrice

1 -1 0 2
5 =5 0 10
A= -2 1 1 -2
-5 1 4 =2
| 0 1 0 -2 |
Maintenant on produit des coefficients nuls & droite de 1 par des opérations convenables :
1 0 0 0]
5 0 0 0
As = AT1o(V)T14(-2)=| -2 -1 1 2
-5 —4 4 8
| 0 1 0 -2 |
Un premier échelon apparait. Nous continuons & simplifier la matrice :
1 0 0 0]
5 0 00
Az = AyTo3(1)T54(2)Dy(-1)=| -2 1 0 0
-5 4 00
| 0 -1 1 0 |




La matrice obtenue est en échelons par rapport aux colonnes. Elle a trois colonnes non nulles donc
Az et A sont de rang 3. Simplifions encore la matrice pour arriver a 'unique matrice strictement
en échelons par rapport aux colonnes obtenue & partir de A par des opérations élémentaires sur les
colonnes.

(1.0 0 0]
500 0
Ag = AT (2)=| 0 1 0 0
3400

(00 10

La derniére matrice est bien strictement en échelons par rapport aux colonnes. Ses colonnes forment
une base de I'image de f4. Les vecteurs de l'image sont donc de la forme

Z1
n
S5x
Y2 !
y=1Y | = T2
Ya 3z1 +42>
Ys
L SL.3 -

ou z1,z2,x3 sont des réels quelconques. Un vecteur y appartient donc & ’image si et seulement si

5y1—y2:0
3y1 +4y2 —ys =0.

Nous avons ainsi trouvé un systeme d’équations pour l'image. Notons que nous avons deux
équations linéairement indépendantes en 5 inconnues ce qui nous donne bien un espace de so-
lutions de dimension 5 — 2 = 3.

3. Démonstration de unicité de la matrice strictement en échelons

Soit A une matrice p X n et P une matrice inversible n x n telle que A’ = PA est strictement en
échelons par rapport aux lignes. Nous allons montrer que la matrice A’ est uniquement déterminée
par A.

Soit r le rang de A. Nous pouvons supposer que r > 0 (sinon A et A’ sont nulles). Soient
Ji, J2, ---, jr les numéros des colonnes de A’ ou I’échelon monte. On a donc A’e;, = ey, ...,
A'ej. = e,. Montrons que les nombres ji, ..., j, ne dépendent que de A. Pour 1 < j < p, soit F}
le sous-espace de R” engendré par Aey, ..., Ae; et F]’ le sous-espace engendré par A'eq, ..., A'e;.
L’application v — Pv donne un isomorphisme de F} sur FJ' . Donc dim F; = dimF; pour tout j.
Ces dimensions déterminent les nombres ji, ..., jr. En effet, posons §(0) = 0 et 6(j) = dim F]
pour 1 < j < p. Alors la fonction § est croissante, on a §(j+1) < §(j)+1letonad(j+1) =46(j)+1
exactement si j est I’'un des nombres jg.

Maintenant soit 1 < j < p distinct des j1, ..., jr. Montrons que les coefficients de la colonne
A'e; de A' ne dépendent que de A. On a A’e; = 0 si et seulement si Ae; = 0 donc l’affirmation
est claire dans ce cas. Supposons donc que A’e; est non nul. Nous avons

! ! ! !
Alej = ajje1 + asjes + ...+ ag e
pour un k > 1 et nous pouvons récrire cette égalié sous la forme
o Al oAl oAl
A'ej = aj;A'ej, +ayjA'ej, +...ap;A'ey, .
Si nous appliquons P~! des deux cotés, nous obtenons
N | . ! . ! .
Aej = ay;Aej, +ayjAej, + ... ay;Aej, .

Dans cette égalité les vecteurs Aej, = P~ 'e; sont linéairement indépendants. Donc les coefficients
ay; sont uniques et déterminés par A.



