Topologie algébrique Mercredi 26 mai 2010
Un corrigé possible de ’examen final

1. (a) Notant C = [0,1] x [0, 1], on définit (Voir la figure jointe)
e les quatre O-simplexes (applications continues de A® = {1} dans C)
A:1+(0,0), A1 (1,1), B:1+ (1,0), B':1~ (0,1);
e les cinq 1-simplexes (applications continues de A = [0, 1] dans C')
a:t— (t,0), d:t—(1-¢t1), b:t—(0,t), b :t— (1,1-1t), c:tr (t,1t);
o les deux 2-simplexes!
a: A% = C:(\uv) = (up+v), B:A% = C:(\p,v)— (p+uv,p).

Soit I’homéomorphisme ¢ : C — D? : (z,y) m(aj —1y—1); soit

t:D* — S%: (2,9) — (2,9,/1—22—1%2) ; on note p : S*> — RP? la surjection
canonique (continue). Si on pose ¢ = poto ¢, il en résulte
e deux O-simplexes : A=qgoA=gqgoA et B=goB=gqoB ;
e trois 1-simplexes : a = qoa =gqoa’ etgqub:qOb', ainsi que c=gqoc;
e deux 2-simplexes : @ = go « et 32(]05 ;
définissant sur RP? une structure de A-complexe.
(b) Le calcul des bords est immédiat :

d@) =a—-b+c, dB)=b-a+¢c,
d@ =db)=B- A, de)=A—A=0.

C’est dire que ’homologie du A-complexe RP? est celle du complexe de chaines
0—ZadZi - zaoZbeze 2 ZAGZB -0
1 -1

ou f (resp. g) a pour matrice M = | —1 1 | (resp. N = L= ).
1 1 1 10
10
Les manipulations transformant M en | 0 2 | correspondent aux changements de
0 0

bases (o, ) = (@,a + B) et (a/,V/,) = (@—b+7¢,¢,b) ; apres quoi le changement de

base (1/4\’, B\’) =(A,B ) achéve de transformer N en { 8 8 (1) ]
De tout cela résulte que
ker f =0, imf:ZE{’@Z(QI/)\’)7 ker g = Za' & ZY' img:ZB\’,

d’ott l'on tire directement (ker g)/(im f) = Z/2 et (Z;f’ D Z@)/(im g) =2 Z. Ainsi

0 si k>2
HERP?) = 7)2 si k=1
Z si k=0

(¢) Appliquer le théoreme d’isomorphisme entre homologies singuliére et simpliciale.

1La notation se réfere a A% = {()\,u, v) € R3

Ad+pu+rv=1
AZ>20,p>0,v2>0



2.

(a) La suite exacte longue associée a la paire (X, A) se termine par

0 — Hy (X, A) — Ho(A) 25 Ho(X) — Ho(X,A) — 0

puisque H;(X) = 0. En outre, Hy(X) = Z pour cause de connexité par arcs, tandis que

Ho(4) = Ho (HW,O)}) =~ P Ho({(k,0)}) = 2"
k=1 k=1

Plus précisément, chaque composante connexe par arcs (chaque singleton) de A étant
contenue — et pour cause !| — dans 'unique c.c.p.a. de X, chaque facteur de Hy(A) a
pour image isomorphe Hy(X). Autrement dit, I'inclusion j : A — X induit

j*ZanHO(A)HHo(X)gZI(.7317.1327...,1,‘”)»—>m1+x2+--.+xn.

La conclusion se déduit de 'exactitude de la suite en Hy(A).
De Tinclusion ker j, C Z™ on déduit que ker j, est un groupe abélien libre.
Plus précisément, on peut, par exemple, considérer le déterminant n x n

1 o o0 - 0 0

-1 1 0 0 0

0 -1 1 0 0
=1.

0 0 0 1 0

0 0 0 -1 1

Il montre que, si (e1,ea,...,e,_1,¢,) est la base canonique de Z", une autre base est
fournie par la famille (e; — e, 5 — €3,...,€n_1 — €n,€y).
En outre il est clair que (e; — ea,e2 —€3,...,e,-1 — €,,) est une base de ker j,, puisque

Jx (:él Z(ey — €k+1)> = {0}, alors que j.(e,) =1 # 0.
=1

Pour obtenir une base de H; (X, A), utiliser I'isomorphisme canonique obtenu au (a).
Soit B={1,...,n} : ainsi A = B x {0}. Par ailleurs ’homotopie

h:X x [0, 1] — X : (1'1,1'2;15) — (xl,txg)

rétracte X = R? sur R x {0}, avec h(z,0;t) = (z,0) pour tout ¢ € [0,1] et tout = € R.
Donc X/A a le type d’homotopie de (R x {0})/A = (R x {0})/(B x {0}) ~ R/B.

1+tz—1) si =<1
Soit N =[1,n] et A’ :Rx [0,1] = R: (x,t) — x si 1<z<n .
n+tlx—n) si z>n

Cette homotopie rétracte R sur N, avec h'(z,t) = x pour tout ¢ € [0, 1] et tout = € N.
Donc R/B a le type d’homotopie de N/B.

Soit E = {1,n} C B. (Voir la figure jointe)
L’application-quotient ¢ : N — N/B factorise & travers N/E, qui est notoirement
homéomorphe & S' via I’application f: N — S!: z s ei2m(@=1)/(n=1)

Finalement, posant Z = {e??™*/("=1) | € {0,...,n—2}}, on obtient B/E ~ Z. Et donc
N/B =~ (N/E)/(B/E) est homéomorphe & S!/Z, célebre bouquet? de (n — 1) cercles.

2 Attention ! S’il est vrai que Z = U, _1 en tant qu’ensembles, le quotient est obtenu par réduction de Z & un
point : il ne s’agit pas de 'opération du groupe des racines (n—1)°™¢ de I'unité. (On sait bien que S/U, _1 ~ S1.)



(d)

(f)

11 suffit de vérifier que (X, A) est un bonne paire.
A cet effet, on peut définir, pour tout k € {1,...,n}, le disque

Dy, = {(w1,22) € R?[ (w1 — k) + (22)* < 75},

n
puis poser V = J Dj. Il est clair que A est fermé dans X = R?, que V est ouvert dans

k=1
X, que A est inclus dans V et que A est rétract par déformation de V.

2imt

Notons e : R — Sl :t—e et, de nouveau, ¢ : N — N/B la surjection canonique.

Alors, pour tout k € {1,...,n — 1}, la composée
A 0,1 2 N -5 N/B 25 Stz B (ghyvinD

factorise & travers € en I'inclusion de la k*™° “fleur” du bouquet (S*)V(»—1.

Notant  'unique point commun de ces (n—1) “fleurs”, il en résulte que 71 ((S*)V(*=1 Q)
est le groupe libre sur les (n — 1) générateurs [7;].

Remonter par ’homéomorphisme N/B = (S')V("~1) pour atteindre m;(N/B, B/B).
Utiliser 'homotopie composée X/A ~ N/B pour atteindre m (X/A, A/A).

Sachant que Hq(X/A) est I'abélianisé de m1(X/A, A/A), il ne reste plus qu’'a composer
avec I'isomorphisme Hy(X/A) = Hy(X, A) obtenu au (d).

Remarque. Etant donné que d(y) = {k + 1} — {k}, on voit, en remontant & la définition du
morphisme de connexion Hy (X, A) — Hy(A), que cette base est celle du (b) au signe pres.

3. Notant les inclusions 1y, : X, — X et 7, : X, — X, ona ¢gp = (Ngp)« €t &p = (1p)+-

(a)

m .
Soit ¢ € H;(X). On écrit ¢ = [7] avec v = Y Mgy € Z;(X), ot les v, : A7 — X sont
=1

des simplexes et A\, € Z. Par compacité de A/ et continuité de 7y, il existe, pour tout
ke {1,...,m}, un p(k) € N tel que 7,(A7) C Xpx). Prendre p = I]Ijgli{p(k) ; noter

. m
v+ A — X, le simplexe tel que v, = 1, 07}, ; poser v = > A\pyy.. L'injectivité de
k=1

(Mp)« : Cj—1(Xp) — Cj—1(X) fait que 7' € Z;(X,). Poser ¢/ =[] € H;j(X)).
Il est clair que ¢ = (7). (c') = ¢p(¢).

s m m
Ecrire ¢ = [7/] avec v/ = Y Ay, € Z;(X,); poser v = np o, et vy = > AV
k=1 k=1
n

L’hypothese signifie qu’il existe une chaine § = > pefe € Cj11(X) telle que d(8) = 7.
(=1
Par compacité de AJT! et continuité de f3, il existe, pour tout £ € {1,...,n}, un

q(0) € N tel que By(AI*Y) C Xyp. Prendre qo = I?Elf(q(ﬁ) et ¢ = max(qop,p) ; noter
By« AL — X, le simplexe tel que By = n, 0 3] ; poser 3" = 221 ey € Cipi(Xy) ;
poser v/ = d(p") € Bj(X,). On a (19)«(y") = v parce que n, commute aux bords ; et
(Ng,p)«(¥) =~" par injectivité de (14,p)« : Cj(Xp) — C;(Xy).

I est clait que dgp(¢)) = (1ap)+ (7]) = (] = 0 € Hy(X,).



4.

(a)

Supposons n = 0. Alors, nécessairement, k£ = 0.
Explicitement : S° = {—1,+1} et, de deux choses I'une, A = {1} ou A = {+1}.
Dans un cas comme dans l'autre, S° \ A est un singleton, d’ot le résultat.

Supposons k=0et n > 1.
Alors S™ \ A est homéomorphe au disque D", donc contractile.

Le résultat s’en déduit aussitot.

Par définition, B=A; NA_ = ¢(IF ! x {3}) = I* 1 x {3}~ IF7 L.

Par définition, S" N A =5"N (AL UA_) =(S" N AL)N(S" N AL).

Par définition, S" B =5" N (A: NA_)=(S" N AL )U(S" N A_).

En outre, Ay et A_ étant compacts, S™ \ Ay et S . A_ sont des ouverts de S™.

En tout degré j € N, la suite exacte de Mayer-Vietoris en homologie réduite s’écrit
0— H;(S" ~ A) 25 Hj(S" N AL) @ Hj(S" N A_) — 0

puisque, par hypothese de récurrence, ﬁlj+1(5" ~B)=0et ij(S” N~ B)=0.

Notant o : (S™ N A) — (5™ \ A4) les inclusions, on sait que

Hy(S™ ~ A) = Hy(8" ~ Ap) @ Hy(S" At ¢ ((04).(c), (0-)(0)).

Le résultat annoncé résulte donc de l'injectivité de o, : si ¢ # 0, 'une au moins des
deux images (04 )x(c) et (0-)«(c) doit étre non nulle.

Onpose Ag=Aetcg=ce flj(S" N Ap).

Si (04).(c) # 0, on pose A1 = A1 et ¢1 = (04)x(co) = (04)«(c) # 0.
Sinon, on pose 41 = A_ et ¢ = (0_)x(co) = (o ) (c) #0.
Dans les deux cas, on a A; C Ag et la classe ¢; € H (8™ \ Ajp), déduite de ¢y via

Iinclusion (S™ \ Ao) (8™~ Aj), est non nulle.

Comme A; est lui-méme homéomorphe & I*~! x [0, 1], argument précédent s’applique
de nouveau ; il fournit un sous-espace A C A1 et une classe ¢y € H (S™ N\ Ag), déduite
de ¢; via linclusion (8™ \ Ap) C (S™ \ Ag), avec ¢ # 0.

La construction des couples (A, ¢,) avec ¢, # 0 se poursuit indéfiniment par récurrence.

La construction méme de la suite (A4,)peny montre qu'il existe une suite d’intervalles
0,1] D [z1,91] D -+ D [Tp, Yp] D [Tps1,Yps1] D -+ - telle que A, est homéomorphe par ¢
arktx [@p, Yp), avec (Tpi1, Yp+1) = (Tp, ;(szryp)) (%(szryp)’ Yp)- De la un unique
+
€ [0,1] tel que () [zp,yp] = {2} Et C = ﬂ Ap = (I x{2}) m IF I x {2} = IF 1L
p=0
Les hypotheses de ’exercice 3. sont Satlsfaltes si on prend X =8"\Cet X, =5"\A4,.

p=0
par une suite d’ouverts emb01tes est contenu dans tout ouvert de rang assez grand...)

(It X =85"\C=5"~ ﬂ A ) U (S"NA4p) = U ; et un compact recouvert

On applique la question 3.(b), en en reprenant les notations, avec p = 0 et ¢’ = ¢g.
Comme H (X)) = H (8™~ C) = 0 par hypothese de récurrence, on a nécessairement
¢0(co) = 0. On conclut donc qu'il existe un entier g > 0 tel que ¢4 0(co) = 0.

Or, par construction, ¢4 (co) = ¢4 # 0.

La contradiction ne peut provenir que de la seule hypothese arbitrairement introduite
ci-dessus au (d), & savoir Pexistence dans H,;(S™ \ A) d’une classe ¢ # 0.
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