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Examen final

Awvertissement : Les documents sont interdits. Pour obtenir une trés bonne note, il
n’est pas nécessaire de répondre a ’ensemble des questions.

1) Question de cours/TD :
a) Munir le plan projectif réel d’une structure de A-complexe.
b) Déterminer I'homologie de ce A-complexe.
¢) Que dire de 'homologie singuliere du plan projectif réel 7

2) Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Soient X le plan R? et A C X la

partie formée des points (1,0), ..., (n,0).

a) Utiliser la suite exacte longue associée a la paire (X, A) pour montrer que
le groupe d’homologie relative Hy (X, A) est canoniquement isomorphe au
noyau de l'application Z" — Z qui envoie un n-uplet d’entiers sur leur
somime.

b) Déduire que H(X, A) est un groupe abélien libre de rang n — 1 et en
exhiber une base.

¢) Montrer que le quotient X /A a le type d’homotopie d'un bouquet de n—1
cercles.

d) Montrer que 'homologie relative H; (X, A) est canoniquement isomorphe
a I’homologie ‘absolue’ H;(X/A).

e) Montrer que les chemins ~; : ¢t — k + t, ou k parcourt les entiers de
1 a n — 1, fournissent un ensemble libre et générateur dans le groupe
fondamental de X /A basé en A/A.

f) Déduire que ces chemins fournissent une base de H(X, A).

3) Soient X un espace topologique et X, p € N, une suite croissante de sous-
espaces telle que tout compact de X est contenu dans I'un des X,,. Soit 7 > 0
un entier. Pour des entiers ¢ > p > 0 notons ¢,, 'application H;(X,) —
H;(X,) induite par l'inclusion et ¢, 'application H;(X,) — H;(X) induite
par l'inclusion.

a) Montrer que pour toute classe ¢ dans H;(X), il existe un p > 0 et une
classe ¢’ dans H;(X,) telle que ¢,(c') = c.

b) Montrer que si ¢’ est une classe dans H;(X,,) telle que ¢,(¢') = 0, alors il
existe un entier ¢ > p tel que ¢, ,(c¢') = 0.

4) Soient n et k des entiers tels que 0 < k < n. Soit S™ la sphere de dimension
n et A C S™ un sous-espace homéomorphe & une boule de dimension k
(de facon équivalente : & un hypercube I¥). On se propose de montrer que
’homologie H;(S™\ A) s’annule pour j > 0 et est libre de rang 1 pour j = 0.
a) Vérifier affirmation pour n = 0.

b) Vérifier 'affirmation pour k£ = 0 et n quelconque.



On procede désormais par récurrence sur k.
Soit ¢ : I¥ — A un homéomorphisme et soient

AL =¢(I" 1t x [1/2,1]) et A =o¢(I"' x[0,1/2]).

Vérifier que B = A, N A_ est homéomorphe & I*7! que S™ \ A est
l'intersection des ouverts S™\ A, et S™\ A_ et que leur réunion est égale
a s\ B.

Supposons que k > 0 et que 'affirmation a été démontrée jusqu’'au cran
k — 1. Supposons que I'homologie réduite H;(S™ \ A) contient une classe
non nulle c. Montrer qu’au moins ['une des applications canoniques

H;(S"\ A) = Hj(S"\ Ay) et Hj(S"\ A) — H;(5"\ A-)

envoie ¢ sur une classe non nulle. Indication : utiliser la suite exacte de
Mayer-Vietoris en homologie réduite et I’hypothese de récurrence.
Gardons les hypotheses du point précédent. Construire une suite décrois-
sante de sous-espaces emboités A = Ay D A; D ---A,--- tels que
I'intersection C' des A, est homéomorphe & I*~! et que I'image de la classe
¢ dans }NIj(S" \ 4,) est non nulle pour tout p > 0.

Utiliser l'exercice 2 b) pour déduire que la classe ¢ doit s’annuler, en

contradiction avec I'hypothése. Conclure que le groupe H ;(S™\A) s’annule
pour tout entier 5 > 0.



