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TD 3: Réduction de matrices.

Exercice 1. Calculer les déterminants des matrices suivants(
3 2

0 1

)
,

(
1 2

2 1

)
,

(
1 1

1 1

)
,

 3 2 1

0 1 0

1 −1 1

 ,

 1 2 3

1 2 3

1 2 3


Solution. On a:

det

(
3 2

0 1

)
= 3 · 1− 2 · 0 = 3 det

(
1 2

2 1

)
= 1 · 1− 2 · 2 = −3

det

(
1 1

1 1

)
= 1 · 1− 1 · 1 = 0

det

 3 2 1

0 1 0

1 −1 1

 C1→C1−C3
= det

 2 2 1

0 1 0

0 −1 1

 = 2 · det

(
1 0

−1 1

)
= 2

det

 1 2 3

1 2 3

1 2 3

 C2→C2−2C1
= det

 1 0 3

1 0 3

1 0 3

 = 0

Exercice 2. Considerons les matrices suivantes

A =

(
3 1

2 1

)
, B =

(
1 0

17 1

)
, C =

 1 0 0

0 4 1

0 3 1


1. Calculer leurs polyômes caractéristiques.

2. Déterminer leurs valeurs propres.

3. Déterminer leurs vecteurs propres.

4. Lesquelles sont diagonalisables ?

5. Exprimer les matrices diagonalisables comme T ·D · T−1, où D est une matrice diagonale.

Solution. 1. On a:

χA(x) = det

(
3− x 1

2 1− x

)
= (3− x)(1− x)− 2 = x2 − 4x+ 1

χB(x) = det

(
1− x 0

17 1− x

)
= (1− x)2

χC(x) = det

 1− x 0 0

0 4− x 1

0 3 1− x

 = (1− x)((4− x)(1− x)− 3) = (1− x)(x2 − 5x+ 1)
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2. Les valeurs propres sont donc
4±

√
12

2
= 2±

√
3 pour A,

1 pour B,

1 et
5±

√
21

2
pour C.

3. � Pour A, on calcule (
3 1

2 1

)
·

(
x

y

)
=

(
3x+ y

2x+ y

)
=

(
(2±

√
3) · x

(2±
√
3) · y

)
et donc {

y = (−1±
√
3) · x

y = 2
1±

√
3
x

vu que 2
1±

√
3
x = −1 ±

√
3 ces deux équations sont équivalentes (en fait elles le sont forcement, parce que

sinon on trouverait x = y = 0 et donc aucun vecteur propre non-trivial, ce qui n'est pas possible). Donc les
espaces propres de A sont

E2−
√
3 = Vect

((
1

−1−
√
3

))
et E2+

√
3 = Vect

((
1

−1 +
√
3

))

� Pour B: (
1 0

17 1

)
·

(
x

y

)
=

(
x

17x+ y

)
=

(
x

y

)
et donc on trouve x = 0 et

E1 = Vect

((
0

1

))
� Et pour C, pour la valeur propre 1: 1 0 0

0 4 1

0 3 1

 ·

 x

y

z

 =

 x

4y + z

3y + z

 =

 x

y

z


et donc {

3y + z = 0

3y = 0

donc y = z = 0 et

E1 = Vect


 1

0

0




Pour les autres deux valeurs propres on calcule: 1 0 0

0 4 1

0 3 1

 ·

 x

y

z

 =

 x

4y + z

3y + z

 =


5±

√
21

2 · x
5±

√
21

2 · y
5±

√
21

2 · z


la première coordonnée nous donne x = 0 et les deux autres équations sont équivalentes pour la même raison

que pour la matrice A. On trouve donc z = −3±
√
21

2 · y et :

E 5−
√

21
2

= Vect


 0

1

−3−
√
21

2


 et E 5+

√
21

2

= Vect


 0

1

−3+
√
21

2




2



4. A et C sont diagonalisables parce que la somme des dimensions de leurs espaces propres est la dimension de
l'espace sur lequel elles agissent (2 et 3 respectivement). B n'est pas diagonalisable parce que la somme des
dimensions de ses espaces propres est 1 et B est une matrice 2× 2.

5. � Pour A on met

T =

(
1 1

−1−
√
3 −1 +

√
3

)
tel que

T · ei = vi, i = 1, 2

où {e1, e2} est la base canonique de R2 et v1 et v2 sont les vecteurs propres qu'on a trouvé.

On calcule l'inverse de T(
1 1

−1−
√
3 −1 +

√
3

∣∣∣∣∣ 1 0

0 1

)
L2→L2+(1+

√
3)L1−→

(
1 1

0 2
√
3

∣∣∣∣∣ 1 0

1 +
√
3 1

)
L2→L2/2

√
3−→

(
1 1

0 1

∣∣∣∣∣ 1 0
1

2
√
3
+ 1

2
1

2
√
3

)
L1→L1−L2−→

(
1 0

0 1

∣∣∣∣∣ − 1
2
√
3
+ 1

2 − 1
2
√
3

1
2
√
3
+ 1

2
1

2
√
3

)
Donc

T−1 =

(
− 1

2
√
3
+ 1

2 − 1
2
√
3

1
2
√
3
+ 1

2
1

2
√
3

)
=

(
3−

√
3

6 −
√
3
6

3+
√
3

6

√
3
6

)
et

A =

(
1 1

−1−
√
3 −1 +

√
3

)(
2−

√
3 0

0 2 +
√
3

)(
3−

√
3

6 −
√
3
6

3+
√
3

6

√
3
6

)
� Pour C on met

T =

 1 0 0

0 1 1

0 −3−
√
21

2
−3+

√
21

2


et avec un calcul similaire à celui ci-dessus on trouve:

T−1 =


1 0 0

0 21−3
√
21

42 − 1√
21

0 21+3
√
21

42
1√
21


et donc

C =

 1 0 0

0 1 1

0 −3−
√
21

2
−3+

√
21

2


 1 0 0

0 5−
√
21

2 0

0 0 5+
√
21

2




1 0 0

0 21−3
√
21

42 − 1√
21

0 21+3
√
21

42
1√
21



Exercice 3. Soit A ∈ Matn×n(K) une matrice diagonalisable.

1. Soit T ∈ Matn×n(K) inversible. Prouver que

det(T ·A · T−1) = det(A).

2. Prouver que
χT ·A·T−1(x) = χA(x)

et en déduire que les valeurs propres de T ·A · T−1 sont égaux aux valeurs propres de A
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3. Prouver que si λ1, . . . , λn sont les valeurs propres de A, alors, pour tout k ≥ 0, λk
1 , . . . , λ

k
n sont des valeurs propres

de Ak.

4. Prouver que, si A = T ·D · T−1, alors
Ak = T ·Dk · T−1

5. Maintenant on met

A =

(
1 1

1 0

)
, et v(1) =

(
1

1

)
et on dé�nit inductivement

v(k) = A · v(k−1), k ≥ 2.

Calculer v(2), v(3) et v(4). Reconnaissez-vous cette suite ?

6. Donner une formule fermée pour
(
v(k)

)
1
(la première coordonnée de v(k)).

Solution. 1. On a:

det(T ·A · T−1) = det(T ) det(A) det(T−1) = det(A) det(T · T−1) = det(A) · det(Idn) = det(A)

2. On a:
T ·A · T−1 − x · Idn = T ·

(
A− x · Idn

)
· T−1

et donc
χT ·A·T−1(x) = det(T ·A · T−1 − x · Idn) = det

(
T ·
(
A− x · Idn

)
· T−1

)
= χA(x).

Où on a utilisé le résultat de la question précédante pour la dernière étape.

3. Si A · vi = λi · vi, alors Ak · vi = λk · vi.

4. On fait une preuve par récurrance par rapport à k. Le cas de base k = 1 est donné, donc on considère l'hérédité:
si Ak = T ·Dk · T−1 alors

Ak+1 = Ak ·A = T ·Dk · T−1T ·DT−1 = T ·Dk+1 · T−1

parce que T−1 · T = Idn.

5. On a

v(2) =

(
2

1

)
, v(3) =

(
3

2

)
et v(4) =

(
5

3

)
.

La suite des premières coordonnées est la suite de Fibonacci. C'est-à-dire si (an)n∈N est la suite dé�nie par:

an =


1 si n = 0

1 si n = 1

an−1 + an−2 si n ≥ 2

alors

v(k) =

(
ak

ak−1

)
, k = 1, 2, 3, . . . .

6. On observe que
v(k) = Ak−1v(1), k = 1, 2, 3, . . . .

Pour calculer cette puissance de A on va utiliser les observations précédantes. On commence avec les valeurs
propres de A. On a

χA(x) = det

(
1− x 1

1 −x

)
= −x(1− x)− 1 = x2 − x− 1.
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Et donc les valeurs propres de A sont1

1±
√
5

2
.

Maintenant on calcule les espaces propres:(
1 1

1 0

)
·

(
x

y

)
=

(
x+ y

x

)
=

(
1±

√
5

2 · x
1±

√
5

2 · y

)
.

Pour la même raison que ci-dessus les deux équations qu'on obtient son équivalentes, et donc

E 1±
√

5
2

= Vect

((
1±

√
5

2

1

))
.

On met

T =

(
1−

√
5

2
1+

√
5

2

1 1

)
et on calcule

T−1 =

(
− 1√

5
1+

√
5

2
√
5

1√
5

−1+
√
5

2
√
5

)
.

Et on a donc:

Ak−1 =

(
1−

√
5

2
1+

√
5

2

1 1

)(
1−

√
5

2 0

0 1+
√
5

2

)k−1(
− 1√

5
1+

√
5

2
√
5

1√
5

−1+
√
5

2
√
5

)

=

(
1−

√
5

2
1+

√
5

2

1 1

)
(

1−
√
5

2

)k−1

0

0
(

1+
√
5

2

)k−1

( − 1√
5

1+
√
5

2
√
5

1√
5

−1+
√
5

2
√
5

)

=

(
1−

√
5

2
1+

√
5

2

1 1

) − 1√
5

(
1−

√
5

2

)k−1
1+

√
5

2
√
5

(
1−

√
5

2

)k−1

1√
5

(
1+

√
5

2

)k−1
−1+

√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k−1


=

 − 1−
√
5

2
√
5

(
1−

√
5

2

)k−1

+ 1+
√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k−1
1+

√
5

2
√
5

1−
√
5

2

(
1−

√
5

2

)k−1

+ −1+
√
5

2
√
5

1+
√
5

2

(
1+

√
5

2

)k−1

1√
5

(
1+

√
5

2

)k−1

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)k−1
1+

√
5

2
√
5

(
1−

√
5

2

)k−1

+ −1+
√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k−1


=

 1√
5

(
1+

√
5

2

)k
− 1√

5

(
1−

√
5

2

)k
1+

√
5

2
√
5

(
1−

√
5

2

)k
− 1−

√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k
1√
5

(
1+

√
5

2

)k−1

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)k−1
1+

√
5

2
√
5

(
1−

√
5

2

)k−1

− 1−
√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k−1


Donc on trouve

v(k) =

 1√
5

(
1+

√
5

2

)k
− 1√

5

(
1−

√
5

2

)k
1+

√
5

2
√
5

(
1−

√
5

2

)k
− 1−

√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k
1√
5

(
1+

√
5

2

)k−1

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)k−1
1+

√
5

2
√
5

(
1−

√
5

2

)k−1

− 1−
√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k−1

 ·

(
1

1

)

=

 1+
√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k
− 1−

√
5

2
√
5

(
1−

√
5

2

)k
1+

√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k−1

− 1−
√
5

2
√
5

(
1+

√
5

2

)k−1

 =

 1√
5

(
1+

√
5

2

)k+1

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)k+1

1√
5

(
1+

√
5

2

)k
− 1√

5

(
1+

√
5

2

)k


Donc, après ce calcul monstueux, on a trouvé que
(
v(k)

)
1
� c'est-à-dire le kème nombre de Fibonacci � est donné

par la formule (
v(k)

)
1
=

1√
5

(
1 +

√
5

2

)k+1

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)k+1

1Le nombre d'or φ = 1+
√
5

2
et −1/φ = 1−

√
5

2
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Pour montrer la puissance du résultat, on calcule maintenant facilement (à l'aide d'un ordinateur) les nombres
de Fibonacci. Par exemple, le 700ème nombre de Fibonacci est:

141530751622060734789349637541611806906560581814825656065057782655897254318057662142341135

314844769422903905867863877139246681886097354486547763701
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