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Introduction 

Soient G un groupe et H u n  sous-groupe de G d'indice fini. A toute 
repr6sentation complexe p de H on associe de mani6re bien connue des classes 
de Chern ci(p)sH2i(H,Z) ([1]); si Indp  d6signe la repr6sentation induite de H 

G, le probl6me d'exprimer les classes ci(Indp) en fonction des c~(p) est clas- 
sique ([1, 9]). 

Dans ce qui suit, je donne une telle expression pour les repr6sentations 
rdelles et leurs classes de Stiefel-Whitney, dans le cas off G est le groupe de 
Galois d'un corps et H un sous-groupe ferm6 de G d'indice fini. Plus 
pr6cis6ment, soit F un corps commutat i f  de caract6ristique diff6rente de 2; no- 
tons F~ une cl6ture s6parable de F et G r le groupe de Galois de l'extension 
FffF. Soit E une extension finie, s6parable de F; ~t une repr6sentation r6elle p: 
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GE~GLr(R), continue, de noyau ouvert de G E, associons comme en [4] ses 
classes de Stiefel-Whitney wI(p)eHi(GE, Z /2Z)  (cf. 1.4) et notons w(p)= ~ wi(p). 

i>O 

D'autre part, notons Jff le <<transfert multiplicatif ,  d6fini par  Evens [8] et 
adapt6 par Shapiro [20]. 

Th6or6me 1. w(Indp)=JV'(w(p)) .w(Indl)  r, off r e s t  le rang de p e t  I d~signe la 
reprOsentation triviale de Ge. 

N.B. Ce r6sultat est propre au groupe de Galois d'un corps (cf. II.2.3.). 
Soit maintenant q une forme quadratique non ddg6n6r6e sur E; notons 

wI(q)EHi(GE, Z/2Z)  les classes de Stiefel-Whitney de q d6finies par Delzant [5], 
et w(q)= ~, wi(q). D'autre part, notons T(q) la forme quadratique non 

i->O 
d6g6n6rde sur F d6finie par T(q)(x)= TrE/vq(x ). 

Th6or6me 2. w(T(q))=JV'(w(q)).w(T(1)) r, off r est le rang de q et 1 dOsigne la 
forme quadratique x~--~x 2 sur E. 

Les th6or6mes t e t  2 sont reli6s par le 

Th6or6me 3. Soil acE*; notons (a )  la forme quadratique X ~ ' * , a x  2 et Pa: GE-~R* 

la reprOsentation rkelle de degrO 1 de G E dOfinie par g~-,g(]/a)/l/a6{ 4-1}~--*R *. 
Alors, 

w(T((a)) )  = w(Ind pa). (1 + (2, d)), 

off d est le discriminant de l'extension E/F et (2,d)~HE(GF, Z/2Z)  est le <<symbole 
de Hilbert,  associk ~ 2 et d. 

Ce dernier r6sultat g6n6ralise celui de Serre [19], qui e n e s t  la partie 
homog6ne de degr6 2. 

Dans certains cas, les classes w(Indl)  et w(T(1)) se r6duisent ~t l'unit6 et les 
formules des th6or6mes 1 et 2 se simplifient. C'est en particulier le cas lorsque 
l'extension ElF est galoisienne de degr( impair (ou plus g6n6ratement contenue 
dans une telle extension); Shapiro [20] d6montre le th6or6me 2 dans ce cas 
particulier. (N.B. lorsque ElF est contenue dans une extension galoisienne de 
degr6 impair, les formules des th6or6mes 1, 2 et 3 sont imm6diates par un 
argument de restriction-corestriction; c'est d'ailleurs la m6thode suivie par 
Shapiro.) 

Le contenu de cet article est le suivant. La partie I est topotogique: on y 
d6finit (par la m6thode d'Evens [8]) le transfert multiplicatif pour la cohomo- 
logie modulo 2 dans le cas d'un rev6tement fini d'espaces. On 6nonce diverses 
propri6t6s de ce transfert et on 6tablit une formule donnant, dans le cas d'un 
rev~tement /t deux feuillets, les classes de Stiefel-Whitney de l 'image directe 
d'un fibr6 vectoriel r6el sur l 'expace total (th. 1.3.2.): cette formule est analogue 
/l celle d6montr6e par L. Evens et D.S. Kahn  [9] pour les classes de Chern. On 
en d6duit en passant (prop. 1.3.4.) une g6n~ralisation d'un lemme de Deligne 
([4], prop. (2.2)); ce r6sultat sera utilis~ dans un travail ult&ieur. A la fin de la 
partie I, on traduit les r6sultats pr6c6dents en termes de groupes et de 
repr6sentations. Dans la partie II, on d6montre les th6or6mes 1 et 2; on utilise 
le r6sultat de Serre mentionn6 ci-dessus pour d6montrer un lemme crucial 
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(prop. II.1.4.). On d6duit ensuite le th6or6me 3 des th6or6mes 1 et 2. Enfin, la 
partie III applique et g6n6ralise ces r6sultats, qui en particulier sont relev6s 
partiellement ~t la K-th6orie de Milnor modulo 2. 

Je d6sire faire deux remarques/~ propos de ces r6sultats. Tout d'abord il est 
probable qu'ils se g6n6ralisent /~ la cohomologie 6tale, en un sens h pr6ciser. 
Ensuite, il est plus que probable que l'analogue du th6or6me 1 vaut pour les 
classes de Chern des repr6sentations complexes du groupe de Galois. I1 est 
clair, compte tenu du r6sultat d'Evens et Kahn [9], que pour d6montrer cet 
analogue il suffirait d'adapter convenablement les pr6sentes d6monstrations si 
l'on disposait d'un analogue de la prop. II.1.4; malheureusement je n'ai pas 6t6 
capable de d6montrer un tel analogue. 

Je tiens ~t remercier de leur int6r6t et de leurs observations Christophe 
Soul6, Jean-Pierre Serre ainsi que Jean Lannes, qui est/~ l'origine de l'essentiel 
de la partie I. Je d6sire 6galement remercier l'Universit6 de Harvard, off ce 
travail a 6t6 effectu6, des excellentes conditions de travail dont j'ai b6n6fici6. 

N.B. Les propri6t6s expos6es dans 1.1. et 1.2. sont (sauf exception) 6nonc6es 
sans d6monstration: en effet, elles sont pour la plupart, soit des traductions de 
[8], soit faciles ~t v6rifier au niveau des cocha]nes. Voir aussi I.B. Madsen el 
R.J. Milgram, The classifying spaces for surgery and cobordism of manifolds, 
Ann. Math. Studies 92 (1979), Ch 3. 

Apr6s l'ach6vement de ce travail, j'ai eu connaissance de deux textes s'y 
rapportant directement: 

l'un, de W. Fulton et R. MacPherson, d6crit une formule pour les classes 
caract6ristiques de l'image directe d'un fibr6 vectoriel sur l'espace total d'un 
rev6tement de degr6 quelconque (classes de Chern pour un fibr6 complexe, de 
Stiefel-Whitney pour un fibr6 r6el). Les auteurs r6solvent ainsi un probl~me 
remontant ~ l'article d'Atiyah [1]; ils retrouvent comme cas particulier les 
formules de L. Evens et D.S. Kahn valables pour les revfitements cycliques de 
degr6 premier ([9], th III), ainsi que les th6or6me 1.3.2, Propositions 1.3.4, 1.3.4 
bis et III.l.1 de cet article. 

W. Fulton-R. MacPherson. Classes caract6ristiques des images directes des 
fibr6s vectoriels pour les rev6tements, ~t paraire aux C.R. Acad. Sci. Paris. 

L'autre, de A. Fr/Shlich, aborde le probl6me de la comparaison des classes 
caract6ristiques des repr6sentations galoisiennes et des formes quadratiques 
sous l'angle des formes quadratiques "6quivariantes", ou repr6sentations 
orthogonales de groupes discrets. A une repr6sentation p d'un tel groupe G 
dans le groupe orthogonal d'une forme quadratique sur F, on peut associer (en 
copiant Grothendieck [10]) des classes wi(p)~Hi(Gx Gv, Z/2Z), et FrShlich 
consid6re essentiellement la classe w 2. Lorsque G est un quotient fini du 
groupe de Galois G r, on peut voir ces classes dans la cohomologie de G F x Gr; 
d'autre part, en consid6rant l'application diagonale G r ~ G r x G v ,  on peut 
d6finir la torsion par p de la forme quadratique sous-jacente /~ p. Le premier 
r6sultat de FrShlich est que rinvariant de Hasse-Witt de cette forme tordue 
n'est autre que l'image de w2(p) par le transpos6 de l'application diagonale. 
Son deuxi6me r6sultat est une Jbrmule de transfert pour Wz(p) (dans le cas d'un 
groupe G quelconque). En mettant bout ~ bout ces deux th6or6mes, on obtient la 
<~formule de Serre>>. L'avantage de cette approche est qu'elle circonscrit 
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l'origine du terme (2,d): il provient de la formule de transfert mentionn6e ci- 
dessus. 

A. Fr6hlich. Orthogonal representations of Galois groups, Stiefel-Whitney class- 
es and Hasse-Witt invariants, pr6publication. 

I. Un peu de topologie aig~brique 

La m6me construction est fl l'origine du transfert multiplicatif et des op&ations 
de Steenrod. Cette construction est bien connue et a 6t6 expos& par de 
nombreux auteurs dans des contextes vari6s ([6, 8, 20-22, 24]); l'exposition la 
plus simple et la plus intrins6que me semble &re celle de L. Evens [8]. 
Malheureusement, des probl~mes de signe se posent pour effectuer cette 
construction dans le cas le plus g6n6ral; ces probl6mes ne sont d'ailleurs 
g6nants ni pour Evens, qui n'a besoin de son transfert qu'en degr6 pair, ni dans 
le cas pr6sent o8 l'on travaille modulo 2. 

Si G est un groupe discret, on note EG un espace contractile sur lequel G 
op6re librement et BG = EG/G le quotient de EG par t'action de G. Eespace BG 
est un espace d'Eilenberg-Mac-Lane K(G, 1), bien d&ermin6 fl homotopie pr&; 
l'homologie er la cohomologie de BG s'identifient fl l 'homologie er fl la 
cohomologie de G. On note $ ,  le groupe des permutations de n lettres. 

1. Le foncteur ~ .  

1.l. Soit X un espace topologique et n u n  entier > 1. On d6finit un nouvel 
espace ~ , X  de la mani6re suivante: le groupe ~ ,  op6re sur le produit X " = X  
• z X ,  donc sur E ~ , x X " ,  et ~ , X  est le quotient de E ~ , x X "  par cette 

action; c'est un espace bien d6termin6 fl homotopie pr&. 

1.2. Exemples: a) Si X est r6duit fl un point (ou plus g6n6ralement contractile), 
~ , X  s'identifie fl B ~ , .  

b) Si X = B H  pour un groupe discret H, ~ , X = B ( ~ , S H  ). 

1.3. L'op6ration X~--~,X est fonctorielle fl homotopie pr&; on peut d'aiUeurs 
la rendre strictement fonctorielle en fixant un choix de E~ , .  En particulier, soit 
E un fibr~ vectoriel (r6el ou complexe) sur X, de rang r; alors ~ , E  est un fibr6 
vectoriel sur ~ , X ,  de rang hr. 

1.4. Soit Z un espace sur lequel ~ ,  op&e librement; on a donc une application 
6quivariante e : Z ~ E ~ , .  Soient z 1 . . . . .  ~, des repr6sentants de ~ ,  (modulo 
6 . _  1): l'application 

Z ~ E ~ ,  x (Z/~,_  1)" 

zl~(e(z), vlz ..... z,z) 

est 6quivariante et induit donc une application 

i: Z / ~ . o  $ . ( Z / $ . _  O, 

bien d&ermin6e fl homotopie pr&, 
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1.5. Soit p:X--*Y un rev6tement  de degr6 n; si y~Y, soit Fy l 'ensemble des 
bijections de p- l (y )  vers {1 . . . . .  n}. Munissions l 'ensemble z = L I  Fy de la 

y~Y 

topologie telle que LI  Fy soit un ouvert  d~s que V e s t  un ouvert  trivialisant de 
y~V 

Y. Eapplication naturelle de Z vers Ye t  l 'appl icat ion de Z vers X: 

f i e f -  l (n)eX 

induisent un d i ag ramme  commuta t i f  de revatements:  

1 1 
Z / 6 ,  --~- , Y. 

A l 'aide de 1.4, on en dhduit une appl icat ion i: Y--* ~ , X ,  bien dhterminhe/ t  
homotop ie  pr&. Soit E un fibr6 vectoriel  sur X; alors:  

p , E ~ - i * 6 , E ,  (1) 
i 

off p ,  (resp. i*) d6signe l ' image directe par  p (resp. l ' image r6ciproque par  i). 

t.6. S i n  et m sont deux entiers, on a une t rans format ion  naturelle:  

6 , 6 r e X  ~ 6 , , , X  

pour  tout  espace X. De marne, si X et X '  sont deux espaces, on a une 
t ransformat ion  

6 , ( X  x X ' ) ~ 6 , X  x S ,  X', 

naturelle en X et X'. 

1.7. On dhfinit deux t ransformat ions  naturelles:  

D: B~,,  x X ~ ~ , X  

n: X" ~ $ , X  

de la mani6re suivante:  D se d6duit de la <<diagonale~> E ~ ,  x X - o E ~ ,  x X"; n 
est la compos~e:  X"~-~E~, x X"--~ 6 , X  (ou encore, /t homotop ie  pros, peut  se 
voir c o m m e  la derni6re application).  

1.8. Soit R un anneau  et C un R-complexe de cochafnes. Alors C ~ est un R- 
complexe de cochaines sur lequel 6 ,  op~re par permuta t ions  et changements  
de signe (cf. [7]). Soit W une ~ , - r6so lu t ion  projective de type fini de R: le 
complexe  de cochaines  6 ,  C = H o m $ , ( W , C  | est ddfini; on a l e  l emme bien 
connu suivant, df i / t  Steenrod (cf. [15], l emme 3.2): 

L e m m e  1.1.8. Soient C et C' deux R-complexes de cochafnes, et soient 
fo, f l  : C ~ C' deux applications de cochafnes qui sont algObriquement homotopes. 
Alors 6 , f o ,  ~ , . f t  : 6 .  C ~ 6 ,  C' sont algObriquement homotopes. 

On en d6duit (cf. [15], th6or6me 3.3): 
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Proposition 1.1.8. Soit C un R-complexe de cochaines; supposons que C et sa 
cohomologie soient R-projectifs. Alors on a un isomorphisme de R-modules 
gradu~s: 

H*( $ ,  C)~- H*( ~, ,  H*( C)| 

compatible au cross-produit. 

En particulier, si C est une R-alg6bre diff6rentielle gradu6e, les R-alg6bres 
gradu6es H*(~.C) et H*($, ,H*(C) | sont isomorphes d6s que la condition 
de la proposition 1.1.8 est v6rifi6e; cette condition est automatique lorsque R 
est un corps (par exemple R = Z/pZ, p premier). 

1.9. Soit X un espace topologique; posons C x = H o m ( C , ( X  ), Z/2Z), off C,(X) 
est le complexe des chaines singuli6res de X. On sait ([24], prop. 1) qu'il existe 
une 6quivalence de chaines fonctorielle entre C, (~ ,X )  et W|174  (o6 la 
r6solution W est prise sur Z), donc entre C| et ~,Cx.  En appliquant la 
proposition 1.1.8, on en d6duit: 

Proposition 1.1.9. On a un isomorphisme: 

H*(~ ,X,  Z/2Z)"~ H*(~ , ,  H*(X, Z/2Z)| 

off dans le terme de droite ~ ,  opOre par permutation des facteurs. 

1.10. Supposons maintenant n=2. La cohomologie modulo 2 de 6 2 es t  alors 
une alg6bre de polyn6mes Fz[-d], o13 d est un g6n6rateur en degr6 un. Pour 
tout espace X, notons simplement H*(X) pour H*(X, Z/2Z); par la formule de 
Kiinneth, on a: 

H*(X x X)"~ H*(X)| 

H*(B~ 2 x X)"- H*(B~2) |  H*(X) ~- F 2 [d] | H*(X). 

De la proposition 1.1.9, on d4duit alors: 

Proposition 1.1.10. L'application 

H , ( 6 2 X  ) D*e~* F 2 [ d ] | 1 7 4 1 7 4  ) 

est injective. 

2. Le transfert multiplicatif 

2.1. Soit C un complexe de cochaines modulo 2 (c'est-h-dire un F2-complexe); 
notons C** le produit direct I-I Ci- Avec Evens [8] et Shapiro [20], on d6finit 

i > 0  
une application: 

P.: H**( C) ~ H**(S. C) 

qui est une ~puissance sym&rique hi'me,. Rappelons bri6vement sa 
construction: 
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No tons  Co le complexe  /l differentielle nulle defini par  F2[T ]. On a C** 
= F E E T ] ] ;  un element  aeC** definit une appl ica t ion F~: Co--,C telle que 
F~(Ti)=ai et donc  que F , ( 1 / ( 1 - T ) ) = a .  Si a est un cycle, F~ prend ses valeurs 
dans Z(C);  si a et a '  sont des cycles representant  la m e m e  classe de 
cohomologie,  alors F, et F,, sont homotopes ;  par  1.1.8, les appl icat ions ~.Fo, 
~,F, , :  ~ ,  C o--+ ~ .  C qui s'en deduisent sont aussi homotopes .  Identif ions Co e " / t  
Fz[T1 . . . .  ,T,]  (par T / = I | 1 7 4 1 7 4 1 7 4  alors Y =  [ I  1/(1-T~) est 

l ~_i<_n 

invariant par  l 'act ion de ~ .  (parce que les coefficients sont modu lo  2), donc 
definit un element de H~ Co). Si ~ est un element  de 
H**(C), on pose alors P.(~)=F~(Y) pour  un representant  a de ~ dans C**; c'est 
un element de H**(~,C), et d 'apres  ce qui precede il ne depend pas du choix 
de a. 

Par  construct ion,  la t rans format ion  P. est naturelle en C et jouit  des 
proprietes suivantes:  

i) S i n  et m sont deux entiers, le d i ag ramme  

H**(C) 

H * * ( ~ , ,  C) 

em 
' H * * ( ~  m C) 

" , H**(~,~,,C), 

off p e s t  induite par  l 'analogue de 1.6, est commutat i f .  
ii) Si C 1 et C 2 sont deux complexes,  si q~: ~ , C ~ | 1 7 4  est 

l 'applicat ion naturelle analogue de 1.6 et si xieH**(Ci), alors 

~)**(P,(x 1) x P,(x 2) ) = P,(x x x x2) , 

off x designe le cross-produit .  

2.2. Soit X un espace topologique.  En appl iquant  ce qui precede au complexe 
C x de 1.9, on obtient  l 'existence d 'une appl icat ion:  

~: H**(X)-+ H * * ( % X ) ,  

jouissant de propr ie tes  identiques ~t i) et ii) ci-dessus. En particulier,  C x est un 
anneau differentiel gradue;  on en deduit:  

iii) Si xl,x2EH**(X), alors P,(x 1.x2)=P.(xl).P.(x2), off l 'on note x 1-x 2 le 
cup-produi t  de xj et x 2. 

2.3. Remarque. Voici c o m m e n t  definir d 'autres  opera t ions  cohomologiques  
externes. Si C est c o m m e  en 2.1, definissons un nouveau complexe  
= Z / 2 Z O C ,  off Z / 2 Z  est en degre zero, engendre par  un element  e de 
differentielle nulle. Alors, 

C| = Z / 2 Z  ~| C~1>|174 " -  1>O... • C ('), 
et 
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Soit x6H**(C). Alors e+x6H**(C) ,  et 

P.(~ + x) = ~" + P.(1)(x) �9 ~"-1 + . . .  + P.(")(x), 

off P.")(x)~H**(~.~ et P.(n)(x)=P.(x). 
Supposons C muni d'une coaugmentation, c'est-fi-dire d'un 616ment 

privil~gi6 1 ~ C ~ de diff6rentielle nulle. On a une r6traction C--, C, envoyant ~: 
sur 1; on en d6duit pour tout x~H**(C) des 616ments 

P~(O(x)~H**(~nC), O<i<n, 

avec P~m)(x)= 1, P~(")(x)=P~(x). 
En particulier, si X est un espace topologique, C,(X) est un complexe 

augment6, donc C x est un complexe coaugment6, et la coaugmentation 
correspond /~ l'616ment unit6 de l'alg~bre H*(X). On a donc d6fini des 
applications: 

P.(1): H**(X)~ H**(~,X), O<i<_n, 

telles que p(o)= 1, p(n)=p., et que pour tout x~H**(X), 

e.(1 + x ) =  1 + e . ( ' (x )+  ... + P.(x). 

Si xeHk(X), il est clair que P,(i)(x)eHik(| 
L'application P.") se comporte comme une fonction sym6trique 616mentaire 

de degr6 i; ainsi: 
iii) S i n  et m sont deux entiers et s i p  est comme en 2.1 i), on a: 

p o p.~)=p(1)o p~l); 

p o p(2)= p,2) o n~,)+ p(,)o n~2). 

iv) Si x1,x2uH**(C), o n  a: 

P.( ' (xl  + x 9  = P.(*)(x ,) + t'.(~)(x ~); 

p.(~)(x ~ + x ~) = p.(2)(x 1) + p.(~)(x 2) + ((x l ,  x 9 ) ,  

off ((xl,x2)) est d6fini, pour tous repr6sentants xl ,  x2 dans C**, par f ~ ,  C** 
=Hom~,(W,C **| telle que f(w)=e(w)((Yq,Yc2)), od ((2,,~z)) d&igne la 
somme des conjugu6s de ~1(~)~2Q1(S)...(~1 sous Faction de S, (et 
l 'augmentation de W). 

Tout ceci se d6montre au niveau des cochaines; on a des 6nonc& analogues 
(mais plus compliqu6s) pour les autres p(0. 

v) Dans iv), supposons que C soit une alg6bre diff6rentielle gradu6e; alors, 
on a: fix,,  x2))= e~")(x,, x2)+ e) ' ) (x,) .  ~(')(x2). 

vi) Formule de projection. Sous l 'hypoth&e de v), notons D*: ~ .C- - ,  C 
rapplication d6duite du preduit: C ~ C. Alors, pour tout (x,y)eH**(~,C) 
x H**(C), on a: 

P~(1)(DT*(x). y) = x .  p(1,(y).  
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On dOduit des 6noncOs identiques ~t iii)-vi) pour  un espace X en 
considOrant le cas particulier C =  Cx; dans vi) l 'application D* se dOduit de 
l 'application D d6finie en 1.7, restreinte fi X. Dans iv), on reconnait  en 
((X1, X2)), lorsque n = 2 ,  l'image directe n , ( x  I x x2) du cross-produit  de x 1 et x 2 
par l 'application n d6finie en 1.7. 

2.4. p: X - + Y  un rev&ement  ~t n feuillets. De l 'application i: Y - + ~ , X  d6finie en 
1.5 et de ce qui pr6c6de, on d6duit des applications ~/~: H * * ( X ) ~ H * * ( Y ) ,  
correspondant  aux P,"). On a JVo=l ;  g/[ s'identifie /t l ' image directe (ou 
transfert ou corestriction) p , ;  on note  simplement J f f , ,=~,  c'est le transfert 
multiplicatif. Des propri6t6s i)-vi) ci-dessus, on d6duit les propri6t6s suivantes: 

Proposition 1.2.4. a) Soient x l ,  xzEH**(X ). Alors on a: 

~/'(X 1 " X2)= ~/(XI)" ~/(X2); 

.W2 (x 1 + x2) = ~2(x  1) + Jff2(x2) + P,  (xl "x2)+ p , ( x l ) ' p , ( x 2 ) .  

b) Soit p': X ' - + X  un rev~tement d m feuillets. Alors p " = p o p ' :  X ' - + Y  est un 
rev~tement d nm feuillets; si x eH**(X ' ) ,  on a avec des notations ~videntes: 

x " ( x )  = x o W'(x);  

~2"(x) = ~2(p , (x ) )  + p,  (JVz1(X)). 

c) Soit f:  Y ' -+Y une application et soit X ' = Y ' x r X  le produit fibrO 
correspondant. On a un rev~tement p': X'--+Y' d n feuillets; pour tout i, le 
diagramme suivant est commutati f  : 

f '  ** 

H**(X) + H**(x ' )  

H**(Y)  f*" ,H**(Y' ) .  

est 
d) Soient X 1 e t  X 2 deux rev~tements de Y de degr& n 1 et n 2. Alors X l J _ L X  2 

un revdtement de Y de degrk n 1+n2; si x~eH**(Xi), alors x 1 
+ x2~H**(XI.uLX2) et 

X(x~ + x2)= ~ ( x O "  ~ ( x 2 ) ;  

,~2(X1 -~ X2) = ~2(X1) -{- ~/2(X2)-{-pl*(X1)'P2*(X2), 

off Pl est la projection correspondant d X v 
De plus, si x~H**(X) ,  alors Jr + x ) =  1 + p , ( x ) +  dVz(X)+ ... + A~'(x). 

N.B. Dans la proposi t ion ci-dessus, je n'ai pas inclus les propri6t6s du 
transfert addit if  p , ,  qui sont bien connues (mais qui peuvent  de m6me se 
retrouver  ~t part ir  du formalisme pr6c6dent). 

2.5. Supposons n=2 .  Notons  d~HI(S2  X)  l 'image de d ~ H i ( B ~ 2 )  via 
l 'application transpos6e de ~ z X - - + B ~ 2  induite par X~(po in t ) .  On a D*(d)=0  
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dans H*(X) (off D~ est la restriction ~t X de l'application D d6finie en 1.7); des 
formules iv), v) et vi) de 2.3 ci-dessus, on d6duit doric: 

Proposition 1.2.5.a. Pour tous x, yeH**(X), on a clans H**(~2X):  

d-P2(x + y)=d.  P2(x)+d. P2(y). 

De marne, dans le cas d'un revatement ~t deux feuillets: 

Proposition 1.2.5.b. Soit X ~ Y  un revOtement de degrO 2 et soit d e H l ( Y )  la 
classe caractOristique de ce rev~tement. Alors, pour tous x, yeH**(X),  on a dans 
n**(g) :  

d- JV'(x + y) = d- ./if(x) + d- Y(y).  
~me 

D'autre part, notons Sq i le i carr~ de Steenrod [21]: par d6finition, Sq i 
est un homomorphisme de degr6 i du groupe gradu6 H*(X), ayant les 
propribt6s suivantes: 

1) Sq ~ est l'identit6; 

2) Sq ~ est nul en degr6<i;  
3) Si xeHi(X),  Sqi(x)=x2; 
4) Sqi(xy) = ~ SqJ(x).Sqk(y). 

j + k = i  

On pose Sq= ~, Sq~: c'est le carr~ total de Steenrod. Les propri6t6s 1) et 4) 
i > 0  

montrent que Sq est un automorphisme de l'algbbre H*(X). 

Proposition I.2.5.c. Pour tout xEHi(X), D* P2(x)= 2 di-J x SqJ(x) dans 
O<j<=i 

H*(B~ 2 x X). 

Cf. [21]; c'est d'ailleurs ainsi que Steenrod et Epstein d~finissent les 
puissances de Steenrod. 

Remarque. Consid6rons les deux diagrammes commutatifs: 

X e _~E~2 X -  , X  2 

E ~ 2 = = ~ E ~  2 y ~ y2. 

On en d6duit un diagramme commutatif: 

X~ 

1 
E ~  2 • Y - 

E ~  2 • X 2 

~E~ 2 x y2; 
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d'ot~, en divisant par l'action de ~2: 

y i ~,~2 X 
b 

B ~ 2 x Y  - D  ~ 2  Y. 

De ce diagramme et de la proposition pr~c~dente, on d6duit alors: 

Proposition L2.5.d. Sous les hypotheses et notations de la proposition 1.2.5.b., soit 
xsHi(y). Alors, Y(p*(x))= ~ d i-j.SqJ(x). 

O<=j<=i 

Ce r6sultat illustre de mani&e saisissante la remarque de Evens [8], selon 
laquelle on n'a pas en g6n6ral X(p*(x))=x" pour un revStement de degr6 n. 

3. Transfert et classes de Stiefel-Whitney 

3.1. Soit X un espace topologique, et soit E un fibr6 vectoriel r6el sur X, de 
rang r. Les classes de Stiefel-Whitney wi(E ) sont d6finies [14]: wi(E ) est un 
616merit de Hi(X), on a w0(E)= 1 et wi(E)=O si i>r. Notons w(E)= ~ wi(E ) la 

i__>O 

classe totale de Stiefel-Whitney de E; c'est un 616ment de H**(X). Si E' est un 
autre fibr6 vectoriel sur X, on a: 

w(E|  = w(E). w(E'). (2) 

La classe totale de Stiefel-Whitney s'6tend donc aux fibr6s vectoriels virtuels 
(diff&ences formelles de deux vrais fibr6s), mais un tel objet peut avoir une 
infinit6 de classes non-nulles; c'est pourquoi on consid&e w(E) comme un 
616ment de H**(X). 

I1 est commode de <<rajouter une variable>>, c'est-~t-dire de consid&er 
l'anneau H**(X,T)=H**(X)| On d6finit alors la sOrie de Stiefel- 
Whitney associ6e/t un fibr6 vectoriel virtuel E, de rang r: 

w(E, T)-- ~, Tr-iwi(E). 
i = 0  

La s6rie ci-dessus contient comme information le rang du fibr6 E, que ne 
contenait pas en g6n6ral la classe totale de Stiefel-Whitney. Si E' est un autre 
fibr6, on a: 

w(E + E', T) = w(E, T). w(E', T). (3) 

D6veloppons w(E, 1 + T) suivant les puissances positives de T; on obtient: 

w(E, 1 + T) = ~ w~J~(E) T~, 
j~O 
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avec 

wU)(E)_ >_~ ~ . (r--i)J wi(E). 

De la formule (3), on d6duit: 

wti)(E + E') = ~. w(k)(E) �9 w~t)(E'). (4) 
k + l = j  

Soit enfin L un fibr6 en droites, c'est ~t dire un (vrai) fibr6 vectoriel de rang 
un. Alors: 

w(L | = w(E, 1 + w l (L)). (5) 

Les formules (2)-(5) ci-dessus sont vraies 6galement pour des sommes 
directes ou produit tensoriels externes de fibr6s (voir ci-dessous). 

3.2. Soit p: X ~ Y  un rev6tement/ t  deux feuillets; si E est un fibr6 vectoriel r6el 
sur X, de rang r, notons p ,E  l'image directe de E par p: c'est un fibr6 vectoriel 
r6el sur Y, de rang 2r. On d6sire calculer les classes de Stiefel-Whitney de p,E:  
c'est l 'objet du th6or6me suivant. 

Th~or~me 1.3.2. Sous les hypotheses pr~c~dentes, on a la formule 

w(p, E) = ~ JV'(w~)(E)) �9 d ~, (6) 
j>=o 

off w~i)(E) a dtk dffini ci-dessus et d est la classe caractkristique du rev&ement 
X-+ Y dans Hi(y) .  

En vertu de la proposition 1.2.5.b., cette formule peut encore s'6crire: 

w(p, E) = Jff(w(E)) + ~ Y ( w l ) .  ((d + 1)r-i + 1); (6') 
i>__O 

sous cette forme elle est l 'analogue des formules d6montr6es par Evens et Kahn 
([9], th. III) pour les classes de Chern de repr6sentations complexes, dans le 
cas d'un sous-groupe normal d'indice premier. (Leurs d6monstrations, et donc 
leurs r6sultats, sont d'ailleurs valables dans le cadre des rev&ements pour un 
fibr6 vectoriel complexe, puisque les fibr6s complexes sur X sont classifi6s par 
les applications de X dans BU.) 

Pour d6montrer le th6or6me 1.3.2., il suffit, vue la formule (1) de 1.5., de 
d6montrer: 

Proposition 1.3.2. W(~zE)--- Z P2( wU)(E))'dj" 
j>o 

Pour d6montrer cette proposition, on pourrait  adapter le raisonnement de 
Evens et Kahn;  je vais utiliser une autre m6thode, plus 616mentaire et qui m 'a  
6t6 sugg6r6e par Jean Lannes: elle consiste ~ se servir de la proposition 1.1.10., 
c'est h dire ~ v6rifier que la proposition 1.3.2. est vraie lorsqu'on l'<<envoie~> 
dans la cohomologie de X • X et dans celle de B ~  2 x X. Or il est clair que 

n* ~E E = E~:4E ; 

D* ~2E = v[~E ; 
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off v e s t  le fibr6 normal  au rev6tement  E ~ 2 ~ B ~  2 (c'est ~ dire l ' image directe 
du fibr6 trivial de rang un s u r  E~2)  , et off [ ]  et [ ]  d6signent respect ivement  la 
somme directe externe et le produi t  tensoriel externe des fibr6s. Dans  le 
premier  cas on a: 

w(E[]E) = w(E) x w(E) ;  

n*( ~ Pz(W(J)(E)) �9 d j) = r~*(P2(w(E)) (car rc*(d) = 0) 

j>= o = w(E) x w(E). 

En effet, pour  tout  x~H**(X), on a rt*(P2(x))=x• cela r6sulte de la 
d6finition de Pz. 

Dans  le deuxi6me cas, on 6crit v = l |  ofa L e s t  le fibr6 en droites 
satisfaisant w~(L)=d. Vue la formule (5), on a: 

w(vlk-lE) = w(E). w(E, 1 + d). 

De m~me que ci-dessus, consid6rons l 'alg6bre H**(X)| si x est un 
616ment homog6ne  de degr6 i, associons-lui  son polyn6me de Steenrod: 

Sq(x ,T)= ~ TJSq'-J(x); (7) 
o < j < i  

si xeH**(X)  est s o m m e  d'616ments homog~nes  x i de degr6 i, d6finissons 

Sq(x, T)= ~, Sq(xl, T). (8) 
i>O 

On a, pour  deux 616ments x et x' de H**(X):  

Sq(x + x', T) = Sq(x, T) + Sq(x', T); (8 a) 

Sq(x. x', T)= Sq(x, T). Sq(x', T). (8 b) 

La  propos i t ion  1.2.5.c., m o y e n n a n t  la formule iv) ainsi que le fait que D ' n .  
= 0 (consid6rer le d i ag ramme  

E ~  2 x X - -  b . E ~ 2  X X 2 

B ~  2 x X O , , ~ 2 X )  ' 

devient alors:  ~<pour tout xeH**(X),  D*Pz(x)=Sq(x,d), .  Par  cons6quent:  

O*( ~ Pz(w~J)(E)) . d j) = ~ Sq(w~J)(E), d). d ~. 
j>->_O j>=O 

I1 faut compa re r  cette expression et w(E). w(E, 1 +d).  Cela peut  sans doute  
~tre f a i t h  l 'aide des formules de Wu [14] : 

Sqi(wJ)=o<~< ' ( j + t - i - 1  (9) �9 t ! w ~ _ , '  wj +, 
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mais les calculs se compliquent h l'extr~me. Je pr6f6re m'en sortir en utilisant le 
splitting-principle: il permet de montrer que ces deux expressions sont 6gales; 

a) en le v6rifiant dans le cas d'un fibr6 en droites; 

b) en v&ifiant ensuite que si l'6galit6 est vraie pour deux fibr6s, elle l'est 
aussi pour leur somme directe. 

Dans le cas a), la premi6re expression vaut: 

2 (2 +w0 . (1  + d + w 0 =  2 + d + d . w  l + w  1 

(par abus de notation, on 6cri t .pour le cross-produit), tandis que la deuxi6me 
vaut: 

Sq(w,d) + Sq(w~l),d) . d= 2 + d. w I + Sqlw l + d 

= l  + d + d . w l  +w~; 
elles sont 6gales. 

Traitons maintenant le cas b): il est clair que la premi6re expression est 
~additive~) en E. Montrons que c'est 6galement le cas pour la deuxi6me: soient 
E et E' deux fibr6s; en utilisant les formules (4), (8a) et (8b), on obtient: 

~. Sq(wtJ)(E + E'),d). d j = ~, Sq( ~, wtk)(E) �9 w(')(E'), d). d j 
j>=O j>=O k+l=j  

= ~ Sq(w{k)(E),d). Sq(wa)(E'),d). d k+' 
k,l>-O 

=( ~ Sq(w~i~(E), d). di) �9 ( ~ Sq(wCi)(E'),d). d J), C.Q.F.D. 
j>=o j>=o 

Le th6or6me 1.3.2. est donc d6montr6. 

3.3. Remarque. I1 est amusant (ou int6ressant?) de constater que ~da m6me 
formule~ est vraie pour les carr6s de Steenrod. Plus pr6cis6ment, on a pour 
tout xEH**(X): 

Sq(P2(x))= ~ P2(Sq(J)(x)) �9 #,  (10) 
j>_o 

off SqtJ)(x) est le coefficient de T j dans le d~veloppement de Sq(x, 1 + T). Cela 
r~sulte par exemple de la th~se de Zarati ([24], Th. 2). 

(Zarati calcule en fait Sq~P2(x) pour un 616ment homog~ne x; on obtient la 
formule (10) en sommant sur i et sur les composantes homog6nes d'un 616ment 
quelconque de H**(X).) 

3.4. Remarque. J'ignore quel doit &re l'~quivalent du th~or~me 2.3.2. dans le 
cas d'un rev&emem de degr~ quelconque; il est possible qu'il faille faire 
intervenir les applications ~ d6finies en 2.3. (Voir n6anmoins 212.1.) Par 
contre, il est facile de d6duire du th6or~me 2.3.2. certains r~sultats valables en 
tout degr& c'est ainsi que l'on a la g6n6ralisation suivante d'un lemme de 
Deligne ([4], prop. 2.2.): 

Proposition L3.4. Soit p: X--* Y un revOtement fini et E un fibr~ vectoriel sur X, 
de rang r. Supposons que : 

a) r -0 (mod2k+  1); 

b) wi(E)=0 pour 0 < i < 2  k. 
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A lors: 

a') rgp,  E=-O(mod2 k+ 1); 

b') wi(p, E) = p,  wi(E ) pour 0 < i < 2 k + 1. 

Le r6sultat de Deligne est le cas particulier k = 1 de cette proposi t ion.  

DOmonstration. D'abord ,  on effectue quelques r6ductions: 

1) Soient (Y~) les composan tes  connexes de Y; soit X~=p-I(Y~), soient X ~  les 
composan tes  connexes de X~ et E ~  tes fibr6s correspondants .  Si E v6rifie les 
hypotheses  a) et b) de la proposi t ion,  il en est de m a m e  de t o u s l e s  E~p; si tous 
les E ~  v6rifient les conclusions a') et b'), il e n e s t  de m a m e  de E. 

2) Soit p': Y ~ Z  un autre  rev~tement fini. Si, pour  les rev6tements p e t  p', 
a) et b) entra~nent a') et b') pour  tout  fibr6 vectoriel,  il en est de marne pour  le 
rev6tement  p' o p. 

3) Soit f :  Y ' ~ Y  un rev~tement  fini de degr6 impair ;  notons  X' le produi t  
fibr6 Y' x r X  et f '  (resp. p') la project ion de X' sur X (resp. de X' sur Y'). Soit 
E un fibr6 vectoriel sur X v6rifiant les hypotheses  a) et b); alors il en est de 
marne de E ' = f ' * E  sur l 'espace X'; si p,E'  satisfait a') et b'), il en est de m6me 
de p,E. 

La v6rification de 1) et 2) est laiss6e au lecteur. Pour  mont re r  3), on utilise 
le fait que l 'appl icat ion f * :  H*(Y)- ,H*(Y')  est injective; lorsque Y est connexe, 
cela r6sulte de la formule f , f * = n ,  off n e s t  le degr6 du rev6tement.  

En vertu de 1), on peut  supposer  X et Y connexes. Le groupe fondamenta l  
~zl(X ) (un point -base  ayant  6t6 choisi une lois pour  toutes) s'identifie a lo r s / l  un 
sous-groupe de ~I(Y), dont  l 'indice est le degr6 du rev~tement.  Soit K 
l ' intersection des conjugu6s de tel(X): c'est un sous-groupe normal  d ' indice fini 
de ~z~(Y). No tons  G le quotient ,  et soit S un 2-sous-groupe de Sylow de G; 
l ' image r6ciproque de S dans 7zl(Y ) d6termine par  la th6orie de Galois  un 
rev6tement  fini Y' de Y, de degr6 impair.  Vues les propri6t6s des p-groupes,  
l ' image r6ciproque par  f :  Y ' ~ Y  de p: Y--*X a la propri6t6 suivante:  

Si C est une composan t e  connexe de X ' =  Y ' x  rX, le rev6tement h: C ~ Y '  
se factorise en une suite h = h s o hs_ ~ . . . . .  ho, off chaque hj est un rev~tement  de 
degr6 2. 

Grfice aux points  1), 2) et 3), on voit  ma in tenan t  qu'il suffit de d~montrer la 
proposition 1.3.4. dans le cas d'un revOtement de degrO 2. Pour  cela, utilisons le 
th6or~me 1 sous la forme (6'); cela donne:  

w(p,E)=Jg'(1 +w2~(E)+ . . . ) + ( d +  1 ) '+1  +( te rmes  de degr6 >2k+ 1). 

C o m m e  r - 0 ( m o d 2  k+ 1), le te rme (1 + d ) ' +  1 est 6galement  de degr6 > 2 k§ 
Finalement ,  dbveloppant  J f f ( l + w 2 ~ ( E ) + . . .  ) grgtce /~ la r~gle ~ / ' ( l + x ) = l  
+ p,(x) + Jff(x), on obtient :  

w(p, E) = 1 + p,  w2~(E ) + . . .  + p ,  w2~ § _ t (E) + (termes de degr6 >__ 2 k + 1), 

ce qui termine la d6monstra t ion.  
Les r6sultats de Evens et K a h n  permet ten t  de d6mont re r  des 6nonc6s 

analogues  pour  les classes de Chern d 'un fibr6 vectoriel  complexe.  La m6thode  
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est la m~me: par un argument de p-sous-groupes de Sylow, on se ram6me au 
cas d'un rev~tement galoisien de degr6 premier et on applique les formules 
d6montr6es par ces auteurs. Un exemple de tel 6nonc6 est le suivant: 

Proposition 1.3.4.bis. Soit p: X ~ Y un revOtement fini connexe de degrO n e t  soit 
E un fibr~ vectoriel complexe sur X ;  notons ci(E)~H21(X, Z) les classes de Chern 
de E. Supposons que : 

a) r g E - O ( m o d N ) ;  

b) ci(E ) = 0 pour 0 < i < m, 

off N est tel que l~'~tN)>m pour tout diviseur premier l de n!. Alors: 

b') q(p ,  E) = 0 pour 0 < i < m, et 

cm(p ,E)=p,  cm(E). 

Si X = B H  pour un groupe discret H et E est induit par une repr6sentation 
complexe de H (cf. 1.4. ci-dessous), les q(E) sont de torsion et Grothendieck 
majore leur ordre ([10], p. 263; voir aussi Thomas [23]); on peut se servir de 
ces majorations pour am61iorer la prop. 1.3.4.bis. 

4. Le cas d'un groupe discret: traductions 

4.1. Soit H un groupe discret, et p: H ~ G L ( V )  une repr6sentation de H sur un 
espace vectoriel (r6el ou complexe) V de dimension r. On associe t tp  un fibr6 
vectoriel (r6el ou complexe) E sur BH de la mani6re suivante: V d6finit un fibr6 
vectoriel trivial sur EH, et H op6re diagonalement sur son espace total EH x V; 
E est alors d6fini comme le quotient par H de cette action. Les classes de 
Stiefel-Whitney (ou de Chern) de ce fibr6 sont des 616ments de la cohomologie 
de BH; comme celle-ci s'identifie canoniquement ~t celle du groupe H, on a 
d6fini des classes de Stiefel-Whitney 

wi(p)6Hi(H, Z/2Z) b = Hi(H) 

ou des classes de Chern 

ci(p)EHZi(H, Z). 

4.2. Les rbsultats de 1.3. s'appliquent ~ H et ses repr6sentations 
moyennant 4.1. ci-dessus, c'est le cas 
traductions suivantes: 

H 
~ , S H  
p repr6sentation r6elle de H 
de rang r 
H sous-groupe de G 
d'indice n 
Ind~p 
Res: H*(G)- ,H*(H) 
Cot: H*(H)~H*(G)  
.A~: H * * ( H ) o  H**(G) 

r6elles: 
particulier X = B H .  Si l'on fair les 

X 
~ , X  
E fibr6 vectoriel r6el sur X, 
de rang r 
p: X ~  Y rev6tement connexe 
de degr6 n 
p , E  
p*: H * ( Y ) ~ H * ( X )  
p,:  H * ( X ) + H * ( Y )  
Jf~: H**(X)+  H**(Y) 
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on obient  les 6nonc6s suivants, cor respondant  au th6or6me 1.3.2. et /t la prop. 
1.3.4.: 

Th~or~me 1.4.2. Soit G u n  groupe discret, H u n  sous-groupe de G d'indice 2, et p 
une reprOsentation rdelle de H, de rang r. Notons I n d p  l'induite de p de H ~ G, 
et soient d~H~(G) I'image par inflation du gOnOrateur de HI(G/H).  Alors: 

w ( I n d p ) =  ~ JV'(w(~)(p)). d j, (6) 
j=>o 

o~ les w (j) sont comme en 3.1. Cette fi)rmule peut aussi s'~crire: 

w(Ind p) = JV'(w(p)) + ~ JV'(wi(p) ) �9 ((d + 1) ~ - i  + 1). (6') 
i>o  

Proposition L4.2. Conservons les notations du thOorOme prOcOdent, mais 
supposons H d'indice f ini  quelconque dans G. Supposons que: 

a) r = 0 ( m o d 2  ~+~); 

b) wi(p) = 0 pour 0 < i < 2 ~. 

Alors: 

a') r g Ind  p - 0 (mod 2 ~ + ~); 

b') wi(Ind p) = Cor  wi(p) pour 0 < i < 2 ~ + 

II. D6monstration des th6or~mes 1, 2 et 3 

1. PrOsentation 

C o m m e  le canevas des d~monst ra t ions  est assez compliqu~, j 'en donne ici une 
br~ve esquisse, pour  la commodi t~  du lecteur. 

1.1. Soit F u n  corps c o m m u t a t i f  de caract~ristique diff~rente de 2. No tons  F~ 
une cl6ture sdparable de F, et G e le groupe de Galois  de l 'extension ~/F .  Dans  
toute la suite, on note  Hi(F) le groupe de cohomologie  Hi(Ge, Z/2Z)  et H**(F) 

le produi t  direct 1-J HI(F); c'est un anneau c o m m u t a t i f  gradu~ pour  le cup- 
i_>_0 

produit .  Munissons  H**(F) de l ' augmenta t ion  ~ (x )=x  o, o/l x o est la 
composan te  de x de degr~ zdro et H~ est canon iquement  identifi~ /~ Z / 2 Z ;  
un ~l~ment x de H**(F) est inversible si et seulement  si ~(x)=~0. La  th~orie de 
K u m m e r  donne un i somorphisme:  

F* /F* 2 _%, H 1 (F); 

si a~F*,  on note (a) son image dans HX(F) par  la th~orie de K u m m e r .  Le cup- 
produi t  (al) . . . . .  (a,) sera souvent  notd (a 1 . . . . .  a,). 

D~finition 1.1. Un Ol~ment de H"(F) est dit d&omposable s'il peut s'Ocrire comme 
somme de cup-produits (a 1 . . . .  ,an); un ~l~ment de H**(F) est dit dOcomposable si 
wutes  ses composantes sont d&omposables. On note H**(F)ae, le sous-anneau de 
H**(F) formd des ~l~ments d~composables. 
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Remarque. Milnor conjecture que pour tout corps F, on a H**(F)d~c=H**(F) 
([13], w Cette conjecture a 6t6 v6rifi~e dans de nombreux cas particuliers et 
Merkurjev [12] a d6montr6 qu'elle est vraie pour les 616ments de H2(F) en 
gdn~ral. 

1.2. Soit p: Ge~GL,(R ) une repr6sentation r6elle de G v. Supposons que le 
noyau de p soit un sous-groupe fermO d'indice fini de Gv; p se factorise donc ~t 
travers un groupe fini G e t  on d6finit ses classes de Stiefel-Whitney dans 
H**(F) comme les images par inflation de ses classes de Stiefel-Whitney dans 
H**(G): cette d6finition ne d6pend pas du choix du quotient G de G v. Ceci 
6vite de consid6rer le classifiant du groupe profini G F. Toutes les propri6t6s 
6nonc6es en 1.3.1. restent vraies pour  les classes de Stiefel-Whitney des 
repr6sentations r6elles (de noyau ouvert) de Gv; de marne, routes les notions 
introduites en 1.2. et en 1.4. <<passent>> ~ la cohomologie galoisienne. 

1.3. Soit q une forme quadratique non d6g6n6r6e sur F, de rang r. Ecrivons 
q ~ a l x  2 +... +arx ~, grace au choix d'une base orthogonale. Avec Delzant [5], 
on ddfinit les classes de Stiefel-Whitney de q par les formules: 

wi(q)= ~ (ai,,...,air)EHi(V). 
i l  < . . .  < i ~  

Cette d6finition ne d6pend pas de la base orthogonale choisie; on a Wo(q) 
=1 et w~(q)=0 lorsque i>r. Par la th6orie de Kummer,  w~(q) repr6sente le 
discriminant de q, et wz(q) coincide avec son invariant de Hasse-Witt. Posons 
w(q)= ~ w~(q); si q' est une autre forme quadratique, on a: 

i > 0  

w(qOq') = w(q). w(q'). 

La classe totale w se prolonge donc aux formes quadratiques virtuelles, mais 
il n'est plus vrai en g6n6ral que w~(q)=O pour i > r g q  pour une forme virtuelle 
q. 

Je suis maintenant en mesure d'indiquer le sch6ma des ddmonstrations. Tout  
d 'abord, on prouve: 

Proposition II.1.4. Soit ElF une extension quadratique de discriminant deH~(F). 
Alors, pour tout ~lOment d&omposable x de H**(E), on a: 

d. JV'(x) = e(x)d. 

On prouve ensuite: 

Proposit ionlI . l .5.  Sous les hypothdses de la prop. II.1.4., soit p une 
reprdsentation rOelle de G E. Supposons que w(p) soit d~composable. Alors: 

1) Le thdorOme 1 est vrai pour l'extension ElF et la reprOsentation p; 
2) w(Indp) est ddcomposable. 

On prouve ensuite: 

Proposition II.1.6. Soit p: Gr~GLz(R ) une reprOsentation de degr~ 2 de G v. 
Alors w(p) est d~composable. 
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On est alors en mesure de prouver les th6or6mes 1 et 2; pour le th6or6me 
1, on utilise un th6or6me d'induction ([18], prop. 3), et pour le th6or6me 2 on 
utilise le r6sultat de Serre [19]. Enfin, on d6duit le th6or6me 3 des th6or6mes 1 
et 2. 

2. DOmonstration des propositions II.1.4, II.1.5. et II.1.6. 

2.1. Vues la prop. 1.2.5.b. et la multiplicativit6 de JV', il suffit de prouver la 
prop. II.1.4. pour x~HI(E). Pour cela on va donner une expression explicite de 
X(x) :  

Lemme 11.2.1. Soit acE*. Alors: 

JV'((a))=(TrE/va,-dN~/Fa)+(2,d ) si TrE/ea+0; 

=(2,d) si Tr~/va=O. 

Ce lemme entraine d.JV((a))=0: en effet, le membre de droite n'est autre 

que CorE/v((Tra, a l /d  ) + (2,If  d)). 
N.B. I1 est utile pour la suite de signaler les relations suivantes (dont la 

deuxi6me vient d'6tre utilis6e): on a ( 2 , 2 ) = ( 2 , - 1 ) = 0 .  En voici deux 
justifications: 

a) La forme quadratique 2 x 2 + 2 y Z - z  z repr6sente z6ro (prendre (x,y,z) 
=(1,1,2)); de m6me, la forme quadratique 2 x 2 - y 2 - z  2 repr6sente z6ro 
(prendre (x,y, z)=(1, 1, 1)). 

b) En fait, ces relations sont d6ja vraies dans K2(F ) (pour tout F): {2, 2} 
={2, - 1 } = { 2 ,  1 - 2 } = 0  dans K 2. 

DOmonstration du lemme II.2.1. D'apr6s Serre ([19], th. 1'), on a: 

w2(Ind pa) = w2(r ( (a ) )  ) + (2, d), 

off p~, ( a )  et T ont 6t6 d6finis dans l'introduction. D'autre part, le th. 1.4.2. 
appliqu6 h Pa montre que w2(Indp,)=JV'((a) ). On a donc: 

Jt/'((a)) = wz(T( (a ) )  ) + (2, d), 

et tout revient h calculer w 2 pour la forme quadratique q: x~-,Tr~/pax 2. 

Supposons d'abord a de trace non nulle; les 616ments 1 et ~ d  forment alors 
a 

une base de E sur F. Cette base est orthogonale pour q et on a: 

q(1)= Tra; 

q = Tr - = d. N(a). Tr a. 
a 

Par cons6quent, w2(q)=(Tra, (Tra).d.  N a ) = ( T r a , - d .  Na), ce qui 6tablit le 

lemme lorsque Tra#O. Lorsque Tra=O, (1,lfd) forme une base symplectique 
pour q; donc q est hyperbolique et w2(q)=0. 
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2.2. Pour d6montrer II.l.5., on commence par &ablir le lemme suivant: 

Lemme II.2.2. Sous les hypotheses de la prop. II.1.4., on a: 

a) CorE/v(H**(E)aec) c H**(F)aec; 

b) JV(H**(E)oe~ )= H**(F)ae~. 

DOmonstration. a) est bien connu; rappelons qu'une m6thode pour le voir est de 
montrer  que H~*~(E) est engendr6 par les 616ments de la forme (x~, ..., x,_ 1, Y), 
off x I .... ,x,_ 16HI(F) et y~H1(E); cfi [2], p. 377. 

Pour montrer  b), la formule de la prop. 1.2.4, a): 

JV'(x + y) = ~4r(x) + ~/'(y) + Cor(x - y) + Cor x. Cor y 

et la multiplicativit6 de JV" permettent, compte tenu de a) ci-dessus, de se 
ramener au cas des 616ments de HI(E). Mais alors b) est cons6quence du 
lemme II.2.1. 

Prouvons maintenant la proposition II.1.5. L'affirmation 2) est claire vus le 
lemme qui pr6c6de et le th6or6me 1.4.2. Pour d6montrer 1), utilisons ce dernier 
sous la forme (6'); compte tenu de la prop. II.1.4., cette formule devient: 

w(Ind p) = JV(w(p)) + (d + 1)r + 1, 

off r e s t  le rang de la repr6sentation p. D'autre part, on a w ( I n d l ) = l + d ;  en 
appliquant une deuxi6me lois la prop. II.1.4., on obtient: 

JU(w(p)). w(Ind 1) '=  JU(w(p)). ((d + I) r + 1) + JU(w(p)) 

= ( d +  1)r+ 1 +Y(w(p)) .  

L'affirmation 1) est donc d6montr6e. 

2.3. Remarque. Pour un groupe G quelconque, la proposition II.1.5. garde un 
sens, mais est fausse en g6n6ral. Par exemple, prenons pour G le groupe di6dral 
Dr d 'ordre 8, vu comme produit semi-direct d 'un groupe d'ordre 2 par un groupe 
H de type (2, 2), de base (e, f ) ,  Faction 6tant donn6e par permutat ion de e et f 
Soit x le caract6re de H prenant la valeur 0 s u r f  et 1 sur e, y d6fini de m~me 
en interchangeant e et f ;  on salt que la cohomologie modulo 2 de H est une 
alg6bre de polynbmes sur les g6n6rateurs x et y, et G/H op6re sur celle-ci en 
interchangeant x et y. Soit p la repr&entation de G induite de la repr6sentation 
de H d6finie par  x; la formule (6') montre que w3(p)=0, par contre le terme de 
degr6 3 dans la formule du th. 1 est d -Y(x) ,  off d est comme ci-dessus. Or ce 
terme est non nul dans H3(G); darts le cas contraire, vue l 'exactitude bien 
connue de la suite 

Cor .d 

H2(H) ~ HZ(G) -~ H3(G), 

on aurait Y ( x ) = C o r u  pour  u~H2(H); en prenant les restrictions & la 
cohomologie de H, cela donnerait: 

x y = u + d ,  
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off u' est le conjugu6 de u sous l 'action de G/H; vue la structure de la 
cohomologie de H, une telle 6galit6 est impossible, donc la formule du 
th6or6me 1 est fausse pour G, H et la repr6sentation d6finie par x. 

2.4. Pour d6montrer II.1.6., on pourrait  invoquer le th6or6me de Merkurjev 
mentionn6 ci-dessus, qui affirme que tout 616ment de HZ(F) est d6composable. 
En r6alit6, le recours fi ce th6or6me n'est pas n6cessaire comme on v a l e  voir 
ci-dessous. 

Soit p comme en II.1.6. L' image de p est un sous-groupe fini F de GL2(R); 
comme il existe une forme quadratique d6finie positive invariante par p, on 
peut m6me supposer F contenu dans le groupe orthogonal O 2. On voit ainsi 
que F est cyclique ou di6dral; il est cyclique si et seulement si il est contenu 
darts SO 2 ou s'il est engendr6 par la sym6trie par rapport  ~t une droite. 

a) Supposons F contenu dans SO2, donc cyclique. Notons p la 
repr6sentation de F induite par p; alors w~(~)=0 et l'extension de F d6finie par 
w2(fi)GHZ(F) est le pull-back de l'extension Spin 2 de SOz, donc w2(15 ) est 
l'616ment non nul de H2(F) (en effet le rev6tement Spin2--+SO 2 est isomorphe 
au rev6tement S I~S  1 donn6 par la multiplication par 2). La classe w2(p) est 
l 'image par inflation de w2(P); pour l'identifier, consid6rons-la comme un 
616merit d ' o r d r e < 2  du groupe de Brauer de F via le plongement HZ(F) 
~-H2(F,#2)c---~HZ(F,F~*). Soit n l 'ordre de F et Z un isomorphisme de F sur 
Z /nZ;  )~ d6finit un g6n6rateur de Ha(F,Z/nZ) et par inflation un 616ment de 
HI(F,Z/nZ), encore not6 )5 Soit ~Sz~H2(F,Z) le bord de Z par rapport  b. la 
suite exacte 0 - - - , Z ~ Z - - + Z / n Z ~ 0 ;  vu [17], p. 141, le g6n6rateur de Hz(F) est 
6gal au cup-produit ~.6)~, off ~ est le g6n6rateur de H~ Consid6r6 comme un 
616m6nt de Br(F), w2(p) est donc 6gal au cup-produit de -16H~ *) par 
6z~H2(F,Z): c'est le symbole ()~, - 1 )  de [17], p. 211. On salt que ce symbote 
est encore 6gal au cup-produit ( - 1 ) . Z ,  off ( - 1 )  est l 'image de - 1  dans 
Ha(F,#,) par la th6orie de K u m m e r  et le cup-produit est 616ment de H2(F,#,), 
consid6r6 comme plong6 dans Br(F). 

S i n  est impair, ce cup-produit est nul. Supposons n pair; soit ElF 
l'extension cyclique de degr6 n d6finie par Z, et soit E'/F l 'unique sous- 
extension de E/F telle que [ E : E ' ] = 2 .  I1 est bien connu ([3], w ex 4) qu'il 

existe x~E'* tel que N~,/v(x)= - 1 ;  on peut d'ailleurs choisir x=sl/~/l/-d ~, off d' 
repr6sente le discriminant de l'extension E/E' et s est un g6n6rateur de F 
= GaI(E/F) (loc. cir.). 

Lemme II.2.4. On a ()~, -1)=CorE,/v(x,d' ). 

I1 est clair que II.1.6. r6sulte de ce lemme par exemple grgtce /t [16]. 
D6montrons le lemme: en appliquant la formule de projection, le premier 
membre devient: 

(Z, - 1)= (Z, U(x))= Cor((Res Z)' (x)), 

off (x) est l ' image de x dans Ha(U,#,) par la th6orie de Kummer.  
Or la restriction de )~ /t GE, n'est autre que le caract6re associ6 ~t l'extension 

E/E', c'est-b.-dire n'est autre que l 'image de ((d')eHa(E ')dans Ha(E',Z/nZ). Par 
fonctorialit6 du cup-produit, le lecteur se convaincra que l'image de 
(x,d')~HZ(E')~HZ(E',#2) dans HZ(E',#,) est 6gale /t (x).(Resz), ce qui 
d6montre le lemme II.2.4. 
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b) Supposons  F non  coutenu dans SO 2. I1 contient  alors un sous-groups F~ 
d' indice 2 et contenu dans SO 2. Soit s u n  g6n6rateur de F~ et t u n  616ment de 
F - F x ;  alors t est d 'ordre  2 et F est produi t  semi-direct  du sous-groupe engendr6 
par  t et de F~, l 'act ion sur F~ &ant  donn6e par  ts t -~=s -~. 

Soit E/F l 'extension d6finie par  F, et E 1 (resp. F~) le sous-corps de E des 
616ments invariants  par  t (resp. par  s); E est compos6 l in6airement disjoint sur 
F de E 1 et F~; de plus, l 'extension E/F 1 est cyclique de groupe F 1. 

Supposons  d ' abo rd  F~ d 'ordre  impair ;  alors d 'apr6s a), w2(p) est dans le 
noyau  de Res: HZ(F)--*HZ(F1). Vue l 'exacti tude de la suite 

HI(F ) .a ,H2(F)  R~ , H 2 ( F 0  (11) 

off d=disc(F1/F ), on a w2(p)=d.u pour  ueHl(F) et donc w2(p) est 
d6composable .  

Supposons  main tenan t  F~ d 'ordre  pair, soit ]Fl l=2m. Soit E'  le sous-corps  
de E form6 des +16ments invariants  par  s", et E'  1 le sous-corps de E'  form6 des 
616ments invariants  par  t. No tons  d' un reprdsentant  dans E'* du discr iminant  

de E/E' et x=s]/~/] /~:  c'est un 616ment de E'  et, d 'apras  a), on a: 

Resv,/vWz(p) = Cor ~,/Vl (X, d'). 

On peut  d'ailleurs choisir pour  d' un repr6sentant  du discriminant  de E1/E'I, 
c'est ~ dire un 616ment invar iant  par  t. Observons  qu 'alors:  

=S-Ix-I 

c'est ~t dire que x . s t x = l .  Du th6or6me 90 de Hilbert ,  on d6duit qu'il  existe 
y~E'* tel que x=sty/y;  par  cons6quent,  

(x, d') = (s t y, d') + (y, d') = (s t y, s t d') + (y, d') 

= ResE,/K Cor~,m(y, d'), 

off K est le sous-corps  de E'  des 616ments 
impl ic i tement  le fait que s td'= sd' = x2 d '. 

Par  cons6quent:  

fix6s par  st; on a utilis6 

Core,/v ' (x, d') = CorE,/F 1 ResE,/K C = Resvl/e Corr /v c, 

off c = CorE,re(y, d'). L'616ment w2(p)+ Cor~,/v(y , d') est donc  dans le noyau  de la 
restriction de F ~ FI; vua  la suite exacte (11), cet 616ment est de la forme d.u 
( comme ci-dessus), ce qui  ach6ve de p rouver  que wz(p) est d6composable  dans 
le cas di6dral. 
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E 

E~ E' 

E'  1 .~ K 

F 

3. Ddmonstration des th~orOmes 1 et 2 

Pour  d6mont re r  les th6or6mes 1 et 2, on se ram6ne au cas d 'une extension 
quadra t ique  par  une m6thode  identique ~ celle de la d6mons t ra t ion  de la 
p ropos i t ion  1.3.4. 

3.1. Soit E une extension time s6parable de F. Soit ElF une extension 
galoisienne time contenant  E/F, G son groupe de Galois  et S u n  2-sous- 
groupe de Sylow de G. Soit K l 'extension de F d6termin6e par  S; elle a l e s  
propri6t6s suivantes:  

- le degr6 [ K : F ]  est impair ;  
- soit E'=K|  l 'alg6bre 6tale obtenue ~ par t i r  de E par  extension des 

scalaires de F h K:  E'  est produi t  direct de corps E 1 . . . . .  ER, extensions finies 
s6parables de K. De  plus, pour  tout  i, l 'extension Ei/K est contenue dans une 
extension galoisienne dont  le groupe de Galois  est un 2-groupe. 

L e m m e  II.3.2. II suffit de ddmontrer le th~ordme 1 (resp. le thdor~me 2) pour une 
extension E/F et une reprOsentation p (resp. une forme quadratique q) dans le cas 
suivant: E/F est contenue dans une extension galoisienne finie ElF dont le 
groupe de Galois est un 2-groupe, et la restriction de p ~ Gg est triviale (resp. q 
devient isomorphe sur E fi la forme quadratique standard de mdme rang). 

En effet, supposons  le th6or6me 1 (resp. 2) 6tabli dans  ce cas particulier. 
Dans  le cas g6n6ral, on effectue la const ruct ion de 3.1." quitte ~ augmente r  /~, 
on peut  aussi supposer  que la restriction de p ~ Gg est triviale (resp. que q 
devient i somorphe  su r /~  ~ la forme standard).  Pour  tout  i, notons  pl (resp. qi) 
la restriction de p (resp. de q) ~t G~, (resp. ~t El): les couples (Ei/K, pi) (resp. 
(EJK, q~)) satisfont aux hypoth6ses de II.3.2. De  plus, on a" 

Res r /v Ind~ /FP=  ~ Ind~,/KPi 
O<=i<=k 

(resp. Resr/F TE/v(q)= ~, T~,/r(ql) ). 
O<i<k 
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D'autre part, on a par fonctorialit6 w(Resp)=Resw(p)  (resp. la mame 
formule pour une forme quadratique q). En utilisant ceci et la <<formule des 
doubles classes>> de [8], prop 3 (qui est la traduction de 1.2.4. c)), on tire de 
tout ceci: 

w(ResK/v p) = ResK/v w(p) = 1-] JVE./K(w(P,))" ([I  w(IndE./K 1)) rg" 
i i 

= ResK/vJV~/v(w(p)).w(ResK/vIndE/v 1) *go 

= ReSK/F(JVa/v(w(p)). w(IndE/v 1) rg' 

(resp. m6me formule et m6me d6monstration pour une forme quadratique q). 
Comme [ K : F ]  est impair, ReSK/F est injective en cohomologie modulo 2, 

donc le lemme est d6montr6. 

3.3. A partir de maintenant, on suppose qu 'on est sous les hypoth6ses de II.3.2. 
Traitons d 'abord le cas d'une repr6sentation p: par hypoth6se, p provient d'une 
repr6sentation du groupe de Galois G de E/F. On observe que si le th6or6me 1 
est vrai pour deux repr6sentations P l e t  P2, il l'est aussi pour leur somme 
directe: c'est 6vident vues les propri6t6s d'additivit6 de w e t  du transfert 
multiplicatif ~.. Cette remarque permet de se ramener au cas o6 p provient 
d'une repr6sentation irrOductible de G. Or G est un 2-groupe, donc est 
nilpotent: un th6or6me de Serre 6nonce alors que p e s t  induite d'une 
repr6sentation de degr6 l ou 2 d'un sous-groupe H de G (voir [18], 
proposition 3). 

Soit D l'extension de E d6terminde par H:  il existe (propri6t6 des p-groupes) 
une suite E = E o c E  1 ~ ... c E , , = D  de sous-extensions de D telles que pour tout 
i, [El :El_ l]=2.  I1 r6sulte donc de la prop. II.1.6. et d'une application r6p6t6e 
de la prop. II.1.5. que w(p) est dOcomposable. 

De m~me que ci-dessus, filtrons l'extension ElF par une suite F 
= F ~ c F s _ l C . . . ~ F 0 = E ,  telle que pour tout i, [Fi_l :Fi]=2.  Pour d6montrer le 
th6or6me 1, on raisonne par r6currence sur s. S is  = 0, il n'y a rien h d6montrer. 
Supposons s >  1 et le th6or6me d6montr6 pour l 'extension ELF,_ 1; supposons 
de plus ddmontr6 que w(Ind~/vs_,p) est d6composable. Par la prop. II.1.5., 
w(Inde/vp ) est d6composable, et de plus: 

w(IndE/~'P) = JV'v~_ ,/F(w(Ind~/v~_, P))" w(IndF~_ ~/e 1) t~: ~'s- ,1" ~, 

off r=rgp .  En utilisant l 'hypoth6se de r6currence, le second membre de cette 
6galit6 devient" 

JUv~_ ~/e[JVE/v~_ ,(w(p)).w(Inde/F~_, 1)'] �9 w(Indv~_ I/F 1) re: r , - d r  

= jVE/v(w(p) ) . [ ~ _  ,(w(inde/r~_ ' 1)). w(indv~_ ,/F 1)t~: v~-,1]~. 

Or on montre comme ci-dessus que w(IndE/v~_ 1) est d6composable; on 
peut donc appliquer la prop. II.1.5. h la repr6sentation Ind~/vs_ 1, de degr6 
[E:F~_1]. En substituant dans la derni6re expression, on obtient l'6nonc6 du 
th6or6me 1, ce qui ach6ve sa d6monstration. 
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3.4. Remarque. Ce qui pr6c6de 6tablit en fair te r6sultat suivant: 

Th6or6me 4. Pour tout corps F et toute reprdsentation rdelle p de GF, on a 
w(p)~H**(F)d6c. 

Pour voir ceci, on se ram6ne au cas off p se factorise par un 2-groupe G, 
quotient de GF. On peut alors supposer p irr6ductible et on utilise alors 
comme ci-dessus le th6or6me de Serre [18] et les prop. II.1.5. et II.1.6. 

Pour se ramener au cas off p se factorise par un 2-groupe, on raisonne 
comme en 3.2., en utilisant le fait que pour toute extension finie ElF, on a 
Cor(H*(Eh6~)~H*(F)aec (ce qui g6n6ralise le lemme II.2.2. a)). La mani6re la 
plus simple de le voir est de d6montrer que le diagramme 

k,(E) ~' -~H*E) 

Cor i Cor 
l 

k,(F) ~H*(F), 

off k, d6signe la K-th6orie de Milnor (mod2) [13], 7 est le ~symbole 
galoisien~ (loc. cit.) et l 'application Cor de gauche est le transfert d6fini par 
Bass, Tate et Kato, est commutatif. Cela se d6montre par les m~mes m&hodes, 
en se ramenant au cas d'une extension quadratique. 

Corollaire. Pour toute representation p de Gv, on a: 

(~)tli'Wj(p), Oft r I est la classe de - 1  dans Hi(F). 1) Sqiwj(p) = 

' i 2) w~(p)= ~I w2k(P)% oft l'on a Ocrit j=  ~.k 2k, avec ~k=O OU I. 
k=O k=O 

L'affirmation 1) est vraie en g6n6ral pour un 616ment homog~ne 
d6composable de degr6 j: une mani&e simple de le d6montrer est d'observer 
que Sqx=(1 +q) . x  lorsque x est homog~ne de degr6 1 et d'utiliser ensuite le 
fait que Sq est un homomorphisme d'alg6bres. 

Pour montrer 2), il suffit de montrer (en omettant d6sormais 
syst6matiquement p des notations): si m < 2  k, on a W2k+m=W2 k'W m. Pour cela, 
on utilise les formules de Wu (I.3.2., formule (9)) avec i=m, j = 2  k. Compte tenu 
de 1) ci-dessus, cela donne (en supposant m > 0): 

m-l (2k+t- -m--1)  
Wzk  + m = S q m ( w 2  k) -[- t~=O = t W m - t  " W2k+t  

t= 0 t Wm--t  " W2k+t" 

En raisonnant par r6currence sur m, cette expression est 6gale ~: 

" - ~ ( 2 k + t - m - 1 )  [ " - 1 ( 2 k + t - m - 1 )  ] 
W2k "~=Ot t W m t ' W t = W 2 k ' W m ' q - ~ -  L t= 1 t W m - t ' W t "  
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Pour terminer la d6monstration, il suffit de montrer est 6gale ~: 

= (mod 2) et que - 0 (mod 2) pour t < 2 k. 
t \ m - t  t 

Pour cela, on peut utiliser la remarque suivante, qui se voit en 6crivant 
( l+X)2k+ t -= ( l+X 2k) ( I + X )  t (mod2): si t <2 k, alors pour tout n, 

(2*+n) -=(~) (mod2) .  (On utilise la convention habituelle ( ~ ) = 0  si n<t . )  

Montrons par exemple la premi6re congruence (la deuxi6me &ant plus facile): 
si m < 2  k- l ,  on 6crit 2 k + t - - m - - l = 2  k-1 +(2 k-I + t - - m - - l )  et de m~me 2k--t--1 
=2 k- 1 +(2 k- 1 __t__ 1). En appliquant la remarque pr6c6dente, on se ram6ne 

ains  au on  cri, a,ors C ' + ' - ~  = ' t \ 2 k _ m _ l  . P a r l e  

{2k-l  + t - - m - - 1 )  
m6me argument, cette expression est congruente ~ \ 2k--m - 1  ; mais 

celle-ci est identiquement nulle puisque le terme du haut est plus petit que le 
terme du bas. On traite de m6me le deuxi6me symbole bin6mial, ce qui prouve 
la congruence cherch6e. 

3.5. Pour d6montrer le th6or6me 2, on raisonne comme en 3.3.; en se servant 
du fait que toute forme quadratique poss6de un base orthogonale, on se 
ram~ne ~t prouver l'analogue suivant de II.1.5.: 

Proposition II.3.5. Le th~or~me 2 est vrai pour une extension quadratique et une 
forme de rang 1. 

DOmonstration. Supposons q = ( a ) ,  off acE*. On dolt d6montrer: 

w(T(q)) = JV(1 + (a)). (1 + (d) + (2, d)). 

Or le premier membre est 6gal 

1 + (dNE/ea) + (Tr a, - dNa) 

(cf. d6m. du lemme II.2.1.), tandis que le deuxi6me membre est: 

(1 + Cor(a) + JV((a))). (1 + (d) + (2, d)) 

= 1 + (d) + (Na) + (2, d) +yV((a)) + (d, Na) + (d). JV'((a)) + (2, d, Na) 
+ (2, d). JV((a)). 

Les termes de degr6>3 sont nuls. En effet, on a (d) .W((a))=0 (prop. 
II.1.4.), donc aussi (2 ,d) .Y((a) )=0;  d'autre part, (d, Na)=O (par la formule de 
projection), donc aussi (2, d, Na)=  0. On voit que tout revient fi montrer:  

(Tr a, - d N  a) = (2, d) + JV((a)); 

mais c'est le contenu du lemme II.2.1. Ceci ach6ve la d6monstration de II.3.5., 
et donc du th6or6me 2. 
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4. DOmonstration du th~orOme 3 

4.1. On d6mont re  d ' abo rd  le th~or6me 3 pour  une extension quadrat ique.  La 
fo rmule / t  d6montrer  s'6crit alors:  

1 + w l ( r ( (a) )  ) + w2(r((a))  ) = (1 + wl( Ind  p,) + w2(Ind p,)). (1 + (2, d)), 

c'est-/t-dire: 

wl( r ( (a ) )  ) = w l(Ind pa); 
w2(T((a))) = w2(Ind Pa) + (2, d); 
wl( Ind 0,)" (2, d) = 0; 
w2(Ind p,).  (2, d) = 0. 

Or la premi6re formule  est bien connue (les deux membres  sont 6gaux 
(dNa)); la deuxi~me n'est  autre  que le r6sultat de Serre ([19]) d6j/t utilis6; la 
troisi6me se d6montre  en ~crivant (dNa,2,d)=(d,2,d)+(Na,  2,d) (|e premier  
te rme est nul car (d ,d)=(d , -1)  et ( 2 , - 1 ) = 0 ,  le deuxi~me est nul parce que 
(d, Na)=O); enfin, la quatr i6me r6sulte du fait que w2(Indpa)=JV((a)) et que 
( d ) - Y ( ( a ) ) = 0  (prop. II.1.4.). Le th6or~me 3 est donc vrai  pour  une extension 
quadrat ique.  

4.2. Pour  d~montrer  le th6or6me 3 en g6n6ral, on se ram6ne d 'abord ,  c o m m e  
en II.3.2., au cas off le groupe de Galois  de la cl6ture galoisienne de ElF est un 
2-groupe. Pour  cela, on proc6de de la m~me mani~re;  la seule chose b. 
observer  est que, pour  tous d 1, . . . ,dkeK*, on a: 

(1 +(2 ,d0) . . . (1  + (2,dk)) = 1 +(2,dl . . .dk) ;  

cela r~sulte du fait que (2, 2 )=  0. 

4.3. Ceci fait, on filtre c o m m e  en II.3.3. l 'extension E/F par  une suite F 
=F~cF~_ 1... cFo=E,  avec IF/_ I:F~] = 2  pour  tout  i; on raisonne par  r6currence 
sur s. Si s = 0 ,  il n 'y a rien /~ d6montrer ,  et le cas s = l  a 6t~ trait6 en 4.1. 
Supposons  s_-> 2; par  r6currence, on a (pour  acE*) :  

w(TE/e. - l ( (a)))  = w(IndE/r,_ ~ p,) .  (1 + (2, d E / F ~  - 1))" (12) 

D 'au t re  part ,  les th6orames 1 et 2 donnent  respect ivement:  

w(Ind~/rp~)=JV~,_,(w(IndE/v~_~p~)).w(Indv~ l/~l)tE:v~- 11; (13a) 

w(T~:/v((a)))=~A/;~ ~/F(W(TE/F. I((a))))'W(TFs_I/F(1)) tE:l,'-11. (13b) 

Divisions (13b) par  (13a). C o m p t e  tenu de (12) et de 4.1. (appliqu6 ~ F~_ 1/F 
e t a  = 1), cela donne:  

w(TE/e((a))) 
w(indE/vp, ) - JV'F~_ ,/F(1 + (2, delve_ 1))" (1 + (2, dF~_ l/v)) [~: rs-~). 

Dans  le deuxi6me membre ,  le deuxihme facteur est 6gal ~t 1, puisque 
[E:F~_ ~] est pai r  et que (2 ,2)=0 .  Tou t  revient donc h mont re r :  
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Lemme I1.4.3. On a JVF~_~/v(1 +(2,dE/vs_~))= 1 +(2,dE/v). 

Or  le premier  membre  de cette 6galit6 est encore 6gal ~t: 

1 § COrFs _ ,/v(2, dE/v._ ,) + JVF "- ,/p(2, dE/v, _ ,)). 

le deuxi6me terme est (2,NFs ,/vde/v~_~)=(2,d~/v). Le troisi6me terme s'dcrit 
Jff((2)). JV'((d')) (off d'=dE/v._, ). On a, grgtce h II.2.1.: 

JV'(2)) = (2, d) (d=dF,_,/v); 

d( (d ' ) )  = (2, d) + ( Tr d', - dN d'). 

On a (2, d) . (2, d) = 0 (car (2 ,2 )=0;  de mOme, (2,d).(Trd',  - d N d ' ) = O  (car (d, 

- d N d ' )  = Cor(Resd,  d'l//d) =0) ;  par cons6quent,  Jff((2, d')) =0 ,  ce qui mont re  le 
lemme II.4.3. et termine la d6monstra t ion du th6or6me 3. 

IlL Applications et g6n6ralisations 

1. Transfert et w 2 

En prenant  la partie homog6ne de degr6 2 du th6or6me 2, on obtient  l '6nonc6 
suivant, d'int6rat ind6pendant:  

Proposition III.l.1. Avec les notations du th~ordme 2, on a." 

w2(T(q)) = Cor  Wz(q) + dV2(w, (q)) + r(d). Cor w 1 (q) + rw2(T(1)) + ~ (d) 2, 

off (d) est le discriminant de rextension et ~ a dtd dOfini en 1.2.4. 

Je laisse au lecteur le soin de vdrifier ceci; pour  d6velopper ~/'(w(q)), on 6crit 
J f f ( l + w l § 2 4 7  , les points de 
suspension indiquant  des termes de degr6>3.  Cet 6nonc6 a un analogue 
6vident pour  les repr6sentations r6elles (prendre dans le th6or6me 1 la partie 
homog6ne de degr6 2); on peut  se convaincre  qu'il reste valable dans le cas 
d 'un groupe  quelconque,  plus n6c6ssairement groupe de Galois d 'un corps (en 
effet les formules des th6or6mes 1 et 1.3.2. ne different qu'en degr6__> 3). 

Application: Pour  tout  (a)eHl(E),  notons  t/((a))=WE(T((a)));  de la proposi t ion 
ci-dessus, on d6duit alors l '6nonc6 suivant (6nonc6 sans d6monstra t ion dans 
[11]): 

Corollaire. Sous les mOmes hypothdses, on a: 

r(r - 1) 2 
w2(T(q)) = Cor  w 2(q) + t/(wl (q)) + (r - 1) t/(0) + ~ (d) + (r - 1)(d). Cor  w, (q). 

Ma  d6monstra t ion originelle de cette formule 6tait une r6currence assez 
p6nible; l 'approache ci-dessus a pour  avantage qu'elle explique la formule 
bizarre du corollaire. 
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D~monstration: on applique la proposition III.l.1. ~t q et ~ la forme quadratique 
{discq} (off discq est un repr6sentant dans E* de wl(q)) et on retranche 
membre ~t membre. 

2. Transfert multiplicatif en K-thOorie de Milnor 

La conjecture de Milnor mentionn6e en II.l.1. affirme que l 'homomorphisme 
k,(F)~H*(F), off k.  ddsigne l 'anneau de Milnor (mod2), est un isomorphisme 
pour tout corps F de caract6ristique 4: 2. Si cette conjecture est vraie, le 
transfert multiplicatif et les th6or6mes 1, 2 et 3 se <<rel6vent~> ~ k,(F). En 
prenant un peu d'avance sur la d6monstration de la conjecture de Milnor, on 
peut essayer de les relever tout de suite. Pour cela, il faut d 'abord:  

- d6finir des classes caract6ristiques pour une forme quadratique dans 
k,(F);  

- d6finir des classes caract6ristiques pour une repr6sentation r~elle dans 
k.(F);  

- d6finir un transfert multiplicatif de k.(E) vers k.(F) lorsque E est une 
extension finie, s6parable de F. 

Pour les formes quadratiques, ceci a 6t6 fait par Milnor [13]. Pour le reste, 
je me contente ici de r6aliser une partie de ce programme, g savoir: 

- d6finir des classes caract6ristiques dans k,(F) pour les representations 
~< monomiales >~; 

- d 6 f i n i r  le transfert multiplicatif pour k .  dans le cas des extensions 
quadratiques. 

2.1. Pour tout groupe topologique G, notons Ao(G ) l'anneau de Burnside de G; 
c'est le groupe de Grothendieck de la cat6gorie des ensembles finis sur lesquels 
G op6re continfiment (G-ensembles finis), muni de la multiplication d6duite du 
produit cart6sien des G-ensembles. La donn6e d'un G-ensemble ~ r 616ments 
6quivaut ~ celle d'un homomorphisme continu de G dans ~ ,  (muni de la 
topologie discr6te) d6fini ~ conjugaison pros par un 616ment de ~ , ;  si G 
est le groupe de Galois absolu d'un corps F, elle equivaut aussi par la thdorie 
de Galois ~t la donn6e d'une algObre 4tale sur F, de rang r; l'atggbre 6tale 
correspondant ~ u n  G-ensemble est un corps si et seulement si l 'action de G 
sur ce G-ensemble est transitive. 

2.2. De mame, notons A(G) l 'anneau des representations nonomiales de G; c'est 
le groupe de Grothendieck de la cat6gorie dont les objets sont les morphismes 
surjectifs de G-ensembles finis dont chaque fibre a deux 616ments (revatements 

deux feuillets de G-ensembles finis); la donn6e d'un tel objet ayant une base ~t 
r 616ments 6quivaut ~ celle d'un homomorphisme continu de G dans le produit 
en couronnes ~ r~ (Z /2Z)  (le groupe ~'r de Serre [19]), d6fini ~t conjugaison 
pr6s par un 616ment de ~'r. Si G est le groupe de Galois absolu d'un corps F, 
elle 6quivaut 6galement ~ la donn6e d'un couple (E,E'), off E et E' sont des F- 
alg+bres 6tales, E est de rang r sur F et E' est un E-module libre de rang 2. On 
d6finit des homomorphismes d'anneaux A(G)~Ao(G ) et Ao(G)~A(G); le 
premier se d6finit en associant ~ u n  rev6tement de G-ensembles sa base, et le 
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deuxi6me en associant /t un G-ensemble X le ~rev~tement triviab> ( X , X ~ X ) .  
Ces deux homomorsphismes correspondent respectivement fi la projection 
~ ' , ---~,  et au plongement canonique ~,~-,~',. 

2.3. Soit H u n  sous-groupe de G, ferm6 d'indice fini. La restriction /t H de 
l'action de G d6finit des homomorphismes Res: Ao(G)--*Ao(H ) et 
Res: A(G)~A(H). Inversement, ~ u n  H-ensemble fini X, associons l'ensemble 
G x nX quotient du produit cart6sien G x X par les relations (gh, x)= (g, h x) pour 
tous (g,h,x)GG x H x X: c'est un ensemble fini/t (G:H). [XI 616merits sur lequel G 
op6re par ?,(g,x)=(Tg, x). Cette construction induit une application 
Ind: Ao(H)~Ao(G ) additive et v6rifiant la ~formule de projection>> (ou <doi de 
r6ciprocit6 de Frobenius>>); une construction analogue sur les revatements de 
H-ensembles d6finit une application analogue Ind: A(H)~A(G). Les 
applications R e s e t  Ind commutent aux homomorphismes d6finis en 2.2. Si G 
est le groupe de Galois d'un corps, elles correspondent respectivement /t 
l'extension et fi la restriction des scalaires apr6s traduction en termes d'alg6bres 
&ales. 

2.4. Remarque. Le groupe A(G) 
rev&ements de G-ensembles tels 
sont les 616ments irr~ductibles de 

est visiblement engendr6 par les classes de 
que G op6re transitivement sur la base; ce 

A(G). Soit Z un homomorphisme (continu) de 
G dans Z/2Z:  comme Z/2Z est canoniquement isomorphe ~t S'1, )~ d6finit un 
616ment (Z) de A(G). Si H est un sous-groupe ferm6 d'indice fini de G e t  si )~ est 
un tel caract6re de H, alors Ind(z) est un 616ment irr6ductible de A(G); 
inversement, tout ~lOment irr~ductible de A(G) s'obtient de cette manidre (de 
faqon d'ailleurs unique ~t conjugaison pr6s), d'o~l la terminotogie 
~repr6sentations monomiales>>. 

2.5. Un rev~tement ~t deux feuillets de G-ensembles finis 6quivaut ~ la donn6e 
d'un couple (X, t), off X est un G-ensemble fini et t est une involution de X, 
sans points fixes et commutant / :  l'action de G. A un tel couple (X, t), associons 
le R-espace vectoriel des fonctions f:  X ~ R  v6rifiant f ( t x )=  - f ( x )  pour tout 
xeX.  Le groupe G op6re sur cet espace vectoriel; on a ainsi d6fini un 
homomorphisme de A(G) dans l'anneau R(G) des representations r~elles de G 
(cet homomorphisme n'est pas injectif en g6n6ral). En termes 
d'homomorphismes de G dans ~',, cette application peut s'interpr&er en 
remarquant que ~', est canoniquement isomorphe au groupe orthogonal entier 
O,(Z) (faire op6rer ~', sur la base canonique de Z'  par permutations et 
changements de signes); la construction pr6c6dente correspond alors au 
plongement de O,(Z) dans O,(R). En composant avec l 'homomorphisme d6fini 
en 2.2., on obtient un homomorphisme Ao(G)~R(G ), qui ~t un G-ensemble 
associe sa representation de permutation. Les homomorphismes A(G)~R(G) et 
Ao(G)~R(G ) font commuter les applications R e s e t  Ind de 2.3. avec la 
restriction et l 'induction usuelles. 

2.6. Soit F un corps de caract6ristique 4:2; notons W(F) l'anneau de Witt- 
Grothendieck de F, form6 des classes d'isom6trie de formes quadratiques non 
d6g6n6r6es sur F (on n'a pas quotient6 par l'id6al des formes hyperboliques). Je 
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vais d6finir un h o m o m o r p h i s m e  d 'anneaux:  

h: A(GF)-+W(F ) 

de la mani6re suivante:  un g6n6rateur de A(Gr) correspond,  d 'apr~s 2.2. et 2.5., 
un 616ment de l'ensemble de cohomologie HI(GF, Or(Z)) (avec act ion triviale) 

pour  un certain r. Le p longement  de Or(Z ) d a n s  Or(F,) envoie cet ensemble  dans 
l 'ensemble de cohomologie  HI(GF, O,(F~)) qui, d 'apr~s [17], p. 162, cor. 1, 
classifie les formes quadrat iques  de rang r sur F. On  peut  d6crire plus 
concr~tement  l ' h o m o m o r p h i s m e  h de la mani~re suivante:  /~ un g6n6rateur de 
A(GF) correspond c o m m e  en 2.2. un couple (E,E')  d 'alg~bres &ales sur F, ou 
encore (puisque car F:4=2) un couple (E,a) off E est une F-alg6bre &ale et 
a~E*/E .2. L' image  de cet 616ment par  h est alors la classe de la forme 
quadra t ique  X~--+ Tre/FaX 2. 

Notons  Rdec(GF) le sous-anneau  de A(GF) engendr6 par  les 616ments (Z) de 
2.4., off Z d6crit Hi(F). D'au t re  part ,  si x~A(GF) , notons  w(x) la classe totale de 
Stiefel-Whitney de l ' image de x dans R(GF) (cf. 2.5.) et dx~Hl(F) l'616ment 
d6fini par  la signature: ~ ' r ~ L ~ Z / 2 Z .  Dans  la propos i t ion  suivante, les 
propri6t6s i), ii) et iii) sont cons6quences de la d6finition de h e t  la propri6t6 iv) 
est cons6quence du th6or~me 3. 

Proposit ion Ili.2.6. i) h prolonge l'homomorphisme naturel Rd6c(GF)--+W(F); en 
particulier, il est surjectif. 

ii) Si K est une extension de F, h K o ResKw= ResK/p o h F. 

iii) Si E est une extension finie, sdparable de F, h e o IndEw = Tel F o h e. 

iv) Pour tout x~A(GF) , w(h(x))=w(x).  (1 +(2,d~)). 

2.7. Remarque. De m~me que A(GF), W(F) ne d6pend que de G F et non  pas du 
corps F e n  part icul ier  cf. [5]. Par  contre, j ' ignore si l ' h o m o m o r p h i s m e  h ci- 
dessus est ou non ind6pendant  du choix de F. 

2.8. Remarque. Ni l ' h o m o m o r p h i s m e  h, ni m6me son compos6  avec 
l ' h o m o m o r p h i s m e  Ao(Gv)-+A(Gv), ne se factorisent en g6n6ral / t  t ravers  l ' image 
dans R(Gr) des h o m o m o r p h i s m e s  de 2.5. I1 suffit de donner  un contre-exemple  
dans le deuxi~me cas: prenons  deux 616ments a et b de F* (suppos6s non 

carr6s) et notons  E (resp. F~, Fb, F,b ) l 'extension F(VZa, V ~ )  (resp. F(]//a), F(]/b),  

F(l//a-b)) de F. Soit E 1 (resp. E2) l 'alg~bre &ale E • F • F (resp. F a • F b • F,h); E 1 
et E 2 ont m~me image dans R(Ge) (la << r6guli~re >> de GaI(E/F) plus deux lois la 
repr6sentat ion triviale), mais  les formes quadrat iques  qui leur sont associ6es 
sont respect ivement:  

q l = x 2  2 2 2 2 2 + ax  2 a t-bx 3 + abx,~ + x s + x 6; 

q2 = 2x2 + 2ax2 + 2x2 + 2bx2 + 2x2 + 2abx2. 

Si qa et q2 sont  6quivalentes, il en est de m~me pour  les formes q ] = x  2 
+ a x 2 + b x Z + a b x ]  et 2q' 1 (en effet, les formes x a + x  a z  2 et 2 x 2 + Z x  ] sont 
6quivalentes); mais  ceci signifie que 2 est no rme  r6duite de l 'alg6bre de 
quaternions  ( - a , - b )  sur F, ce qui n'est d6jh pas le cas en p renan t  F 
= Q(X,  Y), a = X, b = Y 
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2.9. La propsotion II.2.6., iv) conduit ~ poser la 

D6finition. Soit pun  dlOment de A(Gv). On pose wM(p)=w~a(h(p)). (l + {2,dp}), off 
w M est la classe totale de StiefeI-Whitney d valeurs dans k**(F) ddfinie par 
Milnor [13] pour les formes quadratiques. 

La proposition II.2.6., iv) montre que l'image de wM(p) dans la cohomologie 
de F coincide avec la classe totale de Stiefel-Whitney associ6e ~ l'image de p 
dans R(GF). Naturellement on esp6re que wM(p) lui-m~me ne d6pend que de 
l'image de p dans R(GF) (on peut le v6rifier sur le contre-exemple 2.8.); 
toutefois je ne suis pas parvenu /~ le d6montrer en g6n6ral. 

2.10. Je vais maintenant d6finir le transfert multiplicatif en K-th6orie pour une 
extension quadratique. Soit ElF une extension quadratique; notons t(E*) la 
r6duction modulo 2 de l'alg6bre tensorielle T(E*). D6finissons une application 
X: ~(E*)~k**(F) (ou ~ signifie <<produit direct des facteurs homog6nes>>) en 
trois 6tapes: 

1) Si a~E*/E*2=ti(E*), ~A/(a)=Wz(Indpa)={Tra,-dNa}+{2,d},  off d est 
le discriminant de l'extension et le premier terme est nul si Tra=O; X ( 1 ) =  1 
(off 1 eto(E* ) = Z/2Z). 

2) Si a 1 ... .  a,~tl(E*), JV(al |174 

3) Si x = ~ x l ,  off les x i sont des tenseurs simples (dont seul un nombre fini 
i 

a un degr6 donn6), JV'(x)=~JV'(x)+ ~ Cor (~ .~ j )+(Cor f f ) . (Cor~)  off ~ est 
i i < j  

l'image de y dans k,(E). 

Proposition III.2.10. a) .A/" induit une application, encore notde Y ,  de k**(E) dans 
k**(F). Cette application possdde les propridtds suivantes: 

i) Pour tous x,y~k**(E), .W(x. y)= dV'(x). ~ (y ) .  
ii) Pour tous x, yek**(E), . /V(x+y)=Jf f (x)+.# ' (y)+Cor(x 'y )+(Corx)  

�9 ( C o r  y). 

iii) Si xek**(E), Res~/ ' (x)=x.~x,  o~ a est le gSndrateur de GaI(E/F). 

iv) Si x= ~ x i off xicki(F), JV(Resx)= ~ { - d } i .  xi . 
i>O i>-O 

v) Soit K une extension de F, lin~airement disjointe de E, et soit L = K E .  
Alors, Rest</F o JffE/v = JffL/K o ReSL/e. 

vi) Le symbole galoisien commute aux transferts multiplicatifs. 

b) Soit q une forme quadratique sur E. Alors l'analogue du thdordme 2 est 
vrai pour q, E/F et JV" dans l'anneau de Milnor (mod 2). 

c) M~me dnoncd pour un ~ldment de A'(F). 

Ddmonstration. Soit I le noyau de l'application naturelle ?(E)-ok**(E). Si x~i(E) 
et yeI ,  on doit montrer que Jff(x+y)=Jff(x).  Vue l'6tape 3), puis l'6tape 2), on 
est ramen6 ~t prouver: 
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Lemme III.2.1. On a pour tout a4=O, 1 : J V ( a ) . Y ( 1 - a ) = 0 .  

Vue  l '6galit6 { d , - d N a } = C o r { d ,  al/d}=O, il suffit de m o n t r e r  que  x =  
{Tra, Tr(1-a), -dNa, -dN(1-a)}--O. R a p p e l o n s  l ' ident i t6  su ivan t e  ([13],  
l e m m e  1.3.): si u+v+w=l ,  alors {u,v,w}=O. E n  u t i l i san t  cette ident i t6  et 
{d, Nu} = 0, o n  ob t i en t  success ivement :  

x={Tra, Tr(1 -a), -dNa, - (1-Tra+Na)}  ({-dNa, d}=O,N(1-a)= 
1 -Tra+Na) 

={Tra, Tr(1 -a), -d, - N ( 1  - a ) }  ({Tr(1 -a),Na, - ( 1  -Tra+ga}=O) 

={Tra, Tr(1-a), -dN(1-a) ,  - l }  ( { d , N ( 1 - a ) }  = 0 )  

= 0  ({Tra, Tr(1 -a), - 1}--0).  

P o u r  ne pas a l longer  d 6 m e s u r 6 m e n t  cet article,  je  laisse la v6r i f ica t ion de i), 
ii), iii), v) et vi) au  lec teur  et me  c o n t e n t e  de p r o u v e r  iv). Vus  i) et ii), JV(Res  x) 
est add i t i f  et mu l t i p l i ca t i f  en  x;  o n  est d o n c  r a m e n 6 / t  m o n t r e r  iv) lo r sque  x est 
h o m o g 6 n e  de degr6 un ,  ce qu i  se v6rifie t ou t  de sui te  sur  l ' express ion  explici te  
de JV(x). 

P o u r  m o n t r e r  b), o n  peu t  suppose r  que  q est de r ang  u n ;  la d 6 m o n s t r a t i o n  
est a lors  f o r m e l l e m e n t  i d e n t i q u e  /t celle de II.3.5. Enfin,  c) se d6dui t  a i s6men t  
de b) r u e  la d6f in i t ion  de w(p) d a n s  k**(E) p o u r  u n  616ment p de R(F)!  

Corol la i re ,  Avec les notations pr~c~dentes, soit x~ki(F ) tel que R e s ~ / v x = 0 .  
Alors, {-d}i.  x =O. 
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