Un espace topologique est connexe par arcs si et seulement si deux points x et y de X sont toujours
relieés par un chemin, c’est-a-dire une application continue p: [0,1] — X, p(0) = =, p(1) = y. Démontrer

qu’un espace connexe par arcs est connexe.

Démonstration. Suppose que X est connexe par arcs mais pas connexe, alors il existe deux ouverts propres
Uy et Uy de X tels que Uy UUy; = X, Uy NUy = @. Donc dx € U, et dy € Us. Par définition, il existe une
application continue p: [0,1] — X, p(0) = =, p(1) = y. Alors on a V; = p~}(U}) et Vo = p~1(Us) deux
ouverts non-vide de [0, 1] (non-vide car 0 € Vi et 1 € V3), et Vi NVy = p~1(U; NU,) = &. Mais cela contredit

la connexité de [0, 1]. O
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4. Démontrer que %1érence d’une partie connexe est connexe.
e < S
Démo: Soit un (Puvert U C X connexe. Si son adhérence n’est pas connexe, il existe donc
deux ouverts non vides disjoints V) et Vo tq ViNU # 3, VoNU # @, U C V, UV, Comme U est

connexe, on peut supposer que U C Vi, donc U C V4, qui est ferme. Mais 'adhérence de U est le

plus petit fermé qui contient U, on voit donc U C V5° < U NV, = @, d’ot la contradiction.



5. Soit Y le sous-espace de R? réunion du graphe de la fonction z +— sin(%) et de
{0} x [—1,1]. Est-ce que Y est une partie connexe ?

Y est mw partie commxe.
Dim. St Zg Lo guphe ole fu fontine xi—>sin(L) WL X>O.

Z, I Sruphe ole Lo fontine xi—>sin(%) WL X<o,
Comme Z), 2, 597t cwmexe par Oics, wls st conmexe
Cert fuile & vivtior que Zi= 2V {xl-11), Zu=ZVP]xl-lA]
Dove Z,UARX[-1,1] , ZaUSNIXL 1) jomt cammexe.
Sons Ja tpldyyic e Y, o sais qre Z CCCl,v) et Z. cC(Co-
Dme =7 U Zr CC(0:2). (lert-adive Y est comexe.
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