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I

L’armée de César comptait plus de 1000 hommes, mais moins de 3000. Lorsqu’il
voulut la dénombrer par groupes de 11, il n’en resta pas ; par groupes de 9, il en resta
5 ; par groupes de 13, il en resta 8. Combien y avait-il de soldats dans cette armée ?

II

1. Décrire succintement une méthode pour montrer qu’un nombre est premier.
Application : montrer que 787 est premier (on ne demande pas les détails de
calcul).

2. Calculer le symbole de Legendre
(

238
787

)
.

3. Est-ce que 238 est un carré modulo 787 ?

III

1. Soit p = 8k + 7 un nombre premier.

(a) Que vaut le symbole de Legendre
(

2
p

)
?

(b) Montrer que 24k+3 − 1 est divisible par p.

2. (a) Vérifier que 263 est premier.

(b) Est-ce que le nombre de Mersenne M131 = 2131 − 1 est premier ?

IV

1. Soit N > 2, et b un entier tel que :

a) bN−1 ≡ 1 mod N ,
b) bd 6≡ 1 mod N pour tout diviseur d de N − 1 autre que N − 1.

Que peut-on dire de l’ordre de b dans le groupe des éléments inversibles de
Z/NZ ?
Montrer que N est premier.

2. Montrer que si on remplace la condition b) par :

c) bd 6≡ 1 mod N pour tout diviseur d de N − 1 de la forme d = N−1
q

,
avec q diviseur premier de N − 1,

on obtient la même conclusion.

3. Décomposer 8460 en facteurs premiers.

4. Appliquer la question 2 à N = 8461 et b = 23.

5. Quel est le nombre de générateurs du groupe des inversibles de Z/8461Z ?


