
Chapitre 1

Théorie des noeuds

1.1 Notions de base

Définition 1.1.1. Un nœud K dans R3 est une sous-variété difféomorphe au cercle.

Remarque 1.1.2. On précisera le cas échéant la classe de différentiabilité. Par défaut
on considérera des nœuds de classe C1. On pourrait également considérer des noeuds
linéaires par morceau.

Exemple 1.1.3. Le noeud trivial : S1 ⊂ C ⊂ C × R ∼= R3.

Exemple 1.1.4. La sphère unité de C2 est notée S3. On utilisera la projection
stéréographique s : S3 \ {(0, i)} ∼= R3. Pour p et q premiers entre eux le noeud to-
rique Kp,q est l’image du plongement :

γp,q : S1 7→ R3

z 7→ s( 1√
2
(zp, zq))

Exercice 1.1.5. Calculer un paramétrage du noeud Kp,q. Dessiner la projection sur le
premier plan de coordonnées de K2,3 et K3,2.

Définition 1.1.6. Un entrelacs L à n composantes dans R3 est une sous-variété
difféomorphe à l’union disjointe de n cercles

Définition 1.1.7. Une isotopie entre les deux nœuds K et K ′ dans R3 est une applica-
tion continue

h : [0, 1] × R3 → R3

(t, x) 7→ h(t, x) = ht(x)

telle que : h0 = IdR3 , h1(K) = K ′, pour tout t, ht est un difféomorphisme.
Les deux noeuds K et K ′ sont isotopes si et seulement s’il existe une isotopie entre eux.
Si les nœuds K et K ′ sont orientés, on demande de plus que h1 respecte les orientations.
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Remarque 1.1.8. La même définition vaut pour les entrelacs. il convient de préciser si
les composantes sont ordonnées ou non.

Le problème fondamental en théorie des nœuds est la classification à isotopie près.
On obtient une classification a priori plus fine si on prend en compte l’orientation.

Définition 1.1.9. Un nœud est inversible si et seulement s’il est isotope au nœud muni
de l’orientation opposée.

Il existe des nœuds non inversibles. Il est difficile de trouver des invariants qui les
détectent.

Définition 1.1.10. Le miroir d’un nœud K est l’image de K par la réflexion (x, y, z) 7→
(x, y,−z). Un nœud est (positivement) amphichéral si et seulement s’il est isotope à son
miroir.

Définition 1.1.11. Un diagramme de nœud est une immersion générique d’un cercle
dans le plan orienté R2, avec une information dessus-dessous en chaque point double. Ici
générique signifie que les éventuels points multiples sont des points doubles à tangentes
distinctes.

A chaque diagramme on associe une classe d’isotopie de nœud dans R3 : on considère
d’abord la courbe immergée dans R2×{0}, puis on résout les points doubles en déplaçant
le point de l’arc de dessous au niveau z = −ǫ < 0, et les points voisins à des niveaux
intermédiaires.

Ce qui précède s’étend naturellement aux entrelacs.

Théorème 1.1.12 (Reidemeister). Deux diagrammes définissent des nœuds (resp. des
entrelacs), isotopes si et seulement s’ils se correspondent par un suite d’isotopies planes
et de mouvements de Reidemeister décrit dans la figure 1.1.

Remarque 1.1.13. Dans le cas orienté il y a lieu de considérer chaque mouvement de
Reidemeister avec les différentes orientations.

Ce théorème permet de définir des invariants d’isotopie à partir de fonctions sur les
diagrammes. Un premier exemple est l’enlacement de deux composantes orientées K et
K ′. A chaque croisement d’un diagramme on attribue un signe ±1 selon la règle indiquée
sur la figure 1.2.

Proposition 1.1.14. Soit (K, K ′) un entrelacs orienté à deux composantes, représenté
par un diagramme (D, D′), alors la demi-somme des signes des signes des croisements
(mixtes) entre D et D′ est un entier invariant par mouvement de Reidemeister, et donc
ne dépend que de la classe d’isotopie orientée de (K, K ′).

Définition 1.1.15. On appelle enlacement de K et K ′ l’invariant de la proposition
précédente.
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Fig. 1.1 – Mouvements de Reidemeister

croisement positif : , croisement négatif :

Fig. 1.2 – Signe d’un croisement

1.2 Le groupe du nœud

On identifie la sphère S3 ⊂ C × C au compactifié d’Alenxandroff de R3 via la pro-
jection stéréographique de pôle (0, i), et on considérera désormais les nœuds dans S3.

Proposition 1.2.1. a) Tout nœud dans S3 ≈ R̂3 est isotope à un nœud dans R3.
b) Deux nœuds dans R3 sont isotopes dans R3 si et seulement s’il le sont dans R̂3 ∼= S3.

Pour un nœud K dans S3 ≈ R̂3 = R ∪ {∞}, on note : XK = S3 \ K.

Définition 1.2.2. Le groupe du nœud est le groupe fondamental du complément du
nœud XK .

On supposera généralement que K évite le point ∞, qu’on prendra comme point de
base. Le groupe fondamental du nœud ne dépend pas de l’orientation, mais l’orientation
est untile pour préciser des générateurs.

Etant donné un diagramme orienté, on associe à chaque arc un élément du groupe
fondamental représenté par un méridien qui enlace posistivement, relié au point de base
par un chemin vertical dasn le demi-espace positif.
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1.3 Le module d’Alexander

Exercice 1.3.1. Calculer H∗(XK) pour un nœud K, et plus généralement H∗(XL) pour
un entrelacs L à n composantes.

Définition 1.3.2. On appelle revêtement cyclique infini du nœud K le revêtement
régulier X̃K du complément du nœud K, associé au morphisme d’abélianisation :

h : π1(XK ,∞) → H1(XK , Z) .

Notons Ω(XK ,∞, x) l’espace des chemins de ∞ à x dans XK . On peut définir X̃K

comme le quotient de

{(x, γ), x ∈ XK , γ ∈ Ω(XK ,∞, x)}

par la relation :
(x, γ) ∼ (x′, γ′) ⇔ x = x′ et h(γ′γ−1) = 0.

Exercice 1.3.3. Montrer que la définition précédente construit un revêtement régulier de
groupe H1(XK , Z).

Une orientation du nœud K permet de choisir un générateur de H1(XK , Z),
représenté par un méridien qui enlace K positivement. On identifie alors H1(XK , Z)
avec le groupe multiplicatif G = {tn, n ∈ Z}. Le groupe G agit sur le revêtement X̃K .
Cette action s’étend en une action de l’anneau Z[G] = Z[t, t−1] sur le complexe singu-
lier C∗(X̃K), et cette action commute avec le bord. L’homologie H∗(X̃K , Z) est donc un
module sur Z[t, t−1].

Définition 1.3.4. On appelle module d’Alexander du nœud K le Z[t, t−1] module
H1(X̃K , Z).

Le produit tensoriel H1(X̃K , Z)⊗Z[t,t−1] Q[t, t−1] et un module de type fini (on va en
donner une présentation) sur l’anneau principal Q[t, t−1. Le théorème de structure des
modules de type fini sur les anneaux principaux nous donne des facteurs invariants qui
sont des invariants du nœud.

Définition 1.3.5. Le polynôme d’Alexander du nœud K est le produit des facteurs
invariants du module H1(X̃K , Z) ⊗Z[t,t−1 Q[t, t−1. Il est défini modulo ±t±k.

Remarque 1.3.6. Le groupe H1(X̃K , Z) ne dépend pas de l’orientation de K. La structure
de module sur Z[t, t−1] en dépend. Le changement d’orientation échange t et t−1.

Etant donné un diagramme D d’un nœud orienté K, on associe à chaque face F du
diagramme un lacet γF , pointé en ∞, dont l’image orientée est une droite verticale qui
intersecte F positivement.
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