Chapitre 4

Théorie quantique des champs
topologique

4.1 TQFT : axiomatique

En bref : une TQFT V en dimension n + 1 , sur anneau de base k (commutatif
integre) est un foncteur de la catégorie n — C'ob vers la catégorie des k-modules qui est
monoidal et symétrique. Ce qui suit donne une définition complete.

Une TQFT V sur 'anneau de base k en dimension n + 1 :

associe a chaque variété M de dimension n (orientée compacte sans bord)
un k-module V(M)

associe a chaque cobordisme de dimension n + 1, W = (W, M, M'), une
application linéaire :

V(W) : V(M) — V(M) .

On demande les axiomes suivants :

1. (Naturalité) Un difféomorphisme de dimension n, g : M — N, induit un iso-
morphisme gy : V(M) — V(N), et ces isomorphismes sont compatibles avec les
applications linéaires associées aux cobordismes.

2. (Fonctorialité) L’application linéaire associée au recollement de deux cobordismes
(W, M, M") et (W', M', M") est la composée V(W') o V(IV).

3. (Normalisation) Un cobordisme produit agit par I'identité :
V([O7 1] X M) = Idv(]\/[) .
4. (Multiplicativité) Il existe des isomorphismes fonctoriels :

VIMIIM) ~ V(M) V(M) ., V(@) ~k,
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compatibles avec les difféomorphismes
VMO (M TIM")=~V(MIOIM)YTIM") , VIMIIQ)~ V(M) .

5. (Symétrie) L’isomorphisme V(M II M) ~ V(M'II M) est compatible avec 'iso-
morphisme V(M) ®@ V(M') ~ V(M') @ V(M).
Remarque 4.1.1. 1l est possible d’étendre la définition a des catégories ou les cobordismes
sont munis de structures additionnelles, ou sont plus généraux que les variétés.

Proposition 4.1.2. Le cobordisme ([0, 1] x M, —MII M, () définit une forme bilinéaire
non singuliere :

V(-M)® V(M) =k,
c’est a dire induit un isomorphisme V(—M) ~ V(M )*.

Corollaire 4.1.3. Si k est un corps (resp. un anneau principal), alors V(M) est un
espace vectoriel de dimension finie (resp. un module libre de type fini).

4.2 Algebres de Frobenius

Soit V une TQFT en dimension 1 + 1, sur I'anneau de base k. Notons V(S!) = A.

Proposition 4.2.1. a) Le pantalon définit sur A un produit pour lequel A est une algébre
commutative, d’élément neutre V(D? 0, S").

b) Notons €4 la forme linéaire V(—D? S, 0). L'application (z,y) — ea(z,y) définit sur
A®% une forme bilinéaire symétrique non dégénérée.

Définition 4.2.2. On appelle algebre de Frobenius toute k-algebre A munie d’une forme
linéaire €4 telle que 'application (z,y) — €4(z,y) définit sur A®? une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée.

Ezercice 4.2.3. Montrer que si k est un corps (resp. un anneau principal) alors la
définition précédente entraine que A est de dimension finie (resp. libre de dimension
finie).

Sur un corps (ou sur un anneau principal), A = V(S!) est une algebre de Frobe-

nius commutative. Réciproquement, une algebre de Frobenius commutative détermine
la TQFT :

Théoréeme 4.2.4. Soit (A,ua : A®? — Ajeq : A — k) une algébre de Frobenius
commutative sur le corps (resp. sur l'anneau principal) k, alors il existe un foncteur
TQFT V 4 sur la catégorie 2-Cob, tel que : V 4(S*) = A, V4(P,S'II S, S%) = uy et
VA(—DQ, Sl,(b) = €4.

Remarque 4.2.5. Le foncteur V 4 s’étend aux surfaces avec un nombre fini de points, a
chacun desquels on a associé un élément de A.
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4.3 La construction universelle

Une TQFT sur k en dimension n + 1 associe a chaque variété sans bord de dimen-
sion n un élément de Hom(k, k) ~ k. La construction universelle cherche a étendre un
invariant M — I(M) € k des variétés de dimension n en une TQFT en dimension n+ 1.
Pour reconstruire ainsi une TQFT V| il faut et il suffit que les vecteurs V(W), OW = M
engendrent V(M) ; on dit alors que la TQFT est engendrée par les bordismes. En di-
mension 1+ 1, on obtient une théorie engendrée par les bordismes, si on étend la TQFT
aux cobordismes qui sont des surfaces >, avec un nombre fini de points respectivement
marqués par des éléments de A = V(S1) (voir I'exercice 4.3.6).

4.3.1 Exemple

On considere 'invariant I des surfaces orientées compactes avec un nombre fini de
points défini par (g est le genre)
2 sig=1,k=0
I(Zg,{z1,...,21}) =41 sig=0k=1

0 sinon.

Proposition 4.3.1. Il existe une TQFT sur l’anneau Z qui étend 'invariant 1.

Démonstration. Pour une courbe I'; on définit V(I') comme le groupe abélien libre de
base les surfaces avec points de bord I" (i.e. les cobordismes de ) vers T').
V(I') est le quotient de V(I') par le sous-module :

Vo(T') = {D_ A%, pour tout cobordisme N = (N, T, 0), Z I(¥;Ur N) =0} .
i
A un cobordisme on associe I'application définie par le recollement. Cette application
passe au quotient, et on obtient ainsi un foncteur sur la catégorie de cobordisme des

surfaces avec points que nous notons 2 — Cob®. Nous allons montrer que ce foncteur est
multiplicatif.

Lemme 4.3.2.
V([0,1] x D* 0, -S'T1 S") = V(=D* 11 (D?,0)) + V(—(D?0) 1T D?)

Corollaire 4.3.3. V(I') est engendré par les unions disjointes de disques ou de disques
avec un point.

On montre que A = V(S') est libre de rang 2, de base D? et (D? 0), puis que
V(I1,S1) ~ A%k, O
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Exercice 4.3.4. Montrer que l'algebre A ci-dessus est isomorphe a Z[X]/ X2

FEzercice 4.3.5. Construire une TQFT pour laquelle V(S*) est 1’algebre de Frobenius
A = Z[X]/(X? — 1), ea(l) = 0, ea(X) = 1. (On pourra commencer par calculer
I'invariant des surfaces sans bord pour une telle TQFT, si elle existe.)

Ezercice 4.3.6. On suppose que k est un corps ou un anneau principal. Soit V une TQFT
en dimension 1+1 sur k et A = V(S') son algebre de Frobenius. Utiliser la construction
universelle pour étendre V en une TQFT pour les surfaces avec un nombre fini de points
coloriés par des éléments de A. L’invariant des surfaces sans bord avec points est défini
par :

[(Ev(xlaal)v'-'a(xkaak)) =< V<E_(d1UUdk))7al®®ak >,

ou les d; sont des disques ouverts voisinages des z;, d’adhérences disjointes.

4.3.2 TQFT associée a une algebre de Frobenius commutative

La construction universelle appliquée & une algebre de Frobenius commutative A sur
un corps ou un anneau principal k donne une démonstration du théoreme 4.2.4 :

Démonstration. Soit (A, pua,€ea) 'algebre de Frobenius sur 'anneau integre k. Alors
(AR A, 14 ® s, €4 @ €4 est aussi une algebre de Frobenius commutative La transposée
de 4 est une application :

fupg: A* = (A® A)*
Avec les isomorphismes A* ~ A et (A ® A)* ~ A® A induits respectivement par €4 et
€4 ® €4, on obtient une application Ay : A - A ® A.
Ezercice 4.3.7. a) Montrer que le coproduit A4 est co-associatif et que €4 est co-unité.
b) Démontrer que A4 est A-linéaire a gauche (resp. a droite), si A agit sur A ® A par
multiplication sur le facteur de gauche (resp. de droite).
¢) Montrer sur 'exemple traité précédemment que A4 n’est pas un morphisme d’algebre
(et donc qu’on n’a pas de structure d’algebre de Hopf).

A une surface de genre g avec points coloriés : (X, (z1,a1), ... (Zm, an)) on associe :
I((%Z, (z1,a1), .. . (T, am)) = €40 (1a 0 A)(a) ,ou a est le produit des a;.

Pour une courbe I'; on définit V(I') comme le groupe abélien libre de base les surfaces
avec points coloriés par des éléments de A et de bord T' (i.e. les cobordismes de ) vers

I' la catégorie de cobordisme des surfaces avec points coloriés par A que nous notons
2 — Cob?).
V(') est le quotient de V(I") par le sous-module :

Vo(T') = {D_ A%, pour tout cobordisme N = (N, T, 0), Z I(¥;Ur N) =0} .
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A un cobordisme on associe 'application définie par le recollement. Cette application
passe au quotient, et on obtient ainsi un foncteur sur la catégorie de cobordisme des
surfaces avec points 2 — Cob”. Nous allons montrer que ce foncteur est multiplicatif.

Lemme 4.3.8. Soit ¢;, 1 < i < m une base de A (cf exercice 4.2.8). Il existe des
éléments f; , 1 <i < m, dans A tels que :

V([0,1] x D, —S' 11 8%) = ZV((-D?, (0, £;) 11 (D%, (0, &;))

Corollaire 4.3.9. V(I') est engendré par les unions disjointes de disques ou de disques
avec un point colorié.

On montre que V(S!) ~ A, puis que V(II,S?) ~ A% O

4.4 TQFTs de Witten-Reshetikin-Turaev

4.4.1 Additivité et non additivité de la signature

Théoréme 4.4.1 (Novikov). Soit W une variété de dimension 4, orientée compacte,
obtenue comme recollement de W~ et W le long de leur bord M, alors la signature de
W est égale a la somme des signatures de W_ et W.

Ezercice 4.4.2. Démontrer que le résultat reste vrai si W_ est un cobordisme de M_
vers M et W, est un cobordisme de M vers M, .

Définition 4.4.3. Etant donnés trois sous espaces lagrangiens L_, Ly, L, d'un es-
pace symplectique réel (H, . ), I'indice de Maslov pu(L—, Lg, L) est la signature de la
forme bilinéaire symétrique < , > définie sur £ = {a = (a_,ap,ay),>;a; = 0} par
< a,b>=a_.by.

Ezercice 4.4.4. Montrer que la forme bilinéaire ci-dessus est symétrique, et étudier 1’ac-
tion du groupe symétrique Ss.

Théoréme 4.4.5 (Wall). Soit W une variété de dimension 4, orientée compacte, obte-
nue comme recollement de W~ et W+ le long d’une partie My du bord :

aW_ :_M_UEMO 5 8W+:—MOU2M+ y aM_:3M0=8M+:2 5
alors la signature de W est égale a la somme des signatures de W_ et W, et de l’in-

dice de Maslov u(L—, Lo, Ly) ou, pour e € {—1,0,1}, L. C H1(3,R) est le noyau de
Uapplication induite par ['inclusion 3 C M,.
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4.4.2 Structure étendue

Les structures étendues permettent de donner un sens local a la signature qui inter-
vient dans la définition des invariants de Witten-Reshetikin-Turaev. Le but est de définir
une catégorie de cobordisme en dimension 2 + 1, sur laquelle une version renormalisée
des invariants Witten-Reshetikin-Turaev s’étend en une TQFT.

Définition 4.4.6. Une structure étendue sur une variété orientée compacte de dimen-
sion 3 est un entier. La structure étendue définie sur le bord M = OW par une variété
de dimension 4, W est la signature de W.

Définition 4.4.7. Une structure étendue sur une surface orientée compacte sans bord
¥ est un sous-espace lagrangien L de Hq (X, R).

On va considérer la catégorie des cobordismes étendus en dimension 2 + 1 :
C= ((M7 Tl), (207[/0)7 (217[/1))-

Définition 4.4.8. Le recollement des cobordismes étendus

C = ((M,n), (o, Lo), (51, L1)), et C" = (M', 1), (Sh, L}) = (S1, Ly), (4, L)) est -
CUs, C'=(MUM n+n' + p(M,.Lo, Li, M’ .L}), (S0, Lo), (), L)) .

Ici les actions & gauche de M sur le sous-espace lagrangian Lg et a droite de M’ sur
L} sont définies avec les applications d’inclusion :

M. Lo = (ir.) " (iox(Lo)) , ML} = (ig,) " (i, (L)) -

4.4.3 TQFT issue du crochet de Kauffman aux racines d’ordre
2p = 4r

On applique la construction universelle & un invariant I,(M,n, K) des variétés de
dimension 3 avec structure étendue et entrelacs en bande. Cet invariant est une renor-
malisation de 'invariant ¢,, multiplicatif pour les unions disjointes et défini dans le cas
connexe par :

I,(S*(L),0(BL), K) =n < L™ K > .
Ici w, = nQ,, avec < Q, >=n~2. Notons que I,(S* x 52,0) = 1.

Théoreme 4.4.9. Il existe une TQFT V, sur la catégorie des cobordismes étendues
(en dimension 2 = 1), avec entrelacs en bande, qui étend l'invariant I,

La preuve est contenue dans 'article [ BHMV2].

25



Bibliographie

[BHMV?2| C. Blanchet, N. Habegger, G. Masbaum, P. Vogel, Topological Quantum Field
Theories derived from the Kauffman bracket, Topology 34 (1995), 883-927.

26



