Chapitre 3

Anneaux de polyndémes

3.1 Critéres d’irréductibilité

Définition 3.1.1. Soit A un anneau commutatif integre. Un polynome
P € A[X] est primitif si et seulement si 1 est PGCD de ses coefficients (les
coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble).

On note Q(A) le corps des fractions de A. L’anneau A[X] est (isomorphe &)
un sous-anneau de Q(A)[X]

Proposition 3.1.2. Soit P € A[X] un polynéme non constant (de degré
supérieur ou égal a 1).

1. Si P est irréductible dans A[X], alors il est primitif.

2. Si P est primitif et irréductible dans Q(A)[X], alors il est irréductible
dans A[X].

Réduction des coefficients

Proposition 3.1.3. Soit I un idéal dans l’anneau commutatif A, et J l'idéal
engendré par I dans A[X]. La surjection canonique m: A — A/I s’étend en
un morphisme d’anneau :

IT: AX] — A/I[X]
PIZGka > Z@X’“ )
k k
et induit un isomorphisme : A|X|/J ~ A/I[X].

L’image I1( P) est appelée la réduction de P modulo I. Le coefficient dominant
d’un polynome P est le coefficient de plus haut degré.
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Corollaire 3.1.4. Si [ est un idéal premier de A, alors J = (I) est un idéal
premier dans A[X].

Proposition 3.1.5. Soit P € A[X]| un polynome primitif non constant,
et I un idéal premier qui ne contient pas le coefficient dominant de P.
Si la réduction de P modulo I est irréductible dans A/I[X], alors P est
irréductible dans A[X].

3.2 Factorialité des anneaux de polynémes

Définition 3.2.1. Soit A un anneau factoriel. On appelle contenu de
P € A[X] un PGCD de ses coefficients. Il existe et est unique aux inver-
sibles pres.

On notera ¢(P) le contenu de P : une classe d’éléments associés ou un
représentant.

Remarque 3.2.2. Un polynome est primitif si et seulement si son contenu est
inversible.

Proposition 3.2.3. Le produit de deux polynomes primitifs a coefficients
dans un anneau factoriel est un polynome primitif.

Corollaire 3.2.4. Pour P et @ dans A[X], avec A factoriel, on a
(PQ) = c(P)c(Q)-

Corollaire 3.2.5. Soit A un anneau factoriel. Si P € A[X] est divisible
dans Q(A)[X] par un polynome primitif Q € A[X], alors P est divisible par
Q dans A[X].

Proposition 3.2.6. Soit A un anneau factoriel. Tout polynome irréductible
de A[X] est premier.

Théoréme 3.2.7. a) Si A est un anneau factoriel, alors l'anneau A[X] est
factoriel.

b) Les polynomes constants irréductibles dans A[X] sont les irréductibles de
A.

c¢) Les polynomes non constants irréductibles dans A[X] sont les polynomes
non constants primitifs de A[X] qui sont irréductibles dans Q(A)[X].

Proposition 3.2.8 (Critere d’Eisenstein). Soient A un anneau factoriel, f
un élément irréductible de A, et

P=> aXx*
k=0
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un polynéme non constant primitif dans A[X].
Si: f fan, Vi <n fla;, et f* fag, alors P est irréductible dans A[X].

Exercice 3.2.9. Montrer que si A est un anneau integre, les diviseurs d’'un
monome de A[X] sont des monomes.

3.3 Polynémes en une variable : compléments

3.3.1 La division euclidienne étendue

Théoreme 3.3.1. Soient U = a, X"+ ---+ag et V =0, X" +---+ by deux
polynomes dans A[X], avec n > m — 1 et by, # 0. Il existe un unique couple
(@, R) de polynomes de A[X], tels que :

bfn’m“U =VQ+R, et (R=0 ou deg(R) < deg(Q) ) .

3.3.2 Fonctions polynomiales et évaluation

L’évaluation permet de définir un morphisme d’anneau :

E: AX] — A(AA)
P — [aw P(a)

L’image de ce morphisme est le sous anneau des fonctions polynomiales sur

A.

Proposition 3.3.2. a) Si A est infini, alors E est injective.
b) Si A est un corps fini a q éléments, alors le noyau de E est l'idéal engendré
par X7 — X.

3.3.3 Dérivation

Caractéristique d’un anneau

Si A est un anneau commutatif, alors il existe un unique morphisme d’anneau
n:7 — A.

Définition 3.3.3. La caractéristique d'un anneau A est le générateur (entier
positif ou nul) de 'idéal Ker(n).

Remarque 3.3.4. L'image de n est isomorphe a Z/Ker(n). Pour un anneau
integre, c¢’est un sous-anneau integre. La caractéristique d'un anneau integre
est soit zéro, soit un nombre premier.
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Proposition 3.3.5. Soit A un anneau commutatif intégre de caractéristique

p > 0, alors l'application
F: A — A

a — aP

est un morphisme d’anneau.

Dérivation
La dérivation est I'application :

D: AX] = A[X]
P=Yya. X" +— D.P=P =Y0arkXt!

Théoréme 3.3.6. Soit A un anneau intégre, et P € A[X].

1. Si la caractéristique de A est nulle, on a :
DP=0&<PcA.
2. Si la caractéristique de A est un nombre non nul p (premier), alors :
DP =0« P e A[X7"].

Théoréme 3.3.7 (Formule de Taylor). Soit A un anneau commutatif intégre
de caractéristique nulle, pour tout P € A[X], D*.P(0) est divisible par k!,

et :
P = Z

DkP

3.4 Polynémes a n variables

Soit A un anneau commutatif et X,...,X,, des indéterminées. On note
A[Xy, ..., X, Vensemble des familles d’éléments de A indexées par N, avec
un nombre fini de termes non nuls, notées comme combinaisons linéaires des
Xh Xk >0 les éléments de A[X1, ..., X,] s’écrivent sous la forme :

_ k1 kn __ k1 k
P = Z akl,m,anl e Xnn = Z(Z&Xl .. .Xnn .
k

s
A[Xy, ..., X,] est muni des opérations :
O ap Xt XE) 4+ O b XX =D (a4 b)) XL X
k k k
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S apxt . X b XX =D e XX
k L v

avec ¢, = Y agby,
ktl=v

et de I'application de structure :

n: A — A[Xy,...,X,]
a — aX’=aq

Proposition 3.4.1. A[X;,...,X,]| est une algébre sur A.

Remarque 3.4.2. L’application qui définit la structure d’algebre est injec-
tive, d’'image les polynomes constants; A est identifié au sous-anneau de
A[Xy, ..., X, formé par les polyndmes constants.

Proposition 3.4.3 (Propriété universelle). Soit B une algebre sur l’anneau
commutatif A, et by, ..., b, des éléments de B, alors il existe un unique mor-
phisme d’algébre Ew, . b, @ AlX1,...,X,] = B qui envoie chaque X; sur
b;.

Proposition 3.4.4. Les anneaux AlXy, ., X1, X et
A[Xq, ..., Xn1][Xn] sont isomorphes.

Corollaire 3.4.5. Si l’anneau A est factoriel, alors A[Xq, ..., X,] est facto-
riel.

Définition 3.4.6. Le multidegré d'un monome akl,._.7anf1 c X est la
suite des exposants (ki,...,k,); son degré total ou simplement son degré
est la somme des exposants : |k| = 3, k;.

Le degré d’un polynoéme non nul est le maximum des degrés (totaux) de ses
monomes.

Un polynome est homogene si et seulement si tous ses monoémes ont méme
degré (total).

Proposition 3.4.7. Le polynome P € A[Xy,...,X,] est homogene si et
seulement si P(X T,..., X, T) € A[Xy,..., X,][T] est un mondme.

Corollaire 3.4.8. On suppose que A est un anneau intégre. Si le polynome
homogéne P € A[Xy,...,X,] admet une réduction P = QR, alors Q) et R
sont homogeénes.

Démonstration. Le polynome

M(T) = P(TXy,...,TX,) = Q(TXy,...,TX,)R(TXy,.... TX,) € A[X4, ...

est un monome, donc les deux polynoémes en T : Q(TXy,...,TX,) et
R(TX,,...,TX,), sont des monomes. O
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Dérivées partielles

On définit les dérivées partielles avec les formules habituelles; on note
D; = ain la dérivation par rapport a la variable X;.

Remarque 3.4.9. Le lemme de Schwarz D; o D; = Dj o D; est immédiat pour
les polynomes.

Théoréme 3.4.10 (Formule de Taylor). Soient A un anneau commutatif
integre de caractéristique 0, et P € A[Xq,...,X,]. On a :

. 1 OIkIP
_;kl!...kn!axfl...ax,’gn

0,...,0) X7 ... X

Proposition 3.4.11. Soit P € A[Xq,...,X,] un polynéme homogéne de
degré k, alors :

S <k

3.5 Polynémes symétriques

Le groupe symétrique S, agit a gauche sur A[X7,..., X,,] par permutation
des variables : pour ¢ € §,,,

U.P(Xl, . ,Xn> = P(Xa(1)7 . ,Xg(n)> .

Définition 3.5.1. Les polynomes invariants sous l’action du groupe
symétrique forme un sous-anneau de A[Xj, ..., X,] : le sous-anneau des po-
lynomes symétriques, noté A[Xy, ..., X, |*¥".

Polynomes symétriques élémentaires

Définition 3.5.2. Pour 1 < k < n le polynome symétrique élémentaire
or € A[Xq, ..., X,]®¥™ est le coefficient de degré n — k du polynéme :

H(T+Xi) € A[Xy, ..., X,][T] .

3
Remarques 3.5.3. 1. Ona: o, = Z Xi oo X,
11 <t <--<ip
2. Relations entre coefficients et racines :

k*

n

[[(X —a)=X"+ zn:(—l)kak(al, ) XTR
k=1

=1
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Théoreme 3.5.4. Tout polynome symétrique s’écrit de maniére unique
comme un polynome dans les polynomes symétriques élémentaires : le mor-
phisme d’algébre de A[Y1,...,Y,] dans A[Xq, ..., XY™ qui envoit Yy, sur oy,
est un isorphisme d’algebre.

Polynomes antisymétriques

Définition 3.5.5. Un polynome P € A[X;,...,X,], avec A anneau com-
mutatif integre de caractéristique différente de 2, est antisymétrique si et
seulement si :

Voes§,, oP=¢P,
ou €, est la signature.

Remarque 3.5.6. 11 suffit de vérifier la condition pour les transpositions.

Exercice 3.5.7. Soit A un anneau commutatif integre de caractéristique
différente de 2. Montrer qu'un polynéome P € A[X;,...,X,] est anti-
symétrique si et seulement s’il s’écrit sous la forme :

P:AnQ, avec An:H(X]_XZ) etQEA[Xl,...,Xn]Sym.

i<j

Remarque. A, est le déterminant de Vandermonde :

1 I |
A X, )@ Xn
Xptoxgt o Xxpt

3.6 Résultant et discriminant

Le déterminant d’une matrice carrée d’ordre n a coeflicients dans un anneau
commutatif, est défini par la formule habituelle :

det A = Z € H Qi (i) -

O'ESn =1

Notons que cela a un sens si les n? coefficients de la matrice sont des variables
différentes : on peut voir le déterminant comme un polynéme en n? variables.
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Définition 3.6.1. Soient P =ag+- -+ a, X" et Q =by+---+ 0, X" deux
polynomes a coefficients dans un anneau commutatif. Le résultant Res(P, Q)
est le déterminant de la matrice dite de Sylvester :

Qo bo
ay Qo b1 by
ap - b
ao
S(ao,...,am;bo,...,bn): a; b, by
Ay : b, b,
Am
Ay by,
14/10/2010
Proposition 3.6.2. On suppose que P = a9 + -~ + a, X™ et

Q=0by+ -+ b, X" sont a coefficients dans le corps commutatif K.
Si b, # 0 alors

Res(P, Q) = bis") det(¢p) |

ot b, est le coefficient dominant de @, et :

vp: KIX[/(Q) — KX]/(Q)

U — UP

Théoreme 3.6.3. On suppose que P = ap+- - -+a, X™ et Q = by+- - -+b, X"
sont deux polynomes a coefficients dans un corps commutatif K. Si b, # 0
alors le résultant de P et () est non nul si et seulement si P et () sont
premiers entre eur.

Proposition 3.6.4. a) Res(P, Q) = (—1)""Res(Q, P).
b) Res(P, Py, Q) = Res(Py, Q)Res( P, Q).

c) Si le polynéme Q est de degré n et scindé : QQ = b, H (X —y;), alors :
7j=1

Res(P, Q) = bdes? ﬁ P(y;)

i=1

d) Si P est de degré m et également scindé : P = ay, H x;), alors :
Res(P,Q) = amb T[T I (v;
i=17=1
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Proposition 3.6.5. On suppose que P = ag + --- + ap, X™ et QQ = by +
coo 4+ b, X" sont deux polynomes a coefficients dans un corps commutatif
K algébriquement clos. Le résultant de P et ) est nul si et seulement si
Gy = b, =0, ou P et Q ont une racine commune.

Ezercice 3.6.6. Etudier 'intersection des courbes d’équations :

X2 - XY +Y? —1=0,2X’+Y? -Y -2=0.

Discriminant

Soit P = ag + -+ + a,X" un polynome de degré n a coefficients dans un
anneau commutatif integre A.

Définition 3.6.7. Le discriminant de P, noté Disc(P) est défini par :

ap a
ap Qg 200  aq
ap . 2@2
. . . Qo . . . .
. n(n—1)
Disc(P) = (=1) 2 : : a, na, - ar
ay : na, 2a9
Qp  Opq na, (n—1)a,q
1 n

n(n—1)

Notons que : a,Disc(P) = (—=1)" =  Res(P, P').

Théoreme 3.6.8. Si le polynome P, a coefficients dans le corps commutatif
K, est scindé : P = a, [[(X — 2;), alors :
i=1
Disc(P) = a2 * [ (z; — =) .
i<j
Le discriminant générique est le carré du déterminant de Vandermonde :

AL = H (X; — X,)?

n
1<i<j<n

C’est un polynome symétrique. 18/10/2010
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Proposition 3.6.9. On a, p, = ¥; XF étant la somme des puissances :

n P1 D2 coo Pn—1
pr P2 pP3 ... Pn
A2=| P2 P3 P1 o Pnpl |,
Pn-1 Pn DPny1 ... P2n—2
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