Chapitre 1

Anneaux commutatifs, anneaux
de polynomes : rappels et
compléments

1.1 Définitions et exemples de base

Définition 1.1.1. Un anneau (resp. anneau commutatif) est un groupe
abélien (A, +) muni d’une seconde opération m : A x A — A, notée multi-
plicativement (i.e. le plus souvent sans symbole : m(a,b) = ab ou avec un
point si besoin),

qui est associative (resp. associative et commutative),

admet un élément neutre (appelé unité et souvent noté 1),

et est distributive a gauche et a droite par rapport a I'addition.

Remarque 1.1.2. Dans ce chapitre on ne s’intéresse qu’aux anneaux commu-
tatifs.
Remarques 1.1.3.
1. Pourz € A:0x=2.0=0,et (—1).x = -z =ua.(-1).
2. Pourz e A,y A,ona: (—2)y =z(—y) = —(2y) et (—x)(—y) = zy.
3. Sauf pour I'anneau réduit au seul élément 0 (anneau nul), I’élément

unité est non nul.

Définition 1.1.4. a) Un élément d’'un anneau A est dit inversible si et seule-
ment s’il est symétrisable pour la seconde opération.

b) Un élément non nul  d’un anneau A est un diviseur de zéro si et seulement
si son produit avec un autre élément non nul vaut zéro :

Jy#0, zy=0o0uyr=0.



On note A* I’ensemble des éléments inversibles de A.

Proposition 1.1.5. 5i A est un anneau non nul, [’ensemble A* des éléments
inversibles est un groupe multiplicatif.

Définition 1.1.6. a) Un corps est un anneau non nul (1 # 0) dans lequel
tout élément non nul est inversible, i. e. A* = A — {0}.
b) Un anneau intégre est un anneau non nul sans diviseur de zéro ; un anneau
commutatif integre est aussi appelé domaine d’intégrité.

Ezercice 1.1.7. Montrer qu'un anneau fini integre est un corps.
Ezxemples 1.1.8.
1. L’anneau des entiers : Z; les décimaux : D.

2. Le corps des rationnels : Q; les réels : R; les complexes : C.

3. Les anneaux de congruences : Z/nZ, n > 2; les corps Z/pZ pour p
premier.

4. Les anneaux de fonctions : si A est un anneau et X un ensemble, les
applications de X vers A forment un anneau noté A(X, A).

Définition 1.1.9. Un sous-anneau d’un anneau A est une partie B de A qui
est un anneau avec les opérations induites de A, et la méme unité que A.

Proposition 1.1.10. Une partie B d’un anneau A est un sous-anneau si et
seulement si :

B est un sous-groupe additif,
B est stable par multiplication, et
B contient l'unité de A.

Exemples 1.1.11. 1. L’ensemble des entiers de Gauss
Z[i| ={a+1ib; a € Z,b € L}

forme un sous-anneau de C.

2. Les fonctions complexes continues sur un intervalle I : C(I, C) forment
un sous-anneau de A(I,C).

Ezercice 1.1.12. Déterminer les éléments inversibles de Z[i].
Définition 1.1.13. Soit A et B deux anneaux. Une application f: A — B

est un morphisme d’anneau si et seulement si f respecte les opérations et
I’élément unité. Un isomorphisme d’anneau est un morphisme bijectif.



Définition 1.1.14. Soit A un anneau commutatif. Une algebre sur A est un
anneau B muni d’'un morphisme d’anneau

n:A—B.

Définition 1.1.15. Soient B; et By deux algebres sur 'anneau commutatif
A, avec morphismes de structure 7; : A — B;. Un morphisme d’algebre de
By vers B, est un morphisme d’anneau f : By — By tel que :

ne=fomn .

1.2 Anneaux de polynomes

Soit A un anneau commutatif et X une indéterminée (un symbole). On note
A[X] T'ensemble des suites d’éléments de A avec un nombre fini de termes
non nul, notées comme combinaisons linéaires des X", n > 0 : les éléments
de A[X] s’écrivent sous la forme :

N
P= ZanX” = ZanX” )
n n=0
A[X] est muni des opérations :

O anX™) + O b, X") = (an +by) X" .
D anX") X (Q_bnX™) =3 X7 ey =) arbyi -
n m p k

Proposition 1.2.1. A[X] est une algébre sur A.

Remarque 1.2.2. L’application qui définit la structure d’algebre est injective,
d’image les polynomes constants; A est identifié au sous-anneau de A[X]
formé par les polynomes constants.

Proposition 1.2.3 (Propriété universelle). Soit B une algebre sur [’anneau

commutatif A, et b un élément de B, alors il existe un unique morphisme
d’algebre Ey, : A[X] — B tel que Ey(X) = 0.

Remarque 1.2.4. Ej est appelé morphisme d’évaluation et Ej(P) est noté
P(b).

Définition 1.2.5. Le degré d’'un polynéome non nul P =Y, a, X" est le plus
grand n pour lequel a,, # 0 (convention : deg(0) = —o0).

Proposition 1.2.6. Si A est un anneau commutatif intégre, alors :
a) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q),

b) les inversibles de A[X] sont les inversibles de A, et

c) A[X] est un anneau intégre.



1.3 Anneaux quotients

Définition 1.3.1. Un idéal d’'un anneau commutatif A est un sous-groupe
additif I de A, tel que : TA C I.

Remarque 1.3.2. Dans le cas non commutatif, il y a une notion d’idéal a
droite et d’idéal a gauche; on précise parfois idéal bilatere.

Ezxemples 1.3.3. Dans 7Z tous les sous-groupes additifs sont de la forme nZ;
ce sont tous des idéaux.

Proposition 1.3.4. Soit f : A — B un morphisme d’anneau. Le noyau de
f est un idéal de A et limage de f est un sous-anneau de B.

Proposition 1.3.5. Soit [ un idéal d’un anneau A, alors la multiplication
de A induit sur le groupe additif quotient une structure d’anneau.

Proposition 1.3.6 (Factorisation dun morphisme d’anneau). Soit
f+A— B un morphisme d’anneau, I un idéal de A et p : A — A/I la
projection canonique. Le morphisme f factorise par le quotient A/I (i.e. il
existe un morphisme d’anneau g : A/l — B tel que f = gop) si et seule-
ment si I C Ker(f). Le morphisme g a méme image que [ et est injectif si
et seulement si I = Ker(f).

Corollaire 1.3.7 (Premier théoreme d’isomorphisme des anneaux). Soit
f: A — B un morphisme d’anneau, alors le quotient A/Ker(f) est isomor-
phe a ltmage de f.
FEzercice 1.3.8 ( Second théoreme d’isomorphisme des anneaux). Soient B un
sous-anneau de A, et I un idéal de A.

1. Démontrer que B + I est un sous anneau de A.

2. Démontrer que BN est un idéal de B et que : (B+1)/I est isomorphe

aB/(BNI).

FEzercice 1.3.9 ( Troisieme théoreme d’isomorphisme des anneaux). Soient
I C J deux idéaux de I'anneau A. Démontrer que J/I est un idéal de A/I,
et que A/J) est isomorphe a (A/I)/(J/I).

1.4 Propriétés des idéaux

1.4.1 Constructions d’idéaux

Proposition 1.4.1. L’ntersection d’une famille non vide d’idéaux est un
idéal.



Corollaire 1.4.2. Soit E une partie d’un anneau A, alors il existe un plus
petit idéal qui contient E. On Uappelle [idéal engendré par E, et on le note
(E), ou (E)4 sl y a ambiguité.

Proposition 1.4.3 (Somme et produit). a) L’idéal engendré par I U J est :
[+J={i+j,icljeJ}.

On appelle cet idéal la somme de I et J.
b) L’idéal engendré par I’ensemble des produits ij, 1 € [ j € J est :

k

Cet idéal est appelé le produit de I et J et noté (1.J).

Ezercice 1.4.4. Soit A un anneau commutatif.
1. Démontrer que I'idéal engendré par a € A est Aa.
2. Démontrer que lidéal engendré par {ay,...,a,} C A est

Aay + - -+ + Aa,.

Définition 1.4.5. Un idéal principal est un idéal engendré par un élément.
Un idéal de génération finie est un idéal engendré par une partie finie.

Proposition 1.4.6. Tous les idéaux de Z sont principaux.

Ezercice 1.4.7. Quel est I'idéal engendré par un élément inversible ?
Exercice 1.4.8. 1. Quels sont les idéaux d’un corps ?

2. Montrer que si A est un corps, tout morphisme d’anneau f : A — B
est injectif.

3. Montrer qu'un anneau commutatif qui a deux idéaux est un corps.

1.4.2 Idéaux maximaux

Définition 1.4.9. Un idéal I d’'un anneau commutatif A est maximal si et
seulement si A/ est un corps.

Le vocabulaire est justifié par la proposition suivante :

Proposition 1.4.10. Dans un anneau commutatif non nul A, un idéal I est
maximal st et seulement si ¢’est un élément maximal pour linclusion parmi
les idéauz distincts de A.



Théoreme 1.4.11. Tout anneau commutatif non nul contient au moins un
1déal maximal.

Corollaire 1.4.12. Dans un anneau commutatif A, tout idéal distinct de A
est contenu dans un idéal mazimal.

Remarque 1.4.13. La preuve générale du théoreme précédent utilise le lemme
de Zorn. Dans beaucoup d’anneaux le résultat est élémentaire et indépendant
du lemme de Zorn.

1.4.3 Idéaux premiers

Définition 1.4.14. Un idéal I d’un anneau commutatif est premier si et
seulement si A/ est un anneau integre.

Remarque 1.4.15. Un anneau integre est par définition non nul, 'anneau
lui-méme n’est donc pas un idéal premier.

Remarque 1.4.16. On peut reformuler la définition : L’idéal I de 'anneau A
est premier si et seulement si I # A et

Va, Vbabe Il =a€loubel.

Remarque 1.4.17. Dans un anneau commutatif tout idéal maximal est pre-
mier.

Dans Z T'idéal nul est premier mais n’est pas maximal. Les autres idéaux
premiers sont les pZ avec p premiers. Ils sont maximaux.

1.5 Divisibilité dans les anneaux commutatifs
integres

Soit A un anneau commutatif integre. On note avec une barre verticale la

relation de divisibilité.

Remarque 1.5.1. 11 y a équivalence entre :

(1) z[y et ylz,
(ii) Ju e A y = ux,

(iii) (z) = (y)-
Proposition 1.5.2. a) Sur A la relation x ~ y < Ju € A* y = ux est une

relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont appelées classes d’éléments associés.

fin du
cours
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c) La relation divise induit une relation d’ordre sur les classes d’éléments
associés.

La relation d’ordre précédente permet de définir les notions de PGCD et de
PPCM. L’existence n’est pas garantie, mais il y a toujours unicité comme
classe d’éléments associés. Donnons une formulation précise naive.

Définition 1.5.3. Soit A un anneau commutatif integre, et F' un ensemble
d’éléments de A.
a) d est (un) PGCD de F' si et seulement si :

Ve e F d|x et

Voe A—{0} (Vo € F d|z) = d|d .
b) m est (un) PPCM de F' si et seulement si :

Ve e F xlm et
Vue A—{0} Vo e F z|pu) = m|p .

Définition 1.5.4. p € A est irréductible si seulement si p a deux classes de
diviseurs : A* et pA*.

On va relier cette notion a celle d’idéal.

Proposition 1.5.5. Si l'idéal pA est premier (on dit que p est premier),
alors p est irréductible.

1.6 Anneaux principaux

Définition 1.6.1. Un anneau principal est un anneau commutatif integre
dans lequel tout idéal est principal (engendré par un seul élément).

Définition 1.6.2. Un anneau A est euclidien si et seulement s’il existe une
application d : A — {0} — N satisfaisant la condition suivante :
pour tout couple (a,b), avec b # 0, il existe un couple (g, r) tel que :

a=bqg+ret (r=0oud(r)<dd)) .
Remarque 1.6.3. L’application d est appelée un stathme (ou une norme).

Proposition 1.6.4. Tout anneau euclidien est principal.



Ezemples 1.6.5. L’anneau Z, les anneaux K[X] avec K un corps sont des
anneaux euclidiens.

Théoreme 1.6.6. Soient a et b deux éléments d’un anneau principal A.

a) d est PGCD de a et b si et seulement si (d) = (a) + (b).
b) m est PPCM de a et b si et seulement si (m) = (a) N (b).

Plus généralement :

Théoréme 1.6.7. Soit F' une partie non vide d’un anneau principal A.

a)d est PGCD de F si et seulement si d est générateur de l’idéal
engendré par F'.
b) m est PPCM de F si et seulement si (m) = Naep aA.

Corollaire 1.6.8. Dans un anneau principal toute partie non vide de A a

un PGCD et un PPCM.

Théoréme 1.6.9 (Bezout). Dans un anneau principal A, deux éléments ont
1 comme PGCD (sont premiers entre euz) si et seulement s’il existe un couple
(u,v) tel que :

ua+vb=1.

Théoreme 1.6.10. Soit p un élément non nul d’un anneau principal. Les
énoncés suivants sont équivalents :

a) p est irréductible ;
b) lidéal (p) est premier (p est premier) ;
c) lidéal (p) est maximal.

Corollaire 1.6.11. Dans un anneau principal, tout idéal premier non nul
est maximal.

Proposition 1.6.12 (Lemme de Gauss). Dans un anneau principal A, si
albc et a est premier avec b, alors alc.

Corollaire 1.6.13 (Lemme d’Euclide). Dans un anneau principal A, si un
élément premier divise un produit, alors il divise ['un des facteurs.

Proposition 1.6.14. Dans un anneau principal, toute suite croissante
didéaux est stationnaire.

Théoreme 1.6.15. Dans un anneau principal, il existe une décomposition
en facteurs irréductibles, unique aux inversibles pres et a l'ordre pres des
facteurs (essentiellement unique).



1.7 Anneaux factoriels

Définition 1.7.1. Un anneau commutatif integre est factoriel si et seule-
ment si tout élément non nul et non inversible se décompose de maniere
essentiellement unique comme produits d’éléments irréductibles.

Théoreme 1.7.2. Un anneau A est factoriel si et seulement si :

a) Toute suite croissante d’idéaux principaux est stationnaire, et
b) tout élément irréductible de A est premier.

Proposition 1.7.3. Dans un anneau factoriel toute famille finie a un PGCD
et un PPCM.

Proposition 1.7.4 (Lemme de Gauss). Dans un anneau factoriel A, si albe
et a est premier avec b (i.e. 1 est PGCD de a et b), alors alc.

1.8 Corps des fractions

Dans cette section on considere des anneaux commutatifs integres.

Définition 1.8.1. Une partie multiplicative d’'un anneau commutatif integre
A est une partie S de A— {0} contenant I'unité et multiplicativement stable.

Etant donné une partie multiplicative S d’un anneau (commutatif integre)
A. On définit S~tA comme le quotient de S x A par la relation :

(s,a) ~ (¢',ad") < sa’ = as" .
On note ¢ la classe de (s,a) dans 'ensemble quotient S~'A.

Théoreme 1.8.2. Les opérations :

S s ss’
a d ad

— X — = — ,
s ss’

sont bien définies et munissent S~YA d’une structure d’anneav qui contient

% ~ A comme sous-anneau.

Théoréme 1.8.3 (Propriété universelle). Pour tout morphisme d’anneau
f:A— B qui envoie les éléments de S sur des inversibles, il existe une
unique extension F : ST'A — B. Le noyau de F est l'idéal S~'Ker(f) ; en
particulier si f est injective alors F est aussi injective.



Ezemples 1.8.4. 1. Si on prend S = A — {0}, on obtient le corps des
fractions de A : Q(A).

2. Pour A=7, S ={10", n € N}, on construit les décimaux.

3. Pour A = K[X], avec K un anneau commutatif, et S = {X", n € N},
on obtient 'anneau des polynomes de Laurent noté K[X, X 1].

4. Pour A = K[X], avec K un corps commutatif, le corps des fractions
obtenu est le corps des fractions rationnelles, noté K(X).

1.9 Criteres d’irréductibilité

On étudie dans cette section l'irréductibilité des polynomes a coefficients dans
un anneau factoriel. On utilisera la notation = pour une égalité modulo
un inversible de I'anneau.

Définition 1.9.1. Soit A un anneau factoriel.
a) Le contenu ¢(P) d'un polynome P € A[X] est le PGCD de ses coefficients.
b) Un polynoéme P € A[X] est primitif si et seulement si son contenu vaut
1:¢(P)=1.
Remarque 1.9.2. On suppose que 'anneau A est factoriel.
1. Un polynéme irréductible non constant de A[X] est nécessairement
primitif.
2. Si P € A[X] est primitif et irréductible dans Q(A)[X], alors il est
irréductible dans A[X]. Nous allons étudier la réciproque.

Lemme 1.9.3. Soit f un élément irréductible dans [’'anneau factoriel A. La
surjection canonique m: A — A/ fA s’étend en un morphisme d’anneau :

I: AX] —» A/fA[X]
P= Zaka — Zaka )
k k
et induit un isomorphisme : A[X]/fA[X] ~ A/fA[X].

Corollaire 1.9.4. Si f est un élément premier dans A, alors f est premier

dans A[X].

Proposition 1.9.5. Le produit de deux polynomes primitifs a coefficients
dans un anneau factoriel est un polynome primitif.

Corollaire 1.9.6. Pour P et Q dans A[X], avec A factoriel, on a
c(PQ)=c(P)e(Q).
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Corollaire 1.9.7. Soit A un anneau factoriel. Si P € A[X] est divisible
dans Q(A)[X] par un polynome primitif Q € A[X], alors P est divisible par
Q dans A[X].

Proposition 1.9.8. Un polynome P € A[X] non constant et primitif est
irréductible dans A[X] si et seulement s’il l’est dans Q(A)[X].

Les polynomes constants irréductibles dans A[X] sont les irréductibles de A.
Les polynémes non constants irréductibles dans A[X] sont les polynémes non
constants primitifs de A[X] qui sont irréductibles dans Q(A)[X].

Théoréme 1.9.9 (Factorialité des anneaux de polynomes). Si A est un an-
neau factoriel, alors l'anneau A[X] est factoriel.

Proposition 1.9.10 (Réduction des coefficients). Soit f est un élément pre-
mier de l’anneau factoriel A, et soit P € A[X]| un polynome primitif non con-
stant. St la réduction de P modulo f est irréductible, alors P est irréductible

dans A[X], donc dans Q(A)[X].

Proposition 1.9.11 (Critere d’Eisenstein). Soient A un anneau factoriel, f
un élément irréductible de A, et

P=>3 ax*
k=0

un polynéme non constant primitif dans A[X].
Si : f fan, Vi <n fla;, et f* fao, alors P est irréductible dans A[X].

FExercice 1.9.12. Montrer que si A est un anneau integre, les diviseurs d’un
monome de A[X] sont des monomes.
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