Cours d’algebre

Christian Blanchet

http://people.math. jussieu.fr/~blanchet/enseignement

M1, Paris-Diderot (Paris 7), 2011-2012



Le cours comporte deux parties. La premiere partie (1-5) est consacrée a
la théorie de Galois et ses applications. On integre les compléments utiles
sur les anneaux, anneaux de polynomes et groupes. La seconde partie (6-9)
aborde la théorie des modules : notions de bases, résultats de structure des
modules de type fini sur les anneaux principaux avec les applications corres-
pondantes, calcul des idéaux dans les anneaux de polynomes. On traite les
représentations des groupes finis et des algebres comme exemples de modules.

1.

Anneaux commutatifs, anneaux de polynomes : rappels et
compléments.
Extensions de corps : généralités; algébricité ; corps de décomposition,

cloture algébrique ; corps finis, corps cyclotomiques.

3. Groupes : action de groupe, théoremes de Sylow, groupes résolubles.

4. Théorie de Galois : groupe de Galois ; extensions normales, extensions

séparables, correspondance de Galois.

. Applications de la théorie de Galois : résolubilité par radicaux,

constructibilité.

Introduction a la théorie des modules : généralités, exemples, éléments
de torsion, modules libres, produit tensoriel.

Modules sur les anneaux principaux : théoremes de structure ; groupes
abéliens de type fini, réseaux; réduction des endomorphismes des es-
paces vectoriels de dimension finie.

8. Modules et anneaux noethériens ; cas des polynomes ; bases de Grobner.

9. Représentations linéaires d'un groupe et d’une algebre. Irréductibilité.

En dimension finie : exemples de décomposition d’une représentation
linéaire en somme directe de sous-représentations, lemme de Schur. Cas
des groupes finis : théorie des caracteres.
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Chapitre 1

Anneaux commutatifs, anneaux
de polynomes : rappels et
compléments

1.1 Définitions et exemples de base

Définition 1.1.1. Un anneau (resp. anneau commutatif) est un groupe
abélien (A, +) muni d’une seconde opération m : A x A — A, notée multipli-
cativement (i.e. le plus souvent sans symbole : m(a,b) = ab ou avec un point
si besoin),

qui est associative (resp. associative et commutative),

admet un élément neutre (appelé unité et souvent noté 1),

et est distributive a gauche et a droite par rapport a I'addition.

Remarque 1.1.2. Dans ce chapitre on ne s’intéresse qu’aux anneaux commu-
tatifs.
Remarques 1.1.3.
. Pourz € A:0x=2.0=0,et (—1).x = —2=ua.(-1).
2. Pourz e A,y A ona: (—2)y =z(—y) = —(2y) et (—x)(—y) = zy.
3. Sauf pour I'anneau réduit au seul élément 0 (anneau nul), I’élément

unité est non nul.

Définition 1.1.4. a) Un élément d’un anneau A est dit inversible si et seule-
ment s’il est symétrisable pour la seconde opération.

b) Un élément non nul = d’un anneau A est un diviseur de zéro si et seulement
si son produit avec un autre élément non nul vaut zéro :

Jy#0, zy=0o0uyr=0.



On note A* I’ensemble des éléments inversibles de A.

Proposition 1.1.5. 5i A est un anneau non nul, [’ensemble A* des éléments
inversibles est un groupe multiplicatif.

Définition 1.1.6. a) Un corps est un anneau non nul (1 # 0) dans lequel
tout élément non nul est inversible, i. e. A* = A — {0}.
b) Un anneau intégre est un anneau non nul sans diviseur de zéro ; un anneau
commutatif integre est aussi appelé domaine d’intégrité.

Exercice 1.1.7. Montrer qu'un anneau fini integre est un corps.
Ezxemples 1.1.8.
1. L’anneau des entiers : Z; les décimaux : D.

2. Le corps des rationnels : Q; les réels : R; les complexes : C.

3. Les anneaux de congruences : Z/nZ, n > 2; les corps Z/pZ pour p
premier.

4. Les anneaux de fonctions : si A est un anneau et X un ensemble, les
applications de X vers A forment un anneau noté A(X, A).

Définition 1.1.9. Un sous-anneau d’un anneau A est une partie B de A qui
est un anneau avec les opérations induites de A, et la méme unité que A.

Proposition 1.1.10. Une partie B d’un anneau A est un sous-anneau si et
seulement si :

B est un sous-groupe additif,
B est stable par multiplication, et
B contient l'unité de A.

Exemples 1.1.11. 1. L’ensemble des entiers de Gauss
Z[i| ={a+1b; a € Z,b € L}

forme un sous-anneau de C.

2. Les fonctions complexes continues sur un intervalle [ : C(/, C) forment
un sous-anneau de A(I,C).

Ezercice 1.1.12. Déterminer les éléments inversibles de Z[i].
Définition 1.1.13. Soit A et B deux anneaux. Une application f: A — B

est un morphisme d’anneau si et seulement si f respecte les opérations et
I’élément unité. Un isomorphisme d’anneau est un morphisme bijectif.



Définition 1.1.14. Soit A un anneau commutatif. Une algebre sur A est un
anneau B muni d’'un morphisme d’anneau

n:A—B.

Définition 1.1.15. Soient B; et By deux algebres sur ’anneau commutatif
A, avec morphismes de structure 7; : A — B;. Un morphisme d’algebre de
By vers B, est un morphisme d’anneau f : By — By tel que :

ne=fomn .

1.2 Anneaux de polynomes

Soit A un anneau commutatif et X une indéterminée (un symbole). On note
A[X] l'ensemble des suites d’éléments de A avec un nombre fini de termes
non nul, notées comme combinaisons linéaires des X", n > 0 : les éléments
de A[X] s’écrivent sous la forme :

N
P = ZanX” = ZanX” .
n n=0
A[X] est muni des opérations :

O anX™) 4+ O b, X") = (an +by) X" .
(D anX") X (Q_bnX™) =3 X" ¢y =) arbyi -
n m p k

Proposition 1.2.1. A[X] est une algébre sur A.

Remarque 1.2.2. L’application qui définit la structure d’algebre est injective,
d’image les polynomes constants; A est identifié au sous-anneau de A[X]
formé par les polynomes constants.

Proposition 1.2.3 (Propriété universelle). Soit B une algebre sur l’anneau

commutatif A, et b un élément de B, alors il existe un unique morphisme
d’algebre Ey, : A[X] — B tel que Ey(X) = 0.

Remarque 1.2.4. Ej est appelé morphisme d’évaluation et Ej(P) est noté
P(b).

Définition 1.2.5. Le degré d’'un polynéome non nul P =Y, a, X" est le plus
grand n pour lequel a,, # 0 (convention : deg(0) = —o0).

Proposition 1.2.6. Si A est un anneau commutatif integre, alors :
a) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q),

b) les inversibles de A[X] sont les inversibles de A, et

c) A[X] est un anneau intégre.



1.3 Anneaux quotients

Définition 1.3.1. Un idéal d’'un anneau commutatif A est un sous-groupe
additif I de A, tel que : TA C I.

Remarque 1.3.2. Dans le cas non commutatif, il y a une notion d’idéal a
droite et d’idéal a gauche; on précise parfois idéal bilatere.

Ezxemples 1.3.3. Dans 7Z tous les sous-groupes additifs sont de la forme nZ;
ce sont tous des idéaux.

Proposition 1.3.4. Soit f : A — B un morphisme d’anneau. Le noyau de
f est un idéal de A et l'image de f est un sous-anneau de B.

Proposition 1.3.5. Soit [ un idéal d’un anneau A, alors la multiplication
de A induit sur le groupe additif quotient une structure d’anneau.

Proposition 1.3.6 (Factorisation d'un morphisme d’anneau). Soit
f+A— B un morphisme d’anneau, I un idéal de A et p : A — A/I la
projection canonique. Le morphisme f factorise par le quotient A/I (i.e. il
existe un morphisme d’anneau g : A/l — B tel que f = gop) si et seule-
ment si I C Ker(f). Le morphisme g a méme image que [ et est injectif si
et seulement si I = Ker(f).

Corollaire 1.3.7 (Premier théoreme d’isomorphisme des anneaux). Soit
f A — B unmorphisme d’anneau, alors le quotient A/Ker(f) est isomorphe
a limage de f.
FEzercice 1.3.8 ( Second théoreme d’isomorphisme des anneaux). Soient B un
sous-anneau de A, et I un idéal de A.

1. Démontrer que B + I est un sous anneau de A.

2. Démontrer que BN est un idéal de B et que : (B+1)/I est isomorphe

aB/(BNI).

FEzercice 1.3.9 ( Troisieme théoreme d’isomorphisme des anneaux). Soient
I C J deux idéaux de I'anneau A. Démontrer que J/I est un idéal de A/I,
et que A/J) est isomorphe a (A/I)/(J/I).

1.4 Propriétés des idéaux

1.4.1 Constructions d’idéaux

Proposition 1.4.1. L’intersection d’une famille non vide d’idéaux est un
idéal.



Corollaire 1.4.2. Soit E une partie d’un anneau A, alors il existe un plus
petit idéal qui contient E. On appelle l'idéal engendré par E, et on le note
(E), ou (E)4 sl y a ambiguité.

Proposition 1.4.3 (Somme et produit). a) L’idéal engendré par I U J est :
I+J={i+j,ieljel}.

On appelle cet idéal la somme de I et J.
b) L’idéal engendré par I’ensemble des produits ij, 1 € [ j € J est :

k

Cet idéal est appelé le produit de I et J et noté (1.J).

Exercice 1.4.4. Soit A un anneau commutatif.
1. Démontrer que I'idéal engendré par a € A est Aa.
2. Démontrer que lidéal engendré par {a;,...,a,} C A est

Aay + - -+ + Aa,.

Définition 1.4.5. Un idéal principal est un idéal engendré par un élément.
Un idéal de génération finie est un idéal engendré par une partie finie.

Proposition 1.4.6. Tous les idéaux de Z sont principaux.

Ezercice 1.4.7. Quel est I'idéal engendré par un élément inversible ?
Exercice 1.4.8. 1. Quels sont les idéaux d’un corps ?

2. Montrer que si A est un corps, tout morphisme d’anneau f : A — B
est injectif.

3. Montrer qu'un anneau commutatif qui a deux idéaux est un corps.

1.4.2 Idéaux maximaux

Définition 1.4.9. Un idéal I d'un anneau commutatif A est maximal si et
seulement si A/ est un corps.

Le vocabulaire est justifié par la proposition suivante :

Proposition 1.4.10. Dans un anneau commutatif non nul A, un idéal I est
maximal st et seulement si c¢’est un élément maximal pour linclusion parmi
les idéauz distincts de A.



Théoreme 1.4.11. Tout anneau commutatif non nul contient au moins un
1déal maximal.

Corollaire 1.4.12. Dans un anneau commutatif A, tout idéal distinct de A
est contenu dans un idéal mazimal.

Remarque 1.4.13. La preuve générale du théoreme précédent utilise le lemme
de Zorn. Dans beaucoup d’anneaux le résultat est élémentaire et indépendant
du lemme de Zorn.

1.4.3 1Idéaux premiers

Définition 1.4.14. Un idéal I d’un anneau commutatif est premier si et
seulement si A/ est un anneau inteégre.

Remarque 1.4.15. Un anneau integre est par définition non nul, 'anneau
lui-méme n’est donc pas un idéal premier.

Remarque 1.4.16. On peut reformuler la définition : L’idéal I de 'anneau A
est premier si et seulement si I # A et

Va, Vbabe l =acloubel.

Remarque 1.4.17. Dans un anneau commutatif tout idéal maximal est pre-
mier.

Dans Z T'idéal nul est premier mais n’est pas maximal. Les autres idéaux
premiers sont les pZ avec p premiers. Ils sont maximaux.

1.5 Divisibilité dans les anneaux commutatifs
integres

Soit A un anneau commutatif integre. On note avec une barre verticale la
relation de divisibilité.

Remarque 1.5.1. 11 y a équivalence entre :
(i) x|y et yl,
(ii) Ju e A y = ux,
(iif) () = (y)-
Proposition 1.5.2. a) Sur A la relation x ~ y < Ju € A* y = ux est une

relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont appelées classes d’éléments associés.

fin du
cours
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c) La relation divise induit une relation d’ordre sur les classes d’éléments
associés.

La relation d’ordre précédente permet de définir les notions de PGCD et de
PPCM. L’existence n’est pas garantie, mais il y a toujours unicité comme
classe d’éléments associés. Donnons une formulation précise naive.

Définition 1.5.3. Soit A un anneau commutatif integre, et F' un ensemble
d’éléments de A.
a) d est (un) PGCD de F si et seulement si :

Ve e F d|x et

Voe A—{0} (Vz € F d|z) = d|d .
b) m est (un) PPCM de F si et seulement si :

Ve e F xlm et
Vue A—{0} Vz e F z|pn) = m|p .

Définition 1.5.4. p € A est irréductible si seulement si p a deux classes de
diviseurs : A* et pA*.

On va relier cette notion a celle d’idéal.

Proposition 1.5.5. Si l'idéal pA est premier (on dit que p est premier),
alors p est irréductible.

1.6 Anneaux principaux

Définition 1.6.1. Un anneau principal est un anneau commutatif integre
dans lequel tout idéal est principal (engendré par un seul élément).

Définition 1.6.2. Un anneau A est euclidien si et seulement s’il existe une
application d : A — {0} — N satisfaisant la condition suivante :
pour tout couple (a,b), avec b # 0, il existe un couple (g, r) tel que :

a=bqg+ret (r=0oud(r)<dd)) .
Remarque 1.6.3. L’application d est appelée un stathme (ou une norme).

Proposition 1.6.4. Tout anneau euclidien est principal.



Ezemples 1.6.5. L’anneau Z, les anneaux K[X] avec K un corps sont des
anneaux euclidiens.

Théoréeme 1.6.6. Soient a et b deux éléments d’un anneau principal A.

a) d est PGCD de a et b si et seulement si (d) = (a) + (D).
b) m est PPCM de a et b si et seulement si (m) = (a) N (b).

Plus généralement :

Théoréme 1.6.7. Soit F' une partie non vide d’un anneau principal A.

a) d est PGCD de F si et seulement si d est générateur de l’idéal
engendré par F'.
b) m est PPCM de F si et seulement si (m) = Naep aA.

Corollaire 1.6.8. Dans un anneau principal toute partie non vide de A a

un PGCD et un PPCM.

Théoréme 1.6.9 (Bezout). Dans un anneau principal A, deux éléments ont
1 comme PGCD (sont premiers entre euz) si et seulement s’il existe un couple
(u,v) tel que :

ua+vb=1.

Théoreme 1.6.10. Soit p un élément non nul d’un anneau principal. Les
énoncés suivants sont équivalents :

a) p est irréductible ;
b) lidéal (p) est premier (p est premier) ;
c) lidéal (p) est maximal.

Corollaire 1.6.11. Dans un anneau principal, tout idéal premier non nul
est maximal.

Proposition 1.6.12 (Lemme de Gauss). Dans un anneau principal A, si
albe et a est premier avec b, alors alc.

Corollaire 1.6.13 (Lemme d’Euclide). Dans un anneau principal A, si un
élément premier divise un produit, alors il divise ['un des facteurs.

Proposition 1.6.14. Dans un anneau principal, toute suite croissante
didéaux est stationnaire.

Théoreme 1.6.15. Dans un anneau principal, il existe une décomposition
en facteurs irréductibles, unique aux inversibles prés et a l'ordre pres des
facteurs (essentiellement unique).



1.7 Anneaux factoriels

Définition 1.7.1. Un anneau commutatif integre est factoriel si et seule-
ment si tout élément non nul et non inversible se décompose de maniere
essentiellement unique comme produits d’éléments irréductibles.

Théoreme 1.7.2. Un anneau A est factoriel si et seulement si :

a) Toute suite croissante d’idéauz principauz est stationnaire, et
b) tout élément irréductible de A est premier.

Proposition 1.7.3. Dans un anneau factoriel toute famille finie a un PGCD
et un PPCM.

Proposition 1.7.4 (Lemme de Gauss). Dans un anneau factoriel A, si a|be
et a est premier avec b (i.e. 1 est PGCD de a et b), alors alc.

1.8 Corps des fractions

Dans cette section on considere des anneaux commutatifs integres.

Définition 1.8.1. Une partie multiplicative d’'un anneau commutatif integre
A est une partie S de A— {0} contenant I'unité et multiplicativement stable.

Etant donné une partie multiplicative S d’un anneau (commutatif integre)
A. On définit S~*A comme le quotient de S x A par la relation :

(s,a) ~ (§',d') & sa’ =as’ .
On note ¢ la classe de (s,a) dans 'ensemble quotient S~'A.

Théoreme 1.8.2. Les opérations :

S s’ ss’
a d ad

— X — = — ,
s ss’

sont bien définies et munissent S~YA d’une structure d’anneav qui contient

% ~ A comme sous-anneau.

Théoréme 1.8.3 (Propriété universelle). Pour tout morphisme d’anneau
f:A— B qui envoie les éléments de S sur des inversibles, il existe une
unique extension F : ST'A — B. Le noyau de F est l'idéal S~'Ker(f) ; en
particulier si f est injective alors F est aussi injective.



Ezemples 1.8.4. 1. Si on prend S = A — {0}, on obtient le corps des
fractions de A : Q(A).

2. Pour A=7, S ={10", n € N}, on construit les décimaux.

3. Pour A = K[X], avec K un anneau commutatif, et S = {X", n € N},
on obtient 'anneau des polynomes de Laurent noté K[X, X 1].

4. Pour A = K[X], avec K un corps commutatif, le corps des fractions
obtenu est le corps des fractions rationnelles, noté K(X).

1.9 Criteres d’irréductibilité

On étudie dans cette section l'irréductibilité des polynomes a coefficients dans
un anneau factoriel. On utilisera la notation = pour une égalité modulo
un inversible de I'anneau.

Définition 1.9.1. Soit A un anneau factoriel.
a) Le contenu ¢(P) d'un polynome P € A[X] est le PGCD de ses coefficients.
b) Un polynéme P € A[X] est primitif si et seulement si son contenu vaut
1: c(P)=L.
Remarque 1.9.2. On suppose que 'anneau A est factoriel.
1. Un polynéme irréductible non constant de A[X] est nécessairement
primitif.
2. Si P € A[X] est primitif et irréductible dans Q(A)[X], alors il est
irréductible dans A[X]. Nous allons étudier la réciproque.

Lemme 1.9.3. Soit f un élément irréductible dans I’anneau factoriel A. La
surjection canonique m: A — A/ fA s’étend en un morphisme d’anneau :

II: AX] —» A/fA[X]
P=> X" = Y aXx"
k K
et induit un isomorphisme : A[X]/fA[X] ~ A/fA[X].

Corollaire 1.9.4. Si f est un élément premier dans A, alors [ est premier

dans A[X].

Proposition 1.9.5. Le produit de deux polynomes primitifs a coefficients
dans un anneau factoriel est un polynome primitif.

Corollaire 1.9.6. Pour P et Q dans A[X], avec A factoriel, on a
c(PQ)=c(P)c(Q).
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Corollaire 1.9.7. Soit A un anneau factoriel. Si P € A[X] est divisible
dans Q(A)[X] par un polynome primitif Q € A[X], alors P est divisible par
Q dans A[X].

Proposition 1.9.8. Un polynome P € A[X] non constant et primitif est
irréductible dans A[X] si et seulement s’il l’est dans Q(A)[X].

Les polynomes constants irréductibles dans A[X] sont les irréductibles de A.
Les polynémes non constants irréductibles dans A[X] sont les polynémes non
constants primitifs de A[X] qui sont irréductibles dans Q(A)[X].

Théoréme 1.9.9 (Factorialité des anneaux de polynomes). Si A est un an-
neau factoriel, alors l'anneau A[X] est factoriel.

Proposition 1.9.10 (Réduction des coefficients). Soit f est un élément
premier de l'anneau factoriel A, et soit P € A[X]| un polynome primitif
non constant. Si la réduction de P modulo f est irréductible, alors P est

irréductible dans A[X], donc dans Q(A)[X].

Proposition 1.9.11 (Critere d’Eisenstein). Soient A un anneau factoriel, f
un élément irréductible de A, et

P=> aXx*
k=0

un polynéme non constant primitif dans A[X].
Si : f fan, Vi <n fla;, et f* fao, alors P est irréductible dans A[X].

FExercice 1.9.12. Montrer que si A est un anneau integre, les diviseurs d’un
mondme de A[X] sont des monomes.
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Chapitre 2

Extensions de corps :
généralités

Tous les corps considérés dans ce cours sont commutatifs.

2.1 Théorie de base

Rappel : La caractéristique d’un corps est soit zéro, soit un nombre premier.

Définition 2.1.1. Si K et L sont des corps, on appelle morphisme de corps
tout morphisme d’anneau f : K — L. Un tel morphisme est injectif et aussi
appelé extension de K. Le degré de I'extension, noté [L : K| est la dimension
de L comme espace vectoriel sur K.

Proposition 2.1.2. a) Si K est un corps de caractéristique nulle, alors il
existe une unique extension f:Q — K.

b) Si K est un corps de caractéristique p > 0, alors il existe une unique
extension f :F, =Z/pZ — K.

Définition 2.1.3. L’image de I'homorphisme précédent s’appelle le sous-
corps premier de K : c’est le plus petit sous-corps de K.

Proposition 2.1.4 (Tour d’extensions). Soit f : K — L, g : L — E une
tour d’extension, alors le degré [E : K] est fini si et seulement si [E : L] et
L : K] le sont, et :

[E:K|=[E:L|L:K].
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2.2 Construction d’extensions

2.2.1 Corps de rupture d’un polynome irréductible

Soit P € K[X] un polynome irréductible, alors K[X]/(P) est un corps.

Proposition 2.2.1. L’extension K — K[X]/(P), avec P € K[X] polynéme
irréductible, est une extension de degré deg(P).

2.2.2 Adjonction d’éléments

Soit f : K — L une extension de corps, et « € L. On note K(«) le plus
petit sous-corps de L qui contient f(K) et «; on I'appelle extension de K
engendrée par . On définit de méme l'extension K — K (A) engendrée par
une partie A C L.

Définition 2.2.2. Une extension est de type finie si et seulement si elle est
engendrée par une partie finie. Une extension est simple si et seulement si
elle est engendrée par un élément (appelé élément primitif).

2.3 Algébricité

Proposition 2.3.1. Soit f : K — L = K(«) une extension simple, alors il
y a équivalence entre :

a) Uextension est de degré finie ;

b) Uanneau K|a| est égal au corps K(«) ;

c¢) lidéal annulateur de o : I, = {P € K[X]|, P(a) =0} est non trivial.

Remarques 2.3.2. 1. Lorsque l'idéal annulateur de « est non trivial, il est en-
gendré par un polynome irréductible unitaire P, appelé le polynome minimal
de av et K[X]/(P,) est isomorphe a K («).

2. Si a et B ont le méme polynéme minimal, alors les extensions K — K («)
et K — K(() sont isomorphes.

Définition 2.3.3. a) Avec les hypotheses précédentes, 1'élément « est
algébrique sur K si et seulement s’il satisfait les conditions équivalentes de
la proposition ; dans le cas contraire, « est dit transcendant.

b) Une extension f : K — L est algébrique si et seulement si tous les éléments
de L sont algébriques sur K.

Théoreme 2.3.4. Les éléments de L algébriques sur K forment un sous-
corps de L.
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2.4 Corps de décomposition

Définition 2.4.1. Soit @ € K[X]| un polynéme unitaire, et f: K — L une
extension. On dit que L est un corps de décomposition de () si et seulement
Si:

a) f(Q) est scindé dans L et

b) 'extension L est engendrée par les racines de Q.

Théoreme 2.4.2. Soit Q) € K[X]| un polynome unitaire, alors il existe une
extension qui est un corps de décomposition de K, et deux telles extensions
sont isomorphes.

2.5 Corps cyclotomiques

127

On note ¢, = e~ €C.

Proposition 2.5.1. Le corps Q((,) est le corps de décomposition du po-
lynome X™ — 1.

Définition 2.5.2. Le corps Q((,) est appelé corps cyclotomique des racines
n-iemes de I'unité.
Polynémes cyclotomiques

Définition 2.5.3. On appelle racine primitive n-ieme de 1'unité tout
générateur du groupe U,, C C des racines n-iemes de 1. Ce sont les éléments

d’ordre n de C*.

Définition 2.5.4. Le polynome cyclotomique ®,, € C[X] est le polynéme
unitaire dont les racines sont les racines primitives n-iemes de 1 :

o, = JI X-¢).

0<k<n
PGCD(k,n)=1

Théoreme 2.5.5. Le polynome cyclotomique ®,, est a coefficients entiers et
1l est irréductible sur Q.

Corollaire 2.5.6. Le degré de 'extension Q — Q(() est lindicateur d’Euler
¢(n) = card((Z/nZ)*) = deg(P,,).
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2.6 Corps finis

Soit F un corps fini de caractéristique p, et de cardinal ¢, alors F est une
extension de F, = Z/pZ. On a ¢ = p™, ou m = [F : F].

Théoreme 2.6.1. Soit ¢ = p™, m > 1. Un corps de décomposition sur F,
du polynome X1 — X est un corps fini a q éléments, et tout corps commutatif
a q €léments lui est isomorphe.

Remarques 2.6.2. 1. L’isomorphisme précédent n’est pas canonique.
2. L’hypothese de commutativité n’est pas nécessaire : Tout corps fini est
commutatif (théoreme de Wedderburn).

Ezercice 2.6.3. a) Montrer que tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif
d’un corps commutatif est cyclique.

b) Montrer que toute extension entre corps finis est simple : il existe un
élément primitif.

FEzercice 2.6.4. a) Montrer que s'il existe une extension F' — F’ entre deux
corps finis de caractéristique p, de cardinaux respectifs ¢ = p? et ¢ = p",
alors d divise n.

c) Soit F, est un corps de caractéristique p a ¢ = p™ éléments. Montrer que
si d divise n, alors F, contient un unique sous-corps a p? éléments.

Polynémes irréductibles sur [,

Proposition 2.6.5. Tout polynome irréductible de degré d a coefficients dans
le corps F, = Z/pZ divise X' — X.

Proposition 2.6.6. Pour p premier et d > 0, soit n,(d) le nombre de po-
lynomes irréductibles unitaires de degré d sur ¥, = Z/pZ, alors :

pt=>_dny(d) .
din

2.7 Corps algébriquement clés, cloture
algébrique

Définition 2.7.1. a) Un corps commutatif L est algébriquement clos si et
seulement si tout polynome a coefficients dans L a au moins une racine dans
L.

b) Un cloture algébrique d'un corps commutatif K est une extension
algébrique qui est algébriquement close.
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Etant donné une extension K — L, la fermeture algébrique de K dans L est
I'ensemble K, des éléments de L algébriques sur K. C’est un sous-corps
de L.

Proposition 2.7.2. Si L est algébriquement clos, alors la fermeture
algébrique de K dans L est une cloture algébrique de K.

Corollaire 2.7.3. Le corps des nombres algébriques Q = Quqr est une
cloture algébrique de Q.

Cloture algébrique de F,

Pour p premier on pose K; = ), et pour n > 2 on définit I'extension
K,_1 — K, comme corps de décomposition de X" - X ; K, est un corps a
p™ éléments.

Proposition 2.7.4. En identifiant K,—1 a son image dans K,, la réunion
F, = U,K, est une cloture algébrique de IF,,.

Existence d’une cléture algébrique

Théoreme 2.7.5. Soient f : K — L une extension algébrique, et g : K — E
une extension de K algébriquement close.

a) 1l existe une extension h : L — E qui prolonge f.

b) Si lextension g est algébrique, alors h est un isomorphisme.

Théoreme 2.7.6. Tout corps commutatif K admet une cloture algébrique,
et deux telles clotures sont (non canoniquement) isomorphes (comme K-
algebre).

16



Chapitre 3

Séparabilité

3.1 Polynémes et extensions séparables

Définition 3.1.1. a) Soit K un corps commutatif. Un polynéme irréductible
P € K[X] est séparable sur K si et seulement s’il n’a pas de racine multiple
dans son corps de décomposition.

b) Un polynome P € K[X] est séparable sur K si et seulement si ses fac-
teurs irréductibles sont séparables. Dans le cas contraire, on dit que P est
inséparable.

Proposition 3.1.2. a) Si K est de caractéristique nulle, un polynéme
irréductible de K[X| est toujours séparable.

b) Si K est de caractéristique p > 0, un polynome irréductible de K[X| est
inséparable si et seulement s’il appartient o K|[XP].

Exercice 3.1.3. Soit K un corps de caractéristique non nulle p.

1. Montrer que si b n’a pas de racine p-ieme dans K, alors X? — b est
irréductible sur K.

2. Montrer que si b n’a pas de racine p-ieme dans K, alors pour tout £ > 0
XP* — b est irréductible sur K.

3. Montrer que le polynéme X? —y est inséparable sur le corps de fractions
rationnelles K = F,(y).

Définition 3.1.4. Soit f : K — L une extension algébrique (tout élément
de L est algébrique sur K).

a) Un élément o € L est séparable si et seulement si son polynéme minimal
est séparable.

b) L’extension est séparable si et seulement si tous les éléments de L sont
séparables.

17



Proposition 3.1.5. Soit k — K — L une tour d’extensions. Si k — L est

séparable, alors k — K et K — L sont séparables.
30/09/2011

3.2 Corps parfaits

Définition 3.2.1. Un corps K est parfait si et seulement si toute extension
algébrique est séparable.

Remarque 3.2.2. Tout corps de caractéristique zéro est parfait.

On rappelle que sur un corps K de caractéristique p > 0, 'application :

K —- K
r +— P

est un homomorphisme, appelé homomorphisme de Frobenius. Comme ho-
momorphisme de corps, il est toujours injectif. Pour un corps fini, cet homo-
morphisme est surjectif.

Théoreme 3.2.3. Un corps de caractéristique non nulle est parfait si et
seulement si son homomorphisme de Frobenius est surjectif.

Ezercice 3.2.4. Soit K un corps de caractéristique non nulle p.

1. Montrer que si b n’a pas de racine p-ieme dans K, alors X? — b est
irréductible sur K.

2. Montrer que si b n’a pas de racine p-ieme dans K, alors pour tout k£ > 0
XP* — b est irréductible sur K.

3.3 Séparabilité et morphismes

Etant donné deux extensions f : k — K et g : k — L, on s’intéresse au cardi-
nal de 'ensemble Homy_,, (K, L) des morphismes de k-algebre de K dans L.
On utilisera la notation plus précise Hom g, py—ag(/, L) en cas d’ambiguité.

Proposition 3.3.1. Soient f : k — K et g : k — L deux extensions de k. Si
K est une extension simple : K = k(«), alors Uapplication [h — h(«)] définit
une bijection entre Homy_,.(K, L) et Uensemble des racines du polynome
minimal P, dans L.

En particulier : $Homy_,(K, L) < [K : k].

18



Théoreme 3.3.2. Soit f: k — K une extension de degré fini.

a) Pour tout extension g : k — L, iHomy_,.(K, L) < [K : k].

b) Si lextension f : k — K est séparable et si g : k — L est une extension
algébriquement close, alors $Homy (K, L) = [K : k].

c¢) S’il existe une extension g : k — L telle que : Homy_ag(K, L) = [K : k],
alors Uextension f : k — K est séparable.

Lemme 3.3.3 (Transitivité). Soient f : k — K et g : K — L des extensions
de degré fini. Si f et g sont séparables, alors l’extension go f : k — L est
séparable.

Exercice 3.3.4. Démontrer 1’énoncé précédent sans I’hypothese de degré fini.

Théoreme 3.3.5. Une extension de degré fini k — K est séparable si et
seulement si elle est engendrée par des éléments séparables.

3.4 Elément primitif

Théoreme 3.4.1. Toute extension f : k — K qui est séparable de degré fini
est simple (i.e. admet un élément primitif).

Ezercice 3.4.2. Montrer que si le corps de base k est infini, un k-espace
vectoriel E n’est pas réunion finie de sous-espaces propres.
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Chapitre 4

Théorie de Galois

Notation : une extension f : K — L sera notée simplement (L:K) s’il n’y a
pas d’ambiguité ; en cas de besoin on pourra préciser : (L : K, f).

4.1 Extensions normales

Définition 4.1.1. Une extension (L : K) est normale si et seulement si tout

polynoéme irréductible de K[X] qui admet une racine dans L est scindé dans
L.

Théoréme 4.1.2. Soit (L : K) une extension. 1l y a équivalence entre :
a) Uextension est normale et de degré fini;
b) L est corps de décomposition d’un polynome unitaire de K[X].

Définition 4.1.3. Une cloture normale d'une extension de degré fini :
(L : K) est une extension normale minimale L' : L) :

a) l'extension (L' : K) est normale, et

b) si on a une tour d’extension (L' : E : L : K) telle que (F : K) est normale,
alors : B = L'

Théoreme 4.1.4. Toute extension de degré fini admet une cloture normale,
et deuz telles clotures sont isomorphes.

4.2 Extension galoisienne

Définition 4.2.1. Une extension de corps est galoisienne si et seulement si
elle est normale et séparable.

Nous allons étudier les extensions galoisiennes de degré fini via leurs auto-
morphismes.
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Définition 4.2.2. a) Un automorphisme du corps K est un homomorphisme
bijectif de K dans lui-méme.

b) Un automorphisme d’'une extension (L : K) est un automorphisme de L
qui est un morphisme de K-algebre.

Proposition 4.2.3. Les automorphismes d’un corps K forment un groupe :
Aut(K). Les automorphismes d’une extension (L : K) forment un groupe :

Gal(L : K).

Définition 4.2.4. Le groupe Gal(L : K) est appelé groupe de Galois de
I'extension (L : K).

Remarque 4.2.5. Lorsque K est le sous-corps premier de L,
Gal(L : K) = Aut(L).

Théoreme 4.2.6. Soit L : K une extension de degré fini, alors il y a
équivalence entre :

a) Uextension est galoisienne,

b) |Gal(L: K)| =[L: K],

¢) L est corps de décomposition d’un polynéme séparable sur K.

Soit H un groupe fini d’automorphismes du corps L, alors 'ensemble L7 des
éléments fixés par tous les éléments de H est un sous-corps de L : le corps
fixe de H. Si le groupe H est contenu dans le groupe de Galois Gal(L : K),
alors L7 est une extension de K.

Théoréme 4.2.7. Soit H un groupe fini d’automorphismes du corps L et LY
le corps fize associé. Alors Uextension (L : L) est galoisienne, de groupe de
Galois H.

Démonstration. Nous allons démontrer dans le lemme qui suit que le degré
n = [L: L] est fini et majoré par le cardinal m du groupe H. On a alors :

H C Gal(L : L) = Hompu_,,(L, L) .
Le nombre de L-morphismes est majoré par le degré : m < n. O
Lemme 4.2.8. Sous les hypotheses du théoreme précédent,
n=I[L:L"]<m=|H|.

Démonstration. Notons H = {0y = Id,09,...,0,}, et supposons que
m < n. Fixons une partie libre de L sur L¥ de cardinal m+1: z1, ..., Tyt
La matrice formée par les 0;(x;), 1 <i <m, 1 < j < m+1, am lignes et m+1
colonnes : ses colonnes sont dépendantes. On renumérote éventuellement,
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pour que les r premiéres colonnes forment une partie liée minimale (rang
r —1). On a une relation de dépendance avec tous les coefficients y; € L non

nuls :
,

Vi Zai(xj)yj =0.
j=1
On peut trouver une telle relation avec y; = 1, ce que nous supposons

désormais.
.,

Vre HVi Y 7(oi(z;)y;) =0.

J=1

En posant 70, = oy, :

Vre HVE > oy(x;)m(y;) =0 .

=1

Pour chaque 7 on obtient une nouvelle relation. En utilisant que le rang est
égalar—1, et que 7(y1) = y; = 1, on obtient pout tout j, 7(y;) = y;. Chaque
y; est fixé par tous les élements de H : y; € L. Reprenons la relation de
dépendance qui est maintenant & coefficients dans L :

V1 Zai(:vj)yj =0.
j=1

Avec i = 1, on obtient une relation de dépendance entre les x;, ce qui donne
une contradiction. On conclut : [L : LH] < m. O

Corollaire 4.2.9. Une extension de degré fini (L : K, f) est galoisienne si
et seulement si f(K) = LMK

4.3 Correspondance de Galois

Théoréme 4.3.1 (Galois). Soit (L : K, f) une extension de degré fini galoi-
sienne, alors :

i) 1" application : H — L | établit une bijection entre les sous-groupes H
de Gal(L : K), et les corps E intermédiaires : f(K) C E C L; la bijection
réciproque étant E +— Gal(L : E) .

ii) L’extension (L : K) est galoisienne si et seulement si H est un sous-
groupe distingué de Gal(L : K). Dans ce cas le groupe de Galois, Gal(E : K)
est isomorphe au quotient : Gal(L : K)/H.

La preuve du ii) dans le théoreme de Galois utilise le lemme suivant :
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Lemme 4.3.2. Soient (L : K) une extension galoisienne, et E C L le sous-
corps (corps intermédiaire) associé au sous-groupe H C Gal(L : K), alors
pour tout o € Gal(L : K), on a Gal(L : o(E)) = cHo™!, et la restriction
définit un morphisme surjectif N(H) — Gal(E, K) de noyau Gal(L : E).
(N(H) est le normalisateur de H, i.e; le stabilisateur pour laction de conju-
gaison sur les sous-groupes).

Ezercice 4.3.3. Etudier les extensions Q C Q(v2,v/3) et Q € Q(v/2, )
(7= e’%ﬂ). Sont-elles galoisiennes ? Calculer le groupe de Galois. Déterminer
les corps intermédiaires.

4.4 Un exemple élémentaire

Soit L C C le corps de décomposition (sur Q) de X* —2. C’est une extension
galoisienne, comme corps de décomposition d'un polynéme séparable (en
caractéristique zéro tout polyndome est séparable). Les racines de X* — 2
sont £v/2, +iv/2. Le polynéme X* — 2 étant irréductible sur Q (justifier),
I'extension (Q(v/2) : Q) est de degré 4. L’extension (L : Q(+/2)) est de degré
2 : elle est engendrée par i qui n’est pas dans Q(v/2) € R. On a donc :
[L : Q] = 8. Le groupe de Galois G = Gal(L : Q) est de cardinal 8. Pour
p € G, p(i) = £i et p(v/2) € {£+v/2, £iv/2}. L’application

r: G — {Fi} x {£V/2,+iv?2}
p = (pi),p(V2))

est injective, car i et v/2 engendrent l’extension. C’est une application
entre ensembles finis de mémes cardinaux : elle est bijective. Les éléments
7 =1r"Y=i,v?2), 0 = r~(i,iv/2) engendrent le groupe G, avec les relations :

2 4

=0'=id,or=10"".

On reconnait le groupe diédral D, (groupe des isométries du carré). Il y a 5
éléments d’ordre 2 et un élément d’ordre 4 qui engendrent des sous-groupes

cycliques, et il y a deux sous-groupes de cardinal 4 non cycliques. Voir les
corps correspondants dans la figure 4.1.

4.5 Corps cyclotomiques

Définition 4.5.1. On appelle corps cyclotomique une extension (Q((,) : Q),
ou (, est une racine primitive n-ieme de 1'unité.
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///// ‘ \\\\
Q(V2) Q(V2i9) Q(v2,3)  QU1+1)V2) Q((1-1i)v2)
N I N
Q(v2) Q(é) Q(v21i)
Q
Dy
T
{id, o2, 7,077} {id,o,0%, 6%} {id, 0% o71,0%T}
(id, 7}  {id, 0?7} {id,o?} lid,er} {id, o7}

\\\\ T -///

{id}
FIGURE 4.1 — Correspondance de Galois pour X* — 2

Proposition 4.5.2. L’extension cyclotomique (Q(¢,) : Q) est galoisienne,
de groupe de Galois isomorphe a (Z/nZ)*.

Démonstration. Le corps cyclotomique Q((,) est le corps de décomposition
sur Q du polynome X" — 1 : c¢’est une extension galoisienne. Le polynome
minimal de (, est le polynome cyclotomique ®,, dont les racines sont les
* k € (Z/nZ)*. Notons 7, € Gal(Q({,) : Q) Pautomorphisme correspon-
dant & ¢*. On a : 7,7 = 7. Les groupes Gal(Q((,) : Q) et (Z/nZ)* sont
isomorphes. O]

Remarque 4.5.3. La structure du groupe (Z/nZ)* découle du théoreme chi-
nois et des résultats suivants (voir par exemple le cours d’arithmétique
de Bernhard Keller, section 19, http://www.math. jussieu.fr/~keller/
mt282/arith.pdf :

1. Pour p premier impair et a > 0, (Z/p“7Z)* est cyclique.

2. Pour a > 3, (Z/2°Z)* est isomorphe au produit de Z/2 par un groupe
cyclique.

On peut en déduire les sous-groupes et donc les sous-corps de Q(¢,).

FEzercice 4.5.4. Etudier les sous-corps de Q((2).
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4.6 Corps finis

Proposition 4.6.1. Soit F,, ¢ = p™, un corps a q-€léments. L’extension
(F, : Fp) est galoisienne. Le groupe de Galois est cyclique, engendré par
l'automorphisme de Frobenius.

Démonstration. Pour un corps fini, le morphisme de Frobenius F' : z +—
z? est un automorphisme : F' € Gal(F, : F,). On va montrer qu’il
est d'ordre m = [F, : F,]. Cela justifie que l'extension est galoisienne :
Gal(F, : F,) = [F, : F,], et que F' engendre le groupe de Galois.

Le groupe multiplicatif F} est cyclique de cardinal ¢ — 1. Notons a un

générateur : o engendre l'extension. On a %@ =a?’ 71 dou:
F"=1Idet F¥ # Idpour 0 <v <m.

]

Remarque 4.6.2. La correspondance de Galois redonne que les sous-corps de
F, sont en bijection avec les diviseurs de m.

4.7 Groupe de Galois d’un polynome

Définition 4.7.1. Le groupe de Galois d'un polynome est celui d'une
extension qui réalise un corps de décomposition : pour P € K[X],
Gal(P) = Gal(L : K), ou L est corps de décomposition de P.

Remarque 4.7.2. L’extension qui réalise un corps de décomposition d’un po-
lynome P est galoisienne si et seulement si le polynome est séparable.

Proposition 4.7.3. Le groupe de Galois de P agit sur les racines de P,
et cette action est fidéle : on obtient un isomorphisme entre Gal(P) et un
sous-groupe du groupe des permutations des racines de P.

Ezercice 4.7.4. Soit G le groupe de Galois du polyndéme, a coefficients ration-
nels, P = X% —2X? — 2.

1. Montrer que P est irréductible.

2. Soient oy = V1 + V3, as =iv/—1++V3et L = Q(ay, ag). Montrer que

I'extension (L : Q) est galoisienne.
3. Pour i € {1,2}, soit K; = Q(a;), K = K; N Ks.
(a) Montrer que K; n’est pas égal a K.
(b) Déterminer le degré [K : Q).
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Donner un élément primitif de I'extension (K : Q).
Montrer que l'extension (L : K) est galoisienne.
Déterminer la structure du groupe de Galois Gal(L : K).
Déterminer les sous-corps de L qui contiennent K.

Quel est le degré de 'extension (L : Q).

Montrer que chaque élément dans Gal(P) induit une bijection de
I'ensemble {ay, ag, a3 = —ay, ay = —as}.

(c) Montrer qu’il existe des éléments de Gal(P) qui envoient «; sur
oy. Combien ?

(d) Expliciter un isomorpghisme entre Gal(P) et un sous-groupe du
groupe des permutations Sy.

(e) Quelle est la structure de Gal(P)?

(f) Combien L contient-il de sous-corps qui sont des extensions de Q
de degré 47 Lesquelles sont galoisiennes sur Q 7
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Chapitre 5

Compléments : groupes,
polynomes

5.1 Produits semi-directs

Soient G’ et G deux groupes notés multiplicativement, et v : G — Aut(G’)
un morphisme de groupe. L’image par 7 de x € G est notée 7,.
On définit sur le produit cartésien G x G’ une opération :

(@', 2) (', y) = (@), zy) .
Proposition 5.1.1. L’opération précédente définit une structure de groupe.

Définition 5.1.2. On appelle produit semi-direct de G’ et G au dessus de ~
le groupe précédent. On le note G’ x., G.

Remarque 5.1.3. Lorsque v est constante : Vo € G, v, = Idg, on retrouve le
produit direct.

Exemple 5.1.4. Soient G' =< a >, G =< b > des groupes cycliques d’ordres
respectifs n > 2 et 2, et v : G — Aut(G’) défini par v,(a*) = a=*.

Le produit semi-direct G’ x,G est appelé groupe diédral a 2n éléments, et noté
D,,. Tl est engendré par o = (a,b°) et 8 = (a°, b) qui satisfont les relations
(ici e = (a% %) est le neutre) : o™ = e = 32, Ba = a~'3. Notons que les
éléments o3 qui ne sont pas dans le groupe cyclique < a > sont d’ordre 2
et pour n > 2 engendrent un sous-groupe qui n’est pas distingué.

Théoréme 5.1.5 (Décomposition en produit semi-direct). Soient H et K
des sous-groupes d’un groupe G noté mutiplicativement. Si H est un sous-
groupe distingué et H N K = {e}, alors HK est un sous-groupe de G iso-
morphe au produit semi direct H X, K, ot y(h) = khk™".
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Remarque 5.1.6. Dans le cas de groupes finis, le cardinal de H K est le produit
des cardinaux de H et de K, il est facile de voir si HK est égal a G'!

5.2 Groupes libres et présentations

Etant donné deux symboles a et b, on consideére I'ensemble des mots (suites
finies) en a, b, @ et b (le mot vide est admis). Un mot est réduit si et seulement
s’il ne contient aucune occurrence d’un symbole suivi de son nverse : aa, aa,
bb ou bb,

Le groupe libre a deux éléments L(a,b) est 'ensemble des mots réduits en
a, b, @ et b (y compris le mot vide), muni de 'opération obtenue avec la
concaténation suivie de la réduction : on itere 'enlevement de 1’occurence
d’un symbole suivi de son inverse, tant qu’on en trouve.

Proposition 5.2.1. a) L(a,b) est un groupe.
b) Pour tout groupe G, et tout © € G, and y € G, il existe un unique
morphisme de groupe ¢ : L(a,b) — G tel que ¢(a) = x, ¢p(b) = y.

On défini de méme plus généralement le groupe libre a n générateurs :

L(ay,...,ay,), voire le groupe libre L(E) avec un ensemble quelconque de
générateurs.
Etant donné un ensemble R C L(E), on note :

(E;R) ,

le quotient du groupe libre L(FE) par le sous-groupe normal engendré par R.

Définition 5.2.2. Une présentation d’un groupe G est un ensemble E de
générateurs et un ensemble R C L(FE) qui engendre, comme sous-groupe nor-
mal, le noyau du morphisme L(E) — G qui étend I'inclusion des générateurs :

(E;R) ~ G .

5.3 Action de groupe

Définition 5.3.1. Une action d’un groupe G sur un ensemble X est un
morphisme du groupe G dans les bijections de X, v: G — B(X).

On note habituellement g.x pour 7,(z). On peut aussi définir une action
comme 'opération externe : (g, ) — g.x, avec e.x = z et g.(¢".x) = (99').x
pour tout z,g, ¢'.

FExemple 5.3.2. Un sous-groupe H d’un groupe G opere sur GG par translation
a gauche.
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5.3.1 Orbites et stabilisateur

Une action d’un groupe G sur un ensemble X définit une partition de G en
orbites Gx = {g.z, g € G}. Le stabilisateur d’un élément z est le sous-groupe
Stab(z) = {g, g.x = z}.

Dans le cas de 'action par translation a gauche de ’exemple précédent les
orbites sont les classes a gauche Hx et le stabilisateur est trivial.

Lemme 5.3.3. Etant donnée une action du groupe G sur X, le cardinal de
Uorbite de x € X est égal a l'indice du stabilisateur |G : Stab(z)].

Théoréme 5.3.4 (Formule des classes). Etant donnée une action du groupe
G sur un ensemble fini X, on a :

card(X) = ) #Gx = ) _[G : Stab(z)] ,

TER TER

ou R C X est un ensemble représentatif des classes.

Action de conjugaison

Un groupe G agit sur lui-méme par conjugaison : (g, h) — ghg™'. Le stabili-
sateur de h, noté (', s’appelle alors le centralisateur de h.

Un groupe G agit sur ses sous-groupes par conjugaison : (g, H) — gHg™'.
Le stabilisateur de H ; noté Ny s’appelle alors le normalisateur de H.

Proposition 5.3.5. Dans un groupe G de cardinal p® avec p premier, le

centre est non trivial.
24/10/2011

5.4 Groupes résolubles

Définition 5.4.1. Un groupe G est résoluble si et seulement s’il existe une
suite :

{e}=GocGiC---CG,,=G,

avec, pour tout i < m, G; sous-groupe distingué de G;1, et G;11/G; abélien.

Théoreme 5.4.2. Tout groupe G de cardinal p® avec p premier est résoluble.
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5.5 Théoremes de Sylow

Définition 5.5.1. Dans un groupe G de cardinal mp®, p premier qui ne
divise pas m, on appelle p-sous-groupe de Sylow (ou simplement p-Sylow)
tout sous-groupe de cardinal p®.

Théoreme 5.5.2. Soit G un groupe de cardinal mp®, p premier qui ne divise
pas m, alors le nombre n, de p-sous-groupes de Sylow est congru a 1 modulo

p.

Théoreme 5.5.3. Soit G un groupe de cardinal mp®, p premier qui ne divise
pas m, alors tous les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués et leur nombre
n, divise m.

5.6 Polynémes a n variables

Soit A un anneau commutatif et Xy,...,X,, des indéterminées. On note
A[Xy,..., X, Pensemble des familles d’éléments de A indexées par N™, avec
un nombre fini de termes non nuls, notées comme combinaisons linéaires des
X Xk >0 les dléments de A[X, ..., X,] s’écrivent sous la forme :

_ k1 kn __ k1 kn
P — Z ak177an1 .. 'XTL — Za&Xl .. .Xn .
k

Ktk
A[Xy, ..., X,] est muni des opérations :
O ap X X))+ O XX = (g + be) XX
k k k

O a Xt XS b X LX) =D e XX
k L v

avec ¢, = Z agby ,
k+l=v

et de I'application de structure :

n: A — A[X1,7Xn]
a — aX’=aq

Proposition 5.6.1. A[X,...,X,]| est une algébre sur A.

Remarque 5.6.2. L’application qui définit la structure d’algebre est injec-
tive, d’image les polynomes constants; A est identifié au sous-anneau de
A[Xy,..., X, formé par les polynomes constants.
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Proposition 5.6.3 (Propriété universelle). Soit B une algebre sur l’anneau
commutatif A, et by, ..., b, des éléments de B, alors il existe un unique mor-
phisme d’algébre Ew, . b, @ AlX1,...,X,] = B qui envoie chaque X; sur
b;.

Proposition 5.6.4. Les anneaus AlXq, .o, X, X et
A[Xq, . X ][ Xn] sont isomorphes.

Corollaire 5.6.5. Si l'anneau A est factoriel, alors A[Xq, ..., X,] est facto-
riel.

.....

suite des exposants (ki,...,k,); son degré total ou simplement son degré
est la somme des exposants : |k| = 3, k;.

Le degré d’un polynéme non nul est le maximum des degrés (totaux) de ses
monomes.

5.7 Polynomes symétriques

Le groupe symétrique S, agit a gauche sur A[X7,..., X,,] par permutation
des variables : pour o € S,,,

o.P(Xy,...,X,) = P(Xoq), -, Xow) -

Définition 5.7.1. Les polynomes invariants sous l'action du groupe
symétrique forme un sous-anneau de A[X7, ..., X,] : le sous-anneau des po-
lynémes symétriques, noté A[Xy, ..., X, |

Polynomes symétriques élémentaires

Définition 5.7.2. Pour 1 < k < n le polynome symétrique élémentaire
or € A[Xq, ..., X,]?¥" est le coefficient de degré n — k du polynome :
H(T + X;) € A[Xy,..., X,][T] .

(A
Remarques 5.7.3. 1. Ona:op= >  X;...X;
i1 <ig<-<ig
2. Relations entre coefficients et racines :

e

n

[[(X —)=X"+ zn:(—l)kcrk(al, ) XTR
k=1

i=1
Théoreme 5.7.4. Tout polynome symétrique s’écrit de maniére unique

comme un polynome dans les polynomes symétriques élémentaires : le mor-
phisme d’algébre de A[Y1,...,Y,] dans A[Xq, ..., X,]%¥™ qui envoit Yy sur oy,
est un isorphisme d’algebre.
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5.8 Résultant et discriminant

Définition 5.8.1. Soient K un corps, P € K[X]| un polynéme unitaire et
pour @ € K[X], 1o la multiplication par ) modulo P :

b KX)/(P) — KIX]/(P)

U — UQ

On définit le résultant :

Res(Q, P) = det(v)q) .

Théoréme 5.8.2. Le résultant Res(Q, P) est non nul si et seulement si P
et () sont premiers entres euz.

Remarque 5.8.3. Le résultant ne change pas par extension du corps des co-
efficients.

Proposition 5.8.4. a) Res(Q1Q2, P) = Res(Q1, P)Res(Qs, P).
b) Res((Q, X — a)f) = Q(a)".
c) Res(Q, P P2) = Res(Q, P1)Res(Q, P,).
d) Si P est scindé : P = [[(X — ), alors :
i=1

n

Res(Q, P) = [] Q(a).

i=1

Discriminant

Soit P = ag + -+ + ap1 X" ' + X™ un polyndome unitaire de degré n a
coefficients dans un corps K.

Définition 5.8.5. Le discriminant de P est :

n(n

Disc(P) = (1) Res(P, P) .

Théoréme 5.8.6. Si le polynome unitaire P est scindé : P = [[(X — ),
i=1
alors :

DlSC(P) = H(ZB] — l’i)z .

1<j

Corollaire 5.8.7. Le polynome unitaire P a une racine double si et seule-
ment si son discriminant est nul.
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Chapitre 6

Applications de la théorie de
Galois

6.1 Groupe de Galois d’un polynome
générique
Soit K un corps. On appelle polynéme générique sur K le polynome
P=X"—y X" (1) € Ky, ya)[X]

Théoreme 6.1.1. Le polynome générique sur K est séparable et son groupe
de Galois est isomorphe au groupe symétrique S,,.

Démonstration. On étudie 'extension (K(Xy,...,X,) : K(X1,...,X,,)"").
Toute permutation des variables s’étend en un automorphisme du
corps K(Xi,...,X,) qui est lidentité sur K(Xi,...,X,)*¥". Les corps
K(yi,..-,yn) et K(Xi,...,X,)"™ sont isomorphes. On obtient que
K(Xy,...,X,) est corps de décomposition du polynome séparable P, et I’ac-
tion Gal(P) — B({Xi,...,X,}) ~ &, est un isomorphisme. O

Remarque 6.1.2. Si on a une extension (K : k), on obtient le méme résultat
pour un polynome P € K[X] dont les coefficients sont algébriquement
mdépendants sur k.

6.2 Groupe de Galois d’un polynéme et dis-
criminant

Le groupe des permutations des racines d’un polynoéme P, isomorphe au
groupe symétrique S,,, contient le sous-groupe des permutations paires (iso-

33



morphe au groupe alterné A,,).

Remarque 6.2.1. Le discriminant de P € K[X] est invariant sous 'action du
groupe de Galois de P ; il appartient au corps K et plus précisément au corps
engendré par les coefficients de P.

Proposition 6.2.2. Le groupe de Galois d’un polynéme séparable P € K|[X]|
est contenu dans le sous-groupe des permutations paires si et seulement si le
discriminant de P est un carré dans K.

Démonstration. Le discriminant de P = [, (X — x;) est D = d?, avec
d = [Ti<icj<n(z; — x;). C’est un carré dans le corps K si et seulement si d
est fixe par tous les élements du groupe de Galois. Pour une permutation o
des racines de P, 0.d = €,d, ou €, est la signature : le discriminant de P est
un carré dans K si et seulement si tout élément du groupe de Galois induit
une permutation paire. ]

6.3 Théoreme de d’Alembert-(zauss par la
théorie de Galois

On se propose de démontrer que C est algébriquement clos. On obtient, sans
utiliser le théoreme de d’Alembert-Gauss les lemmes suivants (démontrer) :

Lemme 6.3.1. Le corps C n’a pas d’extension de degré 2.
Lemme 6.3.2. Le corps R n’a pas d’extension non triviale de degré impair.
Théoréme 6.3.3 (d’Alembert-Gauss). Le corps C est algébriqguement clos.

Démonstration. Soit P un polynome a coefficients complexes, et K son corps
de décomposition : c¢’est une extension galoisienne de C et aussi de R. On
écrit le degré de l'extension (K : C) sous la forme [K : C] = 2%m, avec m
impair. On a alors [K : R] = 2°"'m. Par le théoreme de Sylow, le groupe de
Galois Gal(K : R) de cardinal 2*™'m a un sous-groupe H C Gal(K : R) de
cardinal 29!, Le corps fixe K est une extension de R de degré m impair :
elle est triviale, m = 1. Il reste un groupe de Galois G = Gal(K : C) de
cardinal 2¢. L’exercice ci-dessous montre que si GG, de cardinal 2 est non
trivial, alors il a un sous-groupe d’indice 2. Le corps fixe pour ce sous-groupe
ferait une extension de C de degré 2, ce qui est exclu par le lemme précédent.
Finalement K = C. O

Fxercice 6.3.4. Montrer que tout groupe de cardinal p® avec p premier et
a > 0 a un sous-groupe distingué d’indice p.
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6.4 Résolubilité par radicaux

Définition 6.4.1. Une extension (L : K) est cyclique (resp. abélienne) si et
seulement si elle est galoisienne et son groupe de Galois est cyclique (resp.
commutatif).

Proposition 6.4.2. Soit K un corps, de caractéristique nulle ou premiére
avec n, qui contient les racines n-iemes de l'unité. Pour a € K [’extension
K (D) ou b est racine n-ieme de a (dans le corps de décomposition de X™ —a)
est cyclique de degré d diviseur de n.

Proposition 6.4.3. Soit (L : K) une extension cyclique de degré n sur un
corps, de caractéristique nulle ou premiere avec n, qui contient les racines
n-iemes de l'unité, alors L = K(b) avec b de polynéme minimal X™ — a.

Définition 6.4.4. a) Une extension radicale d’un corps K est un corps ob-
tenu par une suite d’extensions, chacune étant engendrée par une racine :

K:KQCch...Km:L,

avec Kz = Ki_1<bz‘), b?z = a;, a; € Ki—l-

b) Un polynome a coefficients dans un corps de caractéristique nulle est
résoluble par radicaux si et seulement s’il existe une extension radicale qui
contient toutes ses racines.

Théoréme 6.4.5. Un polynome P a coefficients dans un corps de ca-
ractéristique nulle est résoluble par radicaux si et seulement si son groupe
de Galois G est résoluble, c’est a dire qu’il existe une suite :

{e}=GoCcG,C---CG,=G,
avec, pour tout i < m, G; sous-groupe distingué de G, 1, et Gi11/G; abélien.

Démonstration. Soit P un polynome a coefficients dans K.
Supposons que P est résoluble par radicaux : le corps de décomposition L de
P sur K est contenu dans une extension K,, telle que :

K:K()CKlC"'CKm,

avec K; = K;_1(b;), b;" = a; € K;—1. Pour n = PPCM (ny,...,n,), notons
K' = K((,) l'extension cyclotomique de K obtenu en adjoignant la racine
n-ieme de 'unité ¢, et K! = K;(¢,) = K[_,(b;). L'extensions (K’ : K) est
abélienne. Comme n; divise n, K| contient les racines n;-iemes de 1'unité, et
les extensions (K| : K/ ;) sont cycliques pour 1 < i < m.
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On obtient une tour d’extension galoisiennes :
K, =KCcK,=K CcK,Cc---CK], .
La correspondance de Galois nous donne une suite de groupes :
G DG, D--DG, = {id}.

avec pour tout 0 < ¢ < m, G} distingué dans G,_; et G,_,/G} abélien. Le
groupe G' ;| = Gal(K] , K) est donc résoluble. On a une tour d’extensions
galoisiennes :

KCcLCK,],

Le groupe de Galois Gal(L, K) = Gal(K],, K)/Gal(K],, L) est quotient d'un
groupe résoluble. C’est un groupe résoluble.

Supposons que le groupe de Galois du polynoéme P, Gal(P) = Gal(L, K) est
résoluble (L est corps de décomposition de P) :

{e}=GocGiC---CG,,=G,

avec, pour tout i < m, G; sous-groupe distingué de G,1, et G;11/G; cyclique
(voir I'exercice 6.4.7). On considere les corps fixes K; = L&, On obtient
une tour d’extensions :

K=KycK,C---CK,,=1L.

Les extensions (L : K;) sont galoisiennes, et Gal(L, K;) = G,,_; est un sous-
groupe distingué de Gal(L, K;_1) = G,—;41. Les extensions (K; : K;_1) sont
donc galoisiennes de groupe de Galois cyclique Gy, +1/Gpm—i. Elles sont donc
primitives : K; = K;_1(x;). On adjoint a chaque corps K; une racine de I'unité
¢, dordre n = [L : K] : K] = Ki((,) = Ki(Co,v) = Kl(z;). L'extension
(K; : K;_1) est galoisienne, donc le groupe de Galois Gal(K;, K; 1) est en
bijection avec les racines du polynome minimal de x; sur K;_1, qui sont toutes
dans K;. Le groupe de Galois Gal(K], K/_;) est isomorphe au sous-groupe
de Gal(K;, K;_1) correspondant aux racines du polynoéme minimal de x; sur
K;_1 qui sont aussi racines du polynome minimal de z; sur K/ ;. C’est un
sous-groupe d'un groupe cyclique, donc un groupe cyclique. Le degré n; de
I'extension (K, K]_,) divise n, donc les racines n;-iemes de 1'unité sont dans
K. L’extension (K] : K/ ;) est donc de la forme K/ (b;), b;". On obtient
que L est inclus dans une extension radicale. O

Ezercice 6.4.6. Montrer qu’un groupe fini GG est résoluble si et seulement s’il
existe une suite :

{e}=GocGycCc---CG,=G,

avec, pour tout ¢ < m, G; sous-groupe distingué de G,1, et G;11/G; cyclique
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Exercice 6.4.7. Montrer qu'un quotient d’'un groupe résoluble est résoluble.

Théoreme 6.4.8. Pour n > 5, le polynome générique de degré n n’est pas
résoluble par radicauz.

C’est une conséquence du fait que pour n > 5 le groupe alterné A,, est simple
(pas de sous-groupe distingué autre que le trivial et lui-méme).

Exercice 6.4.9. Décrire les classes de conjugaison dans As, et déduire une
preuve de la simplicité de As.

6.5 Polynomes de petit degré
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Chapitre 7

Introduction a la théorie des
modules

7.1 Définitions de base

Soit A un anneau.

Définition 7.1.1. Un module (a gauche) sur A est un groupe abélien M
muni d’une opération externe :

AxM — M
(a,v) — aw

qui vérifie :

la double distributivité : V(a,b) € A> Vv € M (a+b).v = a.v + b.v et
Va € AV(v,w) € M? a.(v+w) = av+ aw;

Passociativité mixte : V(a,b) € A> Vv € M a.(b.v) = (ab).v ;

P’action du neutre : Vv € M 1.v = v.

Un module sur un corps est un espace vectoriel.

Exemples 7.1.2. 1. Un anneau A est un module sur lui-méme ; une algebre
sur A est aussi un module.

2. Un groupe abélien est un module sur Z.

Définition 7.1.3. Un sous-module d'un A-module M est un sous-groupe
abélien qui est stable pour 'opération externe.

Remarque 7.1.4. Les sous-modules de ’anneau A, vu comme module a gauche
sur lui-méme sont les idéaux a gauche.
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L’intersection d’une famille de sous-modules est un sous-module, et on a donc
une notion de sous-module engendré par une partie non vide F' C M : le plus
petit sous-module qui contient F'.

Proposition 7.1.5. Le sous-module engendré par F' C M est l’ensemble
C(F) des combinaisons linéaires des éléments de F'.

Définition 7.1.6. La somme (interne) d'une famille de sous-modules de M
est le sous-module engendré par la réunion. On la note : Z M.

iel
Définition 7.1.7. Une application f : M — N entre les A-modules M et N
est A-linéaire si et seulement si elle respecte les combinaisons linéaires :

V(a,b) € A Y(v,w) € M?* f(av +bw) = a.f(v) +b.f(w) .

Les applications A-linéaires de M vers N forment un module noté
Hom (M, N). Les applications A-linéaires de M dans M (endomorphismes)
forment une algebre sur A, noté End4(M). L’application réciproque d’un en-
domorphisme bijectif est linéaire : les endomorphismes bijectifs du A-module
M forment un groupe noté GL4(M).

Proposition 7.1.8. Image et noyau d’une application linéaire sont des sous-
modules.

Changement d’anneau

Si B est une A-algebre, tout B-module est aussi un A-module.

7.2 Module quotient

Proposition 7.2.1. Soit N wun sous-module d’un A-module M, alors

Uopération externe induit sur le groupe abélien quotient M /N une structure
de A-module.

Proposition 7.2.2 (Factorisation d’un morphisme d’anneau). Soit
f:M — M une application linéaire, N un sous-module de M,
p: M — M/N la projection canonique. L’application linéaire f facto-
rise par le quotient M/N si et seulement si N C Ker(f). Le morphisme g a
méme image que f et est injectif si et seulement si N = Ker(f).

Corollaire 7.2.3 (Premier théoreme d’isomorphisme). Soit f : M — N une
application linéaire, alors le quotient M /Ker(f) est isomorphe a l'image de

7.
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FEzercice 7.2.4 ( Second théoreme d’isomorphisme). Soient N et P deux sous-
module de M. Démontrer que : (N + P)/P est isomorphe a N/N N P.

FEzercice 7.2.5 ( Troisieme théoreme d’isomorphisme). Soient P C N deux
sous-modules de M. Démontrer que I'inclusion de N dans M induit une iden-
tification de N/ P avec un sous-module de M/ P, et que : M /N est isomorphe
a (M/P)/(N/P).

7.3 Modules libres et sommes directes

On note A! la A-algebre des applications de I’ensemble I dans A. On utilisera
habituellement la notation a = (a;)es et le vocabulaire famille.

Les familles & support fini forment un sous-module noté AX) (en fait un idéal
de A!) . Les élément de AY) s’écrivent de maniére unique comme combinaison
linéaire des e; qui prennent la valeur 1 en i et 0 ailleurs (base canonique).

Proposition 7.3.1 (Propriété universelle). Le A-module AYY) muni de la
base canonique (e;);c; vérifie la propriété universelle suivante : Pour tout
A-module M, et toute famille (b;);c; d’éléments de M, il existe une unique
application linéaire f : AD — M qui envoie chaque e; sur b;.

Définition 7.3.2. Le A-module M est libre de base (b;);cs si et seulement
si I'application linéaire définie dans la proposition précédente est un isomor-
phisme.

Soit (M;);e; une famille de module.

Définition 7.3.3. Le produit I_IMZ muni des opérations :
iel
(@) + (y) = (@ +vi)  a.(2) = (a.z;) |
est un A-module.
Définition 7.3.4. La somme directe @Ml est le sous-module du produit
constitué des familles (x;) qui n’ont qile{m nombre fini de termes non nuls
(presque nulles).

7.4 Eléments de torsion

Définition 7.4.1. a) Un élément v d’'un A-module M est de torsion si et
seulement s'il existe a € A — {0} tel que a.v = 0.

b) Un module est de torsion si et seulement si tous ses éléments sont de
torsion.
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Exemples 7.4.2. 1. Dans un groupe abélien les éléments de torsion sont ceux
d’ordre fini.
2. Le Z-module Q/Z est de torsion.

Proposition 7.4.3. Soit M un module sur un anneau commutatif A.
L’ensemble de ses éléments de torsion forme un sous-module (de torsion)
Tors(M).
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Chapitre 8

Modules sur les anneaux
principaux

8.1 Sous-modules d’un module libre

Théoreme 8.1.1. Tout sous-module d’un module libre sur un anneau prin-
cipal est libre.

8.2 Modules de type fini

Définition 8.2.1. Un module est de type fini si et seulement s’il admet une
partie génératrice finie.

Définition 8.2.2. Le rang d’'un A-module de type fini est le maximum des
cardinaux des parties libres.

Théoréme 8.2.3. Soit A un anneau commutatif non nul et M un A-module
qui admet une base finie de cardinal n, alors toutes les bases ont le méme
cardinal et celui-ci est égal au rang de M.

Corollaire 8.2.4. Un sous-module d’un module de type fini sur un anneau
principal est de type fini.

8.3 Forme normale de Smith

Un module M de type fini sur un anneau principal A est isomorphe au
quotient d’'un module libre L de rang fini par un sous-module N. Ce sous-
module N est libre de type fini. Si B = (by,...,b,) est une base de L et
si F'=(f1,...,fn) est une partie génératrice de N, on dit que la matrice
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P = ([f;]5) est une matrice de présentation de M : M ~ A™/Im(P) =
coker(P).

On obtient un module isomorphe en multipliant, a gauche et a droite, la
matrice de présentation par une matrice inversible. La forme normale de
Smith étend la réduction de Gauss au cas d'un anneau principal.

Définition 8.3.1. Une matrice D = (d;;)i<m,j<n €st de forme normale de
Smith si et seulement si :

d;j = 0 pour ¢ # j, et

pour ¢ < min(m,n), d;; divise d; 1141 -

Définition 8.3.2. Une matrice est dite élémentaire lorsqu’elle est obtenue
par des opérations élémentaires sur les lignes ou colonnes de la matrice iden-
tité. Les opérations élémentaires sur une matrice sont les suivantes :

permuter deux lignes (resp. deux colonnes),

ajouter un multiple d’une ligne a une autre ligne (respectivement
colonne),

multiplier une ligne ou une colonne par un scalaire inversible.

Théoréeme 8.3.3. a) Pour toute matrice P a m lignes et n colonnes, a
coefficients dans un anneau principal A, il existe des matrices inversibles U
et V telle que UPV = D est une matrice de forme normale.

b) Dans le cas euclidien il existe des produits de matrices élémentaires U et
V tels que UPV = D est une matrice de forme normale de Smith.

c¢) Les coefficients de D sont déterminés a multiplication par un inversible
pres.

Corollaire 8.3.4. Si A est un anneau euclidien, alors le groupe GL,(A) est
engendré par les matrices élémentaires.

8.4 Résultats de structure

Théoreme 8.4.1. Si un module de type fini sur un anneau principal est sans
torsion, alors il est libre.

Théoreme 8.4.2. Soit M un module de type fini sur un anneau principal,
alors M contient un sous-module libre L tel que :

L& Tors(M) — M
(z,y) = T4y

est un isomorphisme. (On dit que M est somme directe interne de L et
Tors(M).)
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Remarque 8.4.3. L n’est pas unique comme sous-module de M, mais son rang
est fixé : c’est celui de M.

Théoreme 8.4.4. Soit M un module de torsion de type fini sur un anneau
principal, alors il existe une suite d’éléments de A croissante pour la divisi-
bilité : aylay ... |a, # 0, unique modulo produit par des inversibles, telle que
M est isomorphe a :

EEA/(ai) .

Remarque 8.4.5. Les Z-modules de torsion de type fini sont les groupes
abéliens finis.

8.5 Modules primaires

Définition 8.5.1. a) Soient M un module sur un anneau principal A, et p un
élément irréductible de A. Un élément v de M est p-primaire si et seulement
s’il est annulé par une puissance de p :

JaeNp*v=0.

b) Les éléments p-primaires de M forment un sous-module : le sous-module
M, des éléments p-primaires.
c) Les sous-modules M,, non triviaux sont les composantes primaires de M.

Remarque 8.5.2. Lorsque p et ¢ sont associés, les sous-modules M, et M,
sont les mémes.

Proposition 8.5.3. a) Un module de torsion de type fini a un nombre fini
de composantes primaires (non triviales).

b) Un module de torsion de type fini est somme directe de ses composantes
PTIMAITES.

Remarque 8.5.4. Deux modules de torsion de type fini sont isomorphes si et
seulement si leurs composantes primaires sont isomorphes.

Structure des modules primaires

Théoreme 8.5.5. Soit A un anneau principal et M un A-module de
type fini p-primaire. Il existe une wunique suite croissante d’entiers :
0<a; <ag - < a, telle que M est isomorphe a :

@A/wi) |
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8.6 Invariants de similitude d’un endomor-
phisme

Soient ' un K-espace vectoriel de dimension finie, et f un endomorphisme de
E. Une structure de K[X]-module est définie sur £, avec 'opération externe :
K X]xE — E
(Pv) = Puv=P(f)(v)
Le K[X]-module E est de torsion, et sa classe d’isomorphisme est caractérisée

par ses facteurs invariants : une suite de polynomes unitaires, décroissante
pour la division : (Py,..., P,,). Le polynéme P; est le polynéme minimal.

Remarque 8.6.1. Une présentation de E comme K[X]-module est X1 —U ou
U est une matrice de f.

La matrice compagne d’un polynome unitaire

P=a+au X+ +a, X"+ X"

est :

00 0 ... 0 =—ag
10 0 ... 0 —a
0 1 0 ... 0 —an

c(P) = L
0 0 S :
0 0 1 0 —a,_9
0 0 0 1 —ap_q

Théoreme 8.6.2. L’endomorphisme f admet la suite de facteurs invariants
(P1, ..., Py) siet seulement s’il existe une base de E dans laquelle la matrice
est diagonale par blocs, avec les matrices compagnes des P; comme blocs
diagonauz.

Corollaire 8.6.3. Deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension
finie sont conjugués si et seulement s’ils ont les meémes facteurs invariants.

Ezercice 8.6.4. Dans le cas ou le polynome minimal est produit de facteurs
de degré 1 (scindé), retrouver la forme de Jordan classique.

8.7 Classification des sous-modules d’un mo-
dule libre

Théoréme 8.7.1 (Base adaptée). Soient M un module libre de rang n sur
un anneau principal A, et N un sous-module de rang m.
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a) 1l existe une suite (ay,...,a,) de A croissante pour la division, et une
base B = (by,...,b,) de M telles que : (arby,. .., anby,) est une base de N.
b) La suite (ay,...,an) est unique et caractérise la classe d’isomorphisme
du sous-module N : deux sous-modules N et N’ se correspondent par un
1somorphisme de M si et seulement si leurs suites invariantes sont les mémes.

8.8 Annexe : Modules de présentation finie

Définition 8.8.1. Soit A un anneau commutatif. Un A-module M est de
présentation finie s’il est isomorphe au conoyau d’une application linéaire
P:A"— A" : M ~ A™/Im(P). On dit que P est une (matrice de)
présentation de M.

Remarque 8.8.2. Dans le cas noethérien tout module de type fini est de
présentation finie.

Théoreme 8.8.3. Deux présentations d’un module de type fini sont reliées
par une suite de transformations de l'un des types suivants :

(i) Permutation des lignes ou des colonnes.

(11) Transformation élémentaire sur les lignes : L; < L; + aL;, ou sur les
colonnes : C; < C; + o).

P 0

0 1)

(iv) Ajout d’une ligne (resp. colonne nulle) ou l'inverse.

(iii) Stabilisation P <>
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