Chapitre 8

Modules sur les anneaux
principaux

8.1 Sous-modules d’un module libre

Théoreme 8.1.1. Tout sous-module d’un module libre sur un anneau prin-
cipal est libre.

8.2 Modules de type fini

Définition 8.2.1. Un module est de type fini si et seulement s’il admet une
partie génératrice finie.

Définition 8.2.2. Le rang d’'un A-module de type fini est le maximum des
cardinaux des parties libres.

Théoréme 8.2.3. Soit A un anneau commutatif non nul et M un A-module
qui admet une base finie de cardinal n, alors toutes les bases ont le méme
cardinal et celui-ci est égal au rang de M.

Corollaire 8.2.4. Un sous-module d’un module de type fini sur un anneau
principal est de type fini.

8.3 Forme normale de Smith

Un module M de type fini sur un anneau principal A est isomorphe
au quotient d’'un module libre L de rang fini par un sous-module N.
Ce sous-module N est libre de type fini. Si B = (by,...,b,) est une
base de L et si F = (fy,...,f,) est une partie génératrice de N, on
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dit que la matrice P = ([f;]p) est une matrice de présentation de M :
M ~ A™/Im(P) = coker(P).

On obtient un module isomorphe en multipliant, a gauche ou a droite, la
matrice de présentation par une matrice inversible. La forme normale de
Smith étend la réduction de Gauss au cas d’'un anneau principal. Elle va
permettre d’obtenir une présentation diagonale essentiellement unique.

Définition 8.3.1. Une matrice D = (d;;)i<m,j<n est de forme normale de
Smith si et seulement si :

d;j =0 pour @ # j, et

pour i < min(m,n), d;; divise d; 1141 -

Théoreme 8.3.2. Pour toute matrice P a m lignes et n colonnes, a
coefficients dans un anneau principal A, il existe des matrices inversibles U
et V telle que UPV = D est une matrice de forme normale de Smith.

Lemme 8.3.3. Pour toute matrice P a m lignes et n colonnes, a coefficients
dans un anneau principal A, il existe des matrices inversibles U et V' telle

queUPVz(cS 0

0 Q ), ou le coefficient 6 € A divise tous les coefficients de

la matrice Q.

Un algorithme conduisant a la forme donnée dans le lemme consiste a appli-
quer a la matrice P la premiere des opérations suivantes (instruction < switch
. case ... >), et a réitérer tant que le coeflicient P, ; ne divise pas tous les
autres ou qu’il existe un coefficient non nul P; ;, 7 > 1, ou F; 1, ¢ > 1. Chaque
passage conduisant soit a remplacer P;; par un diviseur strict, soit a faire
apparaitre un coefficient nul en plus dans la premiere ligne ou la premiere
colonne, on obtient la forme souhaitée en un nombre fini de passages.

Cas 1 S'il existe un coefficient P, ;, 7 > 1, non divisible par P, ;, alors on
calcule une relation de Bezout : uPy 1 +vP,; = PGCD(Py 1, Py ;) =0,
puis on multiplie a droite par une matrice inversible, dont 'effet sur les
colonnes est :

C’1<—u01+UCj, Cj<—w01+t0j,

=P _ Pia
5 t=5)

Cas 2 S'il existe un coefficient P, 1, ¢« > 1, non divisible par P, ;, alors on
calcule une relation de Bezout : uPy 1 + vP,; = PGCD(Py1,P;) =0,
puis on multiplie & gauche par une matrice inversible, dont 'effet sur
les lignes est :

(1w =

L1<—UJL1+’ULi, Li(—le—i‘tLi,
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P,
(w=— 1= %)

Cas 3 S'il existe un coeflicient P j, j > 1, non nul (divisible par P;;), on
annulle P ; en multipliant par la matrice élémentaire correspondant a

Cas 4 S'il existe un coefficient P;;, ¢ > 1, non nul (divisible par P;;), on
annulle P;; en multipliant par la matrice élémentaire correspondant a

P
Py

)

Cas 5 S'il existe un coefficient P, ;,7 > 1, 7 > 1, non divisible par P, ;, alors
on fait apparaitre P, ; en position (¢, 1) en multipliant a droite par la
matrice élémentaire correspondant a

Cy Oy +Cj,

puis on applique le cas 2.
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|P = matrix(ZZ, 4, [3,0,5,-6,0,-3,8,1,4,5,5,6,2,2,8,9])

P
3 0 5 -6
0 -3 8 1
4 5 6
2 8 9

| [D,U,V]=P.smith form()

D,U,V
100 0O g9 @ o6 1 % -3 -3 a9
010 O 0 0 10 26 25 91
g &b ogl'l=t 32 = @l’] =% I 31 41
0 0 0 25 5 —4 3 -1 3 & -8§ -3
| U*P*V
100 0O
o010 0
001 0
00 0 25

8.4 Résultats de structure

Définition 8.4.1. Un module est cyclique si et seulement s’il est engendré
par un élément.

Remarque 8.4.2. Sur un anneau principal A, un module cyclique est iso-
morphe soit & A, soit & un quotient A/(a).

Théoreme 8.4.3. Tout module de type fini sur un anneau principal est iso-
morphe a une somme directe de modules cycliques.
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Théoreme 8.4.4. Soit M un module de type fini sur un anneau principal,
alors M contient un sous-module libre L tel que :

L@ Tors(M) — M
(z,y) = xty

est un isomorphisme. (On dit que M est somme directe interne de L et

Tors(M).)

Remarque 8.4.5. L n’est pas unique comme sous-module de M, mais son rang
est fixé : c’est celui de M.

Théoreme 8.4.6. St un module de type fini sur un anneau principal est sans
torsion, alors il est libre.

Théoreme 8.4.7. Deux modules de type fini sur un anneau principal sont
1somorphes si et seulement s’ils ont le méme rang et si leurs torsions sont
1somorphes.

Théoreme 8.4.8. Soit M un module non nul, de torsion et de type fini sur
un anneau principal A, alors il existe une suite d’éléments non inversibles
de A croissante pour la divisibilité : aj|as ... |a, # 0, a; non inversible, telle

que M est isomorphe a :

@A/ (a;) .

i=1
Définition 8.4.9. Les éléments de la suite obtenue dans le théoreme
précédent sont appelés les facteurs invariants.

Théoreme 8.4.10. Deux modules de torsion de type fini sur un anneau
principal A sont isomorphes si et seulement s’ils ont les mémes facteurs
invariants (a multiplication par des inversibles prés).

Remarque 8.4.11. Les Z-modules de torsion de type fini sont les groupes
abéliens finis. Le théoreme contient la classification des groupes abélien finis :
ils se décomposent en produit de groupes cycliques et sont classifiés par la
suite de leurs facteurs invariants.

8.5 Modules primaires

Définition 8.5.1. a) Soient M un module sur un anneau principal A, et p un
élément irréductible de A. Un élément v de M est p-primaire si et seulement
s’il est annulé par une puissance de p :

JaeNp*v=0.
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b) Les éléments p-primaires de M forment un sous-module : le sous-module
M, des éléments p-primaires.
c) Les sous-modules M, non triviaux sont les composantes primaires de M.

Remarque 8.5.2. Lorsque p et ¢ sont associés, les sous-modules M, et M,
sont les mémes.

Proposition 8.5.3. a) Un module de torsion de type fini a un nombre fini
de composantes primaires (non triviales).

b) Un module de torsion de type fini est somme directe de ses composantes
primaires.

Remarque 8.5.4. Deux modules de torsion de type fini sont isomorphes si et
seulement si leurs composantes primaires sont isomorphes.

Structure des modules primaires

Théoreme 8.5.5. Soit A un anneau principal et M un A-module de
type fini p-primaire. Il existe une unique suite croissante d’entiers :
0<a; <ag--- < telle que M est isomorphe a :

8.6 Invariants de similitude d’un endomor-
phisme

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, et f un endomorphisme de
E. Une structure de K[X]-module est définie sur E, avec 'opération externe :

KIX]|xE — E
(P,v) — Puv=P(f)(v)

Le K[X]-module E est de torsion, et sa classe d’isomorphisme est caractérisée
par ses facteurs invariants : une suite de polynémes unitaires, croissante pour
la division : (Py,..., Py). Le polynome P, est le polynome minimal.

Proposition 8.6.1. Une présentation de E comme K[X|-module est X1 —U
ou U est une matrice de f.

La matrice compagne d’un polynome unitaire

P=ay+auX+ - +a, 1 X"+ X"
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est :

00 0 ... 0 —ag
10 0 ... 0 -—a
01 0 ... 0 —ay
C(P) = 0 0 R
00 1 0 —a, o
00 0 1 —a,,

Théoreme 8.6.2. L’endomorphisme f admet la suite de facteurs invariants
(P1, ..., Py) siet seulement s’il existe une base de E dans laquelle la matrice
est diagonale par blocs, avec les matrices compagnes des P; comme blocs
diagonauz.

Corollaire 8.6.3. Deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension
finie sont conjugués si et seulement s’ils ont les mémes facteurs invariants.

Ezercice 8.6.4. Dans le cas ou le polynome minimal est produit de facteurs
de degré 1 (scindé), retrouver la forme de Jordan classique.

8.7 Modules de présentation finie et idéaux
de Fitting

Définition 8.7.1. Soit A un anneau commutatif. Un A-module M est de
présentation finie s’il est isomorphe au conoyau d’une application linéaire
P:A" - A" : M ~ A™/Im(P). On dit que P est une (matrice de)
présentation de M.

Remarque 8.7.2. Dans le cas noethérien tout module de type fini est de
présentation finie.

Théoreme 8.7.3. Deux présentations d’un module de type fini sont reliées
par une suite de transformations de l'un des types suivants :

(i) Permutation des lignes ou des colonnes.

(i1) Transformation élémentaire sur les lignes : L; < L; + oL;, ou sur les
colonnes : C; < C; + aC}.

P 0

0 1)

(iv) Ajout ou suppression d’une colonne nulle.

(111) Stabilisation P <

Définition 8.7.4. Soit A un anneau commutatif et P une matrice & m
lignes et n colonnes. Pour 0 < k£, le k-ieme idéal de Fitting de P est 1'idéal
F} engendré par les mineurs d’ordre m —k si m —k < n et est égal a A sinon.

48



Remarque 8.7.5. Les idéaux de Fitting forment une suite croissante d’idéaux.

Exercice 8.7.6. Décrire les idéaux de Fitting d'une matrice sous forme nor-
male de Smith.

Théoreme 8.7.7. Les idéaux de Fitting d’un module M de présentation P
ne dépendent pas de P.

Définition 8.7.8. Les idéaux de Fitting d’'un module M de présentation
finie sur un anneau commutatif A sont ceux d’une présentation.

Proposition 8.7.9. Soit A un anneau principal.

a) Un module de type fini sur A est de torsion si et seulement si son idéal
de Fitting Fo(M) est non nul.

b) Pour un A-module M de type fini et de torsion, de facteurs inva-
riants dy|ds| . .. |dm, le module de Fitting Fi.(M) est engendré par le produit
O = d1d2 c. dm—k-

8.8 Classification des sous-modules d’un mo-
dule libre sur un anneau principal

Théoréme 8.8.1 (Base adaptée). Soient M un module libre de rang m sur
un anneau principal A, et N un sous-module de rang n.

a) 1l existe une suite (aq,...,a,) de A croissante pour la division, et une
base B = (by,...,by) de M telles que : (aiby, ..., a,b,) est une base de N.
b) La suite (aq,...,a,) est unique et caractérise la classe d’isomorphisme

du sous-module N : deux sous-modules N et N' se correspondent par un
1somorphisme de M si et seulement si leurs suites invariantes sont les mémes
aux inversibles pres.

Remarque. Ici on peut avoir a; = 1.

Proposition 8.8.2. Soient P une matrice dont les colonnes engendrent le
sous-module N de A™ et D = UPV une réduction a la forme normale de
Smith. Alors les colonnes de U™ forment une base adaptée.
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