Université Paris 7 - Denis Diderot Algebre M1

EXAMEN PARTIEL, MERCREDI 9 NOVEMBRE 2011

L’épreuve dure 3 heures. Les exercices A, B et C peuvent étre traités indépendamment. Les résumés de

cours sont autorisés. Le baréme est donné a titre indicatif : 5+6-+9.

A —

Soit P dans F5[X] le polynéme X° — X — 1, et K le corps de décomposition de P sur Fs.
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B-

Montrer que P n’a pas de racine dans Fs.

Soit « une racine de P dans K. Montrer que « + 1 est aussi racine de P.

Quel est le polynome minimal de « sur F5? Est-ce que P est irréductible sur F5?
Quel est le degré de 'extension (K : F5)? Quel est le groupe de Galois Gal(K : F5)?
Décrire I'action du groupe de Galois Gal(K : F5) sur les racines de P.

Le polyndome X% — X — 1 est-il irréductible sur K ? sur Fs ?

Soit ( = eio. Le but de l'exercice est de décrire les corps contenus dans le corps cyclotomique

I —
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Soit F'=Q(v), avec v =¢€'5 .

1.
2.

Quel est le groupe de Galois Gal(F' : Q)7

Trouver un nombre réel non rationnel a dans F.

Montrer que Q(«) est une extension galoisienne de Q et préciser son degré.
Quels sont les sous-corps de F'7

Quel est le groupe de Galois Gal(L : Q)7

Montrer que ce groupe est isomorphe au produit de deux groupes cycliques.

Décrire tous les corps K contenus dans L. Pour chacun d’eux trouver un élément primitif.

Combien existe-t-il de polynomes unitaires de degré 2 irréductibles sur F3 7
Démontrer que le polynome X* 4+ X — 1 est irréductible sur Fs.
Soient P et (Q les polynomes : P = X4 +4X —1et Q = X3+ 4X + 16.
Etudier I'irréductibilité sur Q des polynomes P et ().
Quelle est la structure du groupe Gal(Q) 7
Soit aq, a, as, ay les racines de P dans un corps de décomposition L. On pose :
01 = (oq + o) (a3 + au),
Oy = (a1 + a3)(ag + ay),
b3 = (0q + o) (az + ag).
(a) Onnote o;, 1 <i < 3, les polynémes symétriques élémentaires en trois variables. Démontrer

que les 0;(61,02,03), 1 < i < 3, sont des nombres rationnels. Calculer ces nombres.

(b) Soit K = Q(#,0,03). Montrer que Gal(L : K) est isomorphe a un sous-groupe normal
du groupe symétrique S;.

(c¢) Déterminer la structure des groupes Gal(K : Q), Gal(L : K) et Gal(L : Q).



