
❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡

✷✳✶ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

▲❡ s✐♠♣❧❡①❡ st❛♥❞❛r❞ ∆n ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R
n+1 ✿

∆n = {(t0, . . . , tn), ∀i ti ≥ 0,
∑

i

ti = 1} .

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❯♥ s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X

❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ σ : ∆n → X✳

P♦✉r 0 ≤ i ≤ n✱ ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i✱ F n
i ✱ ❞❡ ∆n ❡st ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

n− 1 ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

F n
i (t0, . . . , tn−1) = (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1) .

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❝❡ s✐♠♣❧❡①❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ s❡s s♦♠♠❡ts ✿
(e0, . . . , êi, . . . , en)✳ ■❝✐ (e0, . . . , en) ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R

n+1✱ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣❡❛✉ s✐❣♥✐✲
✜❡ q✉❡ ei ❡st ❡♥❧❡✈é ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s
s✐♥❣✉❧✐❡rs ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿

∀i < j, F n+1
j ◦ F n

i = (e0, . . . , êi, . . . , êj, . . . , en+1) = F n+1
i ◦ F n

j−1 .

❙♦✐t X ✉♥❡ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ P♦✉r n ≥ 0✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ n ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ Cn(X) ❞❡ ❜❛s❡ ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s X✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r n ≥ 1✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜♦r❞ ✿

∂n : Cn(X) → Cn−1(X) ,

✻



❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ σ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 1
♣❛r ✿

∂nσ =
n∑

i=0

(−1)iσ ◦ F n
i .

P♦✉r n = 0✱ ∂0 : C0(X) → C−1(X) = {0} ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱ ∂n ◦ ∂n+1 = 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t σ : ∆n+1 → X ✉♥ n+ 1✲s✐♠♣❧❡①❡✳

(∂n ◦ ∂n+1) σ =
∑n+1

i=0

∑n

j=0(−1)i+jσ ◦ Fi ◦ Fj

=
∑

0≤j<i≤n+1(−1)i+jσ ◦ Fi ◦ Fj +
∑

0≤i<j≤n+1(−1)i+j−1σ ◦ Fi ◦ Fj−1

= 0

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❛✮ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ✭♦✉ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❣r❛❞✉é ❀ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡st ❛♣♣❡❧é
❞❡❣ré✳
❜✮ ❯♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s C = (Cn, ∂n) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❣r❛❞✉é (Cn) ❡t ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ∂n : Cn → Cn−1 ✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r t♦✉t n✱ ∂n ◦ ∂n+1 = 0 ✭∂ ❡st ❛♣♣❡❧é
❧❡ ❜♦r❞✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s (Cn, ∂n) ❡t
(C ′

n, ∂
′
n) ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ gn : Cn → C ′

n ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦r❞s ✿

∀n , gn−1 ◦ ∂n = ∂′
n ◦ gn .

❆✈❡❝ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❖♥
ét❡♥❞ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❛✉ ❣r♦✉♣❡ Z ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ♥✉❧s ❡♥ ❞❡❣ré ♥é❣❛t✐❢✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✱ X 7→ (Cn(X), ∂n)✱ f 7→ (Cn(f))
❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ C = (Cn, ∂n)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✿

Hn(C) =
Zn(C)

Bn(C)
,

♦ù Zn(C) = Ker(∂n) ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s✱ ❡t Bn(C) = Im(∂n+1) ❡st ❧❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❜♦r❞s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❡st ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉
❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✿

Hn(X) =
Zn(X)

Bn(X)
.

✼



❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳✶✳✻✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✳

▲❡ ❣r♦✉♣❡ C0(X) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡ X✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✳ ❙✐ X ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝ ✱ ❛❧♦rs H0(X) ≈ Z✳

✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡

✷✳✷✳✶ ❋♦♥❝t♦r✐❛❧✐té

❆ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → Y ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ s✉✐t❡ C = (Cn(f)) ❞❡ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ✿

Cn(f) : Cn(X) → Cn(Y )
σ 7→ f ◦ σ

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ P♦✉r t♦✉t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f ✱ C(f) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
✈❡rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✷✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✈❡rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❣r❛❞✉és✳

P♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → Y ✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
f∗ : Hn(X) → Hn(Y ) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❯♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✿ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

✷✳✷✳✷ ❊①❛❝t✐t✉❞❡

❖♥ ét❡♥❞ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Top(2) ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s
(X, Y )✱ Y ⊂ X✱ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ét❛♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X = (X, ∅) ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡✱
✐✳❡✳ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ Top(2)✳

C(X, Y ) =
C(X)

C(Y )
, H(X, Y ) = H(C(X, Y )) .

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✸✳ ▲❡ ❜♦r❞ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡
∂n : Hn(X, Y ) → Hn−1(Y )✳ ❈❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ✭✐✳❡✳ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✮ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
❧♦♥❣✉❡ ✿

· · · → Hn(Y ) → Hn(X) → Hn(X, Y ) → Hn−1(Y ) → . . .

♦ù ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✽



✷✳✷✳✸ ❍♦♠♦t♦♣✐❡

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹✳ ❉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❤♦♠♦t♦♣❡s ✭❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s ♦✉ ♣❛✐r❡s ❞✬❡s✲
♣❛❝❡s✮ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✺✳ ❯♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s ✭r❡s♣✳ ❡♥tr❡ ♣❛✐r❡s ❞✬❡s✲
♣❛❝❡s✮ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

✷✳✷✳✹ ❊①❝✐s✐♦♥

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✻✳ ❙♦✐t (X, Y ) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❙✐ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ U ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ Y ✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ (X − U, Y − U) ⊂ (X, Y ) ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

✷✳✸ ❍♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❡①❝✐s✐♦♥ ✿ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s

✷✳✸✳✶ ❍♦♠♦t♦♣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s f, g ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❞❡ ❝❤❛î♥❡s C = (Cn, ∂n) ❡t C

′ = (C ′
n, ∂

′
n)✱ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ D ❡♥tr❡ f ❡t g ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✿

Dn : Cn → C ′
n+1 ,

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ✿

gn − fn = ∂′
n+1 ◦Dn +Dn−1 ◦ ∂n .

▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s f ❡t g s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦✲
t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ f ❡t g✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❉❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❤♦♠♦t♦♣❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✸ ✭❊s♣❛❝❡ ét♦✐❧é✮✳ ❙♦✐t X ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ré❡❧ ét♦✐❧é❡ ❡♥ a✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ♥✉❧❧❡ ❡♥ ❞❡❣ré ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ③ér♦ ❡t q✉✐ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r a s✉r
❧❡s 0✲s✐♠♣❧❡①❡s ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à IdC(X)✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝ô♥❡ a ∗ σ ❞✬✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ σ ✿

(t0, . . . , tn+1) 7−→ t0a+ (1− t0)σ

(
1

1− t0
(t1, . . . , tn+1)

)
.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❙✐ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ X ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ré❡❧ ❡st ét♦✐❧é❡ ❡♥ a✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ {a} ❞❛♥s X ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

✾



❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✺✳ ▲❡s s✐♠♣❧❡①❡s st❛♥❞❛r❞s ♦♥t ♠ê♠❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✿ Hk(∆n)
❡st ♥✉❧ ♣♦✉r k > 0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✻ ✭❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ in ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ st❛♥❞❛r❞
∆n✳ ▲❡ ❝ô♥❡ s✉r in✱ ❞❡ s♦♠♠❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té gn ❞❡ ∆n✱ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ n+ 1 ✿ gn ∗ ∂in✳ ▲❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ sd : C(X) → C(X) ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❊♥ ❞❡❣ré 0✱ ❝✬❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t ❡♥ ❞❡❣ré n > 0 ❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥
s✐♠♣❧❡①❡ σ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ C(σ)(gn ∗ ∂sd(in))✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ sd ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡
❤♦♠♦t♦♣❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ D ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❀ D0 ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t Dn

ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
in 7→ gn ∗ (in − sd(in)−Dn−1(∂in)) .

✷✳✸✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♥❛t✉r❡❧s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❢♦♥❝t❡✉rs ♦✉ ❞❡s ❤♦♠♦t♦♣✐❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡❧s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✼✳ ❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r F ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ✈❡rs ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s C ′

❡st ❧✐❜r❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❧❡s bi ∈ F (Mi)✱ Mi ∈ Obj(C)✱ i ∈ I✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t
X ❞❡ C✱ F (X) ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❧❡s F (σ)(bi)✱ σ ∈ HomC(Mi, X)✱ i ∈ I✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✽✳ ❛✮ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♥❛t✉r❡❧ T ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs F ❡t G
❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ✈❡rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r
❧❡s ♦❜❥❡ts X ❞❡ C ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✿ T (X) : F (X) → G(X) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ C ✭❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rrés✮✳
❜✮ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♥❛t✉r❡❧ T ✱ ♣❛rt✐❡❧ ❡♥ ❞❡❣ré < q✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs F ❡t
G ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ✈❡rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞❡①é❡
♣❛r ❧❡s ♦❜❥❡ts X ❞❡ C ❡t ❧❡s ❡♥t✐❡rs k < q ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✿ Tk(X) : Fk(X) → Gk(X) q✉✐
❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦r❞s ❡t s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ C✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭r❡s♣✳ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡
♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡❧s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✾ ✭▼♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ■❛✮✳ ❙♦✐❡♥t F ❡t G ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❝❛té✲
❣♦r✐❡ C ✈❡rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✱ ❡t Tk(X) : Fk(X) 7→ G(X)✱ k < q✱
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♥❛t✉r❡❧ ♣❛rt✐❡❧✳ ❙✐ Fq ❡st ❧✐❜r❡ à ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s M✱ ❡t s✐ ❧❡s
H(G(M))q−1 s♦♥t ♥✉❧s ♣♦✉r M ∈ M✱ ❛❧♦rs T s✬ét❡♥❞ ❡♥ ❞❡❣ré q✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✵ ✭▼♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ■❜✮✳ ❙♦✐❡♥t F ❡t G ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❝❛té✲
❣♦r✐❡ C ✈❡rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✱ T (X), T ′(X) : F (X) 7→ G(X) ❞❡✉①
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♥❛t✉r❡❧s ❡t Dk(X) : Fk(X) → Gk+1(X)✱ k < q✱ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡
♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ F (X) ❡t G(X)✳ ❙✐ Fq ❡st ❧✐❜r❡ à ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s M✱ ❡t s✐ ❧❡s
H(G(M))q s♦♥t ♥✉❧s ♣♦✉r M ∈ M✱ ❛❧♦rs D s✬ét❡♥❞ ❡♥ ❞❡❣ré q✳

✶✵



❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✶ ✭▼♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ■■✮✳ ❙♦✐❡♥t F ❡t G ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ❞✬✉♥❡
❝❛té❣♦r✐❡ C ✈❡rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♥✉❧s ❡♥ ❞❡❣ré < 0✱
ηX : H0(F (X)) → H0(G(X)) ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧✳ ❙✐ F ❡st ❧✐❜r❡ à ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s M✱ ❡t
s✐ ❧❡s Hk(G(M)) s♦♥t ♥✉❧s ♣♦✉r M ∈ M ❡t k > 0✱ ❛❧♦rs η ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
♥❛t✉r❡❧ µ(X) : F (X) → G(X) ❡t ❞❡✉① t❡❧s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✳

✷✳✸✳✸ ❍♦♠♦t♦♣✐❡

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷✳ ❙✐ f, g : X → Y s♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥❡s ❤♦♠♦t♦♣❡s✱ ❛❧♦rs
C(f), C(g) : C(X) → C(Y ) s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s ❡t ❞♦♥❝ f∗ = g∗ : H∗(X) → H∗(Y )✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ X✳ ❖♥ ❞é✲
♠♦♥tr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs C(i0), C(i1) : C(X) → C([0, 1]×X

❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛✉① ❡①tré♠✐tés s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✶✸✳ ❯♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s ✭r❡s♣✳ ❡♥tr❡ ♣❛✐r❡s ❞✬❡s✲
♣❛❝❡s✮ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

✷✳✸✳✹ ❊①❝✐s✐♦♥

❖♥ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♥♦té❡ Topsub ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts ❧❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s X
♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞♦♥t ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs r❡❝♦✉✈r❡♥t X ✿ (X,U)✱ U ⊂ P ✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✉❜♦r❞♦♥♥é❡s ✭♦✉ ♣❡t✐t❡s ❝❤❛î♥❡s✮ ✿ Csub(X,U ❧✐❜r❡♠❡♥t
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ U ✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Topsub(2) ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡ts ❧❡s ♣❛✐r❡s (X, Y )✱ Y ⊂ X✱ ❞✬❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞♦♥t ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs r❡❝♦✉✈r❡♥tX ✿ (X, Y,U)✱ U ⊂ P ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤❛❜✐t✉❡❧ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉♦t✐❡♥t Csub(X, Y,U)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✹✳ ❙✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Topsub ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r Csub ✈❡rs ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r C ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭❡st ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣rès✮✳

P♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ✿
❊❣✐❧ ❍❡✐st❛❞✱ ❊①❝✐s✐♦♥ ✐♥ s✐♥❣✉❧❛r t❤❡♦r②✱ ▼❛t❤✳ ❙❝❛♥❞✳ ✷✵ ✭✶✾✻✼✮ ✻✶✲✻✹✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✶✺✳ ❖♥ ❛ ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♥❛t✉r❡❧s Hsub(X,U) ≈ Hsub(X)✱
Hsub(X, Y,U) ≈ Hsub(X, Y )✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✻ ✭❊①❝✐s✐♦♥✮✳ ❙♦✐t (X, Y ) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❙✐ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ U ❡st
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ Y ✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ (X − U, Y − U) ⊂ (X, Y ) ✐♥❞✉✐t ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

✶✶



❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✼ ✭▼❛②❡r✲❱✐❡t♦r✐s✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❡st ❧❛ ré✉✲
♥✐♦♥ ❞❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s A ❡t B✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ✿

· · · → Hn(A∩B))
(iA)∗⊕−(iB)∗

−→ Hn(A)⊕Hn(B)
(jA)∗+(jB)∗

−→ Hn(X)
d∗−→ Hn−1(A∩B) → . . . ,

♦ù ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❡t d∗(x) ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t x ♣❛r ✉♥ ❝②❝❧❡ cA + cB✱ cA ∈ Cn(A)✱ cB ∈ Cn(B)✱ ♣❛r d∗(x) = [∂cA]✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶✽✳ ▲❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t d∗ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
Hn(X) → Hn(X,B)✱ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❡①❝✐s✐♦♥Hn(X,B) ≃ Hn(A,A ∩ B) ❡t ❞✉ ❜♦r❞
Hn(A,A ∩ B) → Hn−1(A ∩B)✳

✷✳✹ ❆✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✳ ❛✮ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❤♦♠♦❧♦✲
❣✐❡s ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s✳
❜✮ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ✉♥✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳

▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st à s✉♣♣♦rt q✉❛s✐❝♦♠♣❛❝t ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ x ∈ Hn(X, Y )✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ♣❛✐r❡ q✉❛s✐❝♦♠♣❛❝t❡ (K,L) ⊂ (X, Y )✱ ❡t x̃ ∈ Hn(K,L) t❡❧s q✉❡ i∗(x̃) = x ✭i ét❛♥t
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (X, Y )✱ H∗(X, Y ) ❡st ❧✐♠✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s H∗(K,L)
♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s q✉❛s✐❝♦♠♣❛❝t❡s (K,L) ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s (X, Y )✳

✶✷


