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Chapitre 1

Construction de Z a partir de N

En supposant connues les propriétés élémentaires de I'ensHrabtie I'addition des entiers naturels, nous allons
donner une construction rigoureuse dest de I'addition des entiers relatifs. Dans cette construcoapparaitra
sous forme d’un quotient d¢ x N par une relation d’équivalence. Ce paragraphe est aussi I'occasion de rappeler les
notions de relation d’équivalence et d’ensemble quotient, notions centrales pour le reste du cours.

Définition 1 SoitX un ensemble. Unelation surX est un ensembl® ¢ X x X de couples d’éléments
de X. On écritzRa’ au lieu de(z, 2') € R. Une relationR est unerelation d’équivalencsi elle est
a) réflexive (i.e. pour tout € X, on axRzx)

b) symétrique (i.e. on a équivalence enti®z’ etz’ Rx quels que soient, ' € X)

c) transitive (i.e. les conditions Rz’ etx’ Rz” impliquent quex Rz quels que soient, ', 2" € X)

Exemples 2

1) SoitV I'ensemble des villes de France. On définit une relaidaur V' en déclarant que Rv’ signifie quev et v’
se trouvent dans la méme région. |l est facile de vérifier qu'il s'agit d’'une relation d’équivalence.

2) SoitX = N x N et définissong par
(z,y) R y) e x+y =y+a'

Par exemple, on &0, 1)R(1,2) et (1,2)R(2,3). La réflexivité et la symétrie dB résultent de la commutativité de
I'addition des entiers positifs. Montrons quest transitive. En effet, par définition, les conditidnsy)R(«’,y’) et
(«',y")R(z",y") équivalent aux équations
r+y = y+a
l’/ + y// — y/ + I‘H
En rajoutant la premiére a la seconde on obtient
x+y/+x/+y//:y+x/+yl+x1/
ou encore
LL‘er”Jr(IE/er/) :m//+y+(l’/+yl).

Or on sait que la loi d’addition suN estrégulierec’est-a-dire qu'une égalité + ¢ = b + c impliquea = b quels
que soienta, b,c € N. Il s’ensuit quex + y"” = 2" + y c'est-a-dire que(z, y) R(z”,y"”). Notons que dans cette
démonstration, nous avons utilisé 'associativité, la commutativité et la régularité des entiers naturels.
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Définition 3 SoitX un ensemble &k une relation d’équivalence sux. Pourz € X, on pose
Rz ={s' € X|zRa'} C X

et on appelleclasse d'équivalence depar rapport &R cette partie deX. Par définition, 'ensembl& /R
est formé des classéér d’éléments: € X. On appelleX/ R le quotient deX par la relation d’équivalence
R. On définitl'application quotien{=la projection canoniqye; : X — X/R par ¢(x) = z. Une partie
de X est unsystéme de représentapur R si elle contient un élément de chaque classe d’équivalence et
un seul.

Exemples 4

1) Dans I'exemple des villes de France (voir ci-dessus) la classe d'équivalence d’'une ediformée de toutes les
villes qui se trouvent dans la méme région qu&n particulier deux classasetv’ sont égales ssi etv’ se trouvent
dans la méme région. Les élémentsliger sont des ensembles de villes, deux villes étant regroupé dans un méme
ensemble ssi elles se trouvent dans la méme région. On a donc une bijection

X/R = {régions de Francg, 7 — la région ou se trouve.v

Il existe beaucouple systémes de représentants. Par exemple, I'ensdplitemé des capitales des régions en est
un. L'ensemblé/; formé des villes les plus éloignées de la capitale dans leur région en est un autre.

2) Dans le cas de I'exempl& = N x N et de la relationR introduite ci-dessus on vérifie qe, y)R(2’,y’) si et
seulement si 'une des deux conditions suivantes est remplie
— ilexisted € Ntelquex’ =z +dety =y +d
— il existed € Ntel quer = 2’ + dety =y’ +d.
Ainsi, deux éléments appartiennent a une méme classe d'équivalence si on peut passer de I'un a l'autre en ajoutant
un méme entier naturel aux deux coordonnées. Les classes sont donc des ‘parties diagonalesNdu Nlan
Il'y a beaucoup de systémes de représentants. Par exemple

Xo={0} x NUNx {0} ={...,(0,3),(0,2),(0,1),(0,0),(1,0),(2,0),...}

en est un. On définit 'ensembifg,, (Z axiomatique) comme étant I'ensemble quotight< N)/R.

Lemme 5 (Propriété universelle deX/R) Soit X un ensembleR une relation d’équivalence suk et
f : X — Y une application constante sur les classes d'équivalence par rappBr{@est-a-dire qu'on a
f(z) = f(«') achaque fois que Rz’). Alors il existe une application : X/R — Y et une seule telle qu
f = g o q. Réciproquement, toute application de la forgneq est constante sur les classes d’équivalen

O D

f

N A

X/R

X

Y

Remarque 6 Le lemme signifie que la reglgz) = f(x) définit une applicatiory : X/R — Y si et seulement si on
a f(x) = f(«') quels que soient, z’ € X vérifiantz Rz’

Démonstration. On posey(z) = f(z). Il s’agit de vérifier quef () est indépendant du représantamte la classe.
Or siz’ en est un autre, c’est-a-dire que= 2/, alors par définition, on aRx’ et doncf(z) = f(a’). Vv

Exemple 7 Il existe une applicatio : Z,,. — Z et une seule telle qug (z,y)) = « — y. En effet, sz, y) R(2',y')
alorsxz +y = y + 2’ etdoncx —y = 2’ — y'. L'application g est bijective : En effet, elle est surjective car si
n € Z,onan = g((n,0)) sin > 0etn = g((0,—n)) sin < 0. Elle estinjective carsiona — y = 2’ — ¢/, alors
x+ 1y =2’ +ycest-a-dire qugz, y)R(z',y') et que(z, y) = (2, y').
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Lemme 8 (Addition sur Z,,) Il existe une application

Z(II X Za;v - ZCL(E

et une seule telle que

(a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d).

Démonstration. Il s'agit de montrer quéa + ¢, b+ d) = (¢’ + ¢/, b + d') si (a,b)R(a’, ') et(c,d)R(¢,d'). Nous
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laissons au lecteur le soin de cette vérification. vV

Définition 9 Un groupeest un coupléG, x) formé d’un ensembl€' et d’une application
*:GxG—G, (¢g,h)—g*h

appelée ldoi du groupe telle que

a) laloi x est associative (i.e. on@ x y) x z = x x (y x z) quels que soient, y, z € G)

b) la loi x admet un élément neutre (i.e. il existe G tel quex x e = e x x = = quel que soit: € G)
c) tout élément de G admet un inverse’ pour laloix (i.e.onaz x ' = e = 2’ x x)

Un groupe(G, x) estcommutatifsi on az x y = y * = quels que soient, y € G.

Exemple 10

1) Si les conditons a) et b) sont vérifiées, alors I'élément neutst unique. En effet, soientet ¢/ deux éléments
neutres. Alors on a = e x €’ (car ¢’ est neutre) et x ¢’ = ¢’ (car e est neutre) et done = ¢’.

2) Siles conditions a), b) et c) sont vérifiées, I'’élément invefsie la conditon ¢) est unique. En effet, supposons que
x’ etz” sont deux éléments inverses.dAlors on a

¥=x'xe=1"x(xzx2")= (2" xx)x2" =exa" =2".

On notez~! I'élement inverse de.

Exemple 11
1) Le couple(N, +) vérifie a) et b) (poure = 0) mais non pas c) car I'équation + n’ = 0 n'admet pas de solution
n’ € Nsin > 0.

2) Le couple(Z,.,+) est un groupe. En effet, on vérifie facilement I'associativité. L’élément neutre est la classe de
(0,0). L'inverse de la classe dg, b) est la classe dé, a) ! En effet, nous avons

(a,b) + (b,a) = (a+b,a+b) = (0,0).

Lemme 12 (Propriété universelle de Z,.) Soit. I'application

t:N—=2Z4, n— (n,0).

Onac(n+n') =i(n) +t(n') etsig : N — G est une autre application de vers un groupé€- telle que
o(n+n') = ¢(n)x¢(n'), alors il existe une applicatiofp : Z,, — G et une seule telle que @ ot = ¢
etb)y(x + 2') = ¢ (z) x ¥ (a’) quels que soient, =’ € Z,,,.

Remarque 13 On peut interpréter ce lemme en disant glig (et doncZ) estle groupe universel contenaNt

Démonstration. Il est immédiat que est additive. Supposons donnée une applicatimomme dans I'énoncé.
Définissonsf : N x N — G par f((a,b)) = ¢(a) x ¢(b)~L. Montrons quef induit une applicatiorZ,, — G,
Supposons quéz, b) R(a’, ") et donc quer + b’ = b+ a’. Alors pour montrer que

$a)p(b) ™" = ¢(a")p(t') ™

il suffit de montrer que
$(a)p(b) " p(b)p(b') = d(a)p(b) " p(b)D(b).

En utilisant queb(b)p(b') = ¢(b+ b') = ¢(b')¢(b) Nnous sommes ramenés a montrer que

(
$(a)p(b') = ¢(a)p(b)
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ce qui est clair cap(a)p(b') = ¢(a + V') etp(a’)p(b) = ¢(a’ + b). Montrons l'unicité dey. En effet, siy et )’
vérifient les hypothéses, nous avons

¥((n,0)) = ¢ or(n) = ¢(n) = ¢ ou(n) = ¢'((n,0)).

En outre, siz’ = (0,n), alorsy(z') et’(x’) sont tous les deux inverses géx) = ¢'(x) ouxz = (n,0). Donc
P(z') = ¢’ (2’). Comme leg0, n) etles(n,0), n € N, forment un systéme de représentants des classes d’équivalence
par rapport &, il s'ensuit quey) = 1), vV




Chapitre 2

La division euclidienne et ses conséquences

Lemme 14 (division euclidienne)Soienta € Z etb € Z\ {0}. Alors il existeg € Z etr € {0,1,...,|b] —
1} tels que
a=qb+r.

En outre,q etr sont uniques.

Exemple 150n al5 = 2 x 7 + 1 ce qui est une division euclidienne. On a aussb = (—2) x 7+ (—1) ce
qui n’est pasune division euclidienne, car le reste d'une division euclidienne est positif, par définition. Par contre,
—15 = (—3) x 7 + 6 est bien une division euclidienne.

Démonstration. On considére I'ensemblg formé des entiers — p b, oUp € Z. Puisque) est non nul, I'ensembl&
contient des nombres positifs. Donc l'intersecti®m N est non vide. Elle admet donc un élément minimal. Appelons
r cet élément et définissonspar I'égalitéa — ¢b = r. Montrons quer < |b|. Soite le signe dé (e = 1sib > 0
ete = —1sib < 0). Si nous aviong > |b|, nous pourrions enleverb des deux cotés de I'égalite— ¢ b = r pour
trouver un nombre

r—eb=a—(q+e)b
qui appartiendrait encore B N N mais qui serait strictement inférieurra Contradiction. On a donc bien €
{0,1,...,]b| — 1}.

Montrons l'unicité. Si nous avons
gb+r=a=q¢b+7,

alors(¢ — ¢")b = r — /. Puisquer etr’ sont positifs et strictement inférieurs|@, il s’ensuit que|q — ¢'| |b] =
|r — 7’| < |b]. Commelb| # 0, nous avongg — ¢'| < 1. Or, |¢ — ¢’| est un entier positif et dorlg — ¢'| = 0 etqg = ¢'.
Par conséquent, nous avons aussia —gb=a—q¢' b =1". v/

Définition 16 Soit(G, ) un groupe. Ursous-groupéle (G, ) est une partied C G telle que
a) L'élément neutre deG appartient aH.

b) Onah x k' € H quels que soiert, h' € H.

c) Onah~! € H quel que soik € H.

Exemple 17
Si H est une sous-groupe dé&, «), on définit une loky : H x H — H par

hxgh' =hxh.

Il est clair que(H, 5 ) est un groupe.
Quel que soit le groupéd, ), les parties7 et {e} sont toujours des sous-groupes.
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Pour toutn € Z, la partie
nZ ={nx |z €Z}
est un sous-groupe d&, +). D’aprés le théoréme ci-dessus, on obtient atnsisles sous-groupes d&, +).

Théoréme 18 Tout sous-groupél de(Z, +) est de la forméf = nZ pour unn € Z unique au signe pres.

Démonstration. Si H = {0}, alorsH = 0Z et il n’y a rien a démontrer. Supposons donc diie£ {0}. Alors
'ensemble des normes| > 0 d’éléments d& est non-vide. Soit € H tel que|n| est non nul et minimal. Je dis
que H = nZ. En effet, puisquéd est un sous-groupe qui contientil contientnZ. Réciproquement, soit € H et
soita = gn + r la division euclidienne de parn (rappelons que # 0). Si on avaitr # 0, alorsr = g — gn serait
un élément déf non nul et de norme strictement inférieure a celledBonc nous avons = 0 eta = ¢qn appartient
anZ.

Montrons l'unicité. En effet, shZ = n’Z, nous avons = xn’ pour unz € Z etn’ = z'n pour unz’ € Z. Donc
n = zz'n. Nous avons soit = 0, et alorsnZ = {0} etn’ = 0, soitn # 0 et alorsl = za’ et doncz = +1 et
n' = +n. vV

Remarque 19 Si H et H' sont deux sous-groupes (&, +), on pose
H+H ={z+2a' |z € Hetz' € H'}.

On vérifie aussitdt quél + H' est encore un sous-groupe @&, +). D’aprés le théoréme, si etb sont deux entiers,
il existe un entiee unigue au signe pres tel que

aZ +bZ = cZ.

Nous allons voir que est en faite plus grand commun divisedea etb.

Définition 20 Soienta,b € Z. On dit quea estdivisible par b s'il existeq € Z tel quea = ¢b. Dans ce
cas, on dit aussi que estmultiple de b, queb divise a ou queb estdiviseurdea. On écritalb.

Exemple 21
Le nombrel5 est divisible parl, 3,5, 15, —1, -3, —5 et —15!

Le nombre0 est divisible par tout entier. Par contre le nombren’est divisible que pad et —1. En effet, si on a
1 = gb, alors1/|b| est un entier non nul et 1. Doncb = £1.

Supposon$ # 0. Alors la division euclidienne de par b est bien définie ai est divisible par ssi le reste de la
division euclidienne de par b s’annule.

Définition 22 Soienta, b € Z tels que(a,b) # (0,0). Alors le module d’'un diviseur commuruéet b est
borné parmax(|al, |b]) et il existe donc umplus grand diviseur commuina etd. On le note PGCDa, b).
Les nombres etb sontpremiers entre eusi PGCD(a, b) = 1. Sia = b = 0, on pose PGCDa, b) = 0.

Lemme 23 (Bézout) Soienta, b € Z. Alors
aZ+bZ =PGCD(a,b)Z.

En particulier, on a équivalence entre

i) Les entiers: etb sont premiers entre eux.

i) OnaaZ +bZ = Z.

iiy L'équationaz + by = 1 admet une solutiofiz, y) € Z2.

A~ AN a
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Exemple 24

L'équationax + by = 1 est diteéquation de BézouSi (a, b) # (0,0), elle admet toujours des solutiofis, y) € Q?
mais pas nécessairement datts

Il s’ensuit du lemme que tout diviseur commutle « etd divise PGCD(a, b) (car il divise az: + by quels que soient
x,y € Z).

Démonstration. Supposons queZ + bZ = ¢Z avecc positif. Commen € ¢Z etb € ¢Z, le nombrec est un diviseur
commun dez etb. Doncc < PGCD(a, b). De l'autre c6té, PGCu, b) divisea etb et donc tout élément deZ + bZ.
En particulier, PGCDq, b) divisec. Il s'ensuit quec = PGCD(a, b).

Il est ainsi clair que i) est équivalent a ii). Il est aussi clair que i) implique iii). Réciproquement, si iii) est vérifié et
z € Z, il suffit de multiplier 'équatiomx + by = 1 parz pour conclure que = a(zx) + b(zy) appartient &Z + bZ
etdonc qu&Z = aZ + bZ. Vv

Lemme 25 (Gauss)Soienta, b, c € Z. Sia divisebc et quea etb sont premiers entre eux, aloasdivisec.

Démonstration. D’apres le lemme de Bézout, il existey € Z tels queax + by = 1. Nous multiplions cett@alité
parc pour obtenir
acx + bey = c.

Puiquea diviseacx etbey, il doit diviseraxzc + bey = c. Vv

Définition 26 Un nombre premier est un entier 1 dont les seuls diviseurs positifs sdngt lui-méme.

Exemple 27

Le nombrel n’est pas premier

Les nombreg, 3,5 ... sont premiers.

Un nombre premier est un entier positif qui admet exactement deux diviseurs positifs.

Lemme 28 (Euclide) Soitp un nombre premier et, b € Z. Sip diviseab alors p divisea oup diviseb.

Démonstration. Si p ne divise pas:, alorsa et p sont premiers entre eux, car les seuls diviseurp dent1 et
lui-méme. D'aprés le lemme de Gauggoit alors diviseh. De méme, sp ne divise pa$, il doit divisera. vV

Exemple 29

L'affirmation de ce lemme efdussesi on omet I'hypothése queest premier. Par exemple le nomirex 5 divise le
produit(2 x 3) x (5 x 7) mais il ne divise nR x 3 ni 5 x 7.

Soientp etpy, ..., p, des nombres premiers. Montrons que slivisep; - - - p,., alorsp = p; pour uni. En effet, si
r = 1,iln’y arien a démontrer. Si > 1, et quep divise le produitp, x (ps - - - p;-), alors d’aprés le lemme d’Euclide,
p divisep; oup diviseps - - - p,. Dans le premier cas, nous avops= p; et dans le secong = p; pour uni > 2,
d'aprés I'hypothese de récurrence.

Théoreme 30 (Décomposition en facteurs premierspoitn > 1 un entier et soifp, ps ... la liste des
nombres premiers (exhaustive et sans répétitions). Alors il existe des entiersN unigues et nuls sauf
pour un nombre fini d’entre eux tels que

_.mi, Mo, M3
n=py P2 °P3" -

a A AN oa
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Remarque 31 Comme presque tous les; sont nuls, presque tous les facteurs dans I'écrifféps'2ps™ - - - valent
un. Il s’agit donc en effet d’un produit avec un nomkire de facteurs.

Démonstration. Montrons I'existence de I'écriture par un raisonnement récursifri Si 1, on posem; = 0 pour
tous lesi. Sin > 1 alors soitn est premier, soit = n'n” pour deux nombres strictement inférieura.aDans le
premier cas, il existe un nombre premjgrdans la liste et un seul tel que= p;. On posem; = 0 pouri # j et
m; = 1. Dans le second cas, I'hypothése de récurrence nous donne les écritures

’ /7
!/ my Moy
n. = p;ipy -
7 " 1"
— 1 2
n’ = p; Py

En multipliant nous trouvons
n = p71n/1+m,1l m;+m’2’ .

Montrons l'unicité de I'écriture. Supposons donc que

st

! ’
— My, Ty
n=Dp )

Py =11

Montrons quem; = m} (la démonstration pour les autres; est la méme). Nous procédons par récurrence. Si
my = 0, alorsp ne divise pas: (sinon il serait égal & I'un des; d’aprés la remarque ci-dessus). Dong = 0. Si

my > 0, alorsp; divisen. D'aprés la remarque ci-dessps,doit apparaitre dans I'écriture

n=pl"pye-
Doncm/ > 0. En divisant pap; nous trouvons
mi—1_mo mi—1 m)
Py by " =D by~
et par I'hypothése de récurrence, il s’ensuit gue— 1 = m} — 1. Doncm; = mj]. vV

Exemple 32
Ce théoréme a des conséquences étonnantes. Par exemple, d’aprés 'unicité, I'application
N xNxN— N, (mg,mg,ms)+— 2™ x 3M2 x 53
est injective ! Donc le cardinal d¥ x N x N est inférieur & celui d&\. (Bien sir, on sait par ailleurs que ces deux
cardinaux sont égaux).
Si nous avons
n = pTlng2ng3 cee

comme dans le théoreme, alors les diviseurs positifs sient exactement les nombres
12 m, ml m/
n:p11p22p33...

oum) < m; pour touti. En effet, il est clair que ces nombres divisenRéciproquement supposons que- n'n” et
gue nous avons les décompositions

’ !
/A mi My
n = p;py’e--

" 1"
"

m m
n f— pl 1p2 2 ...
En multipliant nous trouvons
M1, M2, M3 my+my mhH+my
n:pl p2 p3 :pl p2
Par I'unicité, il sS’ensuit quen,; = m/ + m!’ pour touti. Donc on a bienn; > m/.

Nous déduisons de b) que le nombre de diviseurs elet égal m; + 1) (mg +1)---.

A~ AN a
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Supposons que nous avons les décompositions

no= pipyipyt
’I’L/ = pTlp;nQP’gnfi e
Alors il s’ensuit de b), que nous avons
PGCD(n,n’) = pinin(mlvml)p;nin(mz,mﬁ o
PPCM(n, n/) = pllnax(mhmﬂp;nax(mz,mQ) o

ou PPCM(n,n’) désigne le plus petit commun multiplexdetrn’. On en déduit que

n x n' = PPCM(n,n’) x PGCD(n,n').

A~ AN a



Chapitre 3

Congruences

Définition 33 Soientn > 1 un entier eta, b € Z. On dit quea est congru & modulon, s'il existe unk € Z
tel quea = b + kn. On écrit alors

a=b(n)oua=, boua = bmodn.

Remarque 34 On aa = b (n) si et seulement si etb ont le méme reste dans la division euclidienne paEn effet,
sinous avong = gn +r etb = ¢'n+r,alorsa = b+ (¢ — ¢')n eta = b (n). Réciproquement, & = gn + r et
b=¢ n+r etquea =b+ kn, alors

a=btkn=qn+r +kn=(d +K)n+r'=qn+r
et par I'unicité de la division euclidienne, il s’ensuit que= 1’ (etq = ¢’ + k).

Exemple 35 Nous avon$ = —15 (7) car 6 = —15 + 3 x 7. Notons que-15 a effectivement le méme reste gue
pour la division euclidienne paF car —15 = (—3) x 7 + 6.

Lemme 36 a) La relation=,, est une relation d’équivalence.

b) Sia = o' (n)etb ="V (n),alorsa+b=a +b (n)etab = d'b (n). Dans ce cas, on a auss
a™ = a’™ (n) pour toutm € N.

c) Lesnombre§, 1,...,n — 1 forment un systeme de représentants des classes par rapgort a

Démonstration. a) La relation est réflexive car nous avaens- a + 0 x n pour touta € Z. Elle est symétrique car
si nous avong = b + kn alors nous avons = a + (—k)n. Elle est transitive, car si nous avoas= b + kn et
b=c+In,alorsnousavons = (c+1In) +kn=c+ (I +k)n.

b) Supposons que= o’ + knetqueb =V +in.Alorsa+b=a"+V + (k+1)net

ab=(a" +kn)(t/ +1n)=d V' +d'ln+ knb + kinn = a' V' + (a’'l + kb + kin)n.

La derniere affirmation s’ensuit par récurrencessur
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c) Touta € Z est équivalent pae,, a un et un seul des nombresl, ..., n — 1. En effet, cette affirmation est une
reformulation de I'existence et de I'unicité du reste dans la division euclidienngéern. vV

Définition 37 On pose
Z/nZ =72/ =,.

On note "G oua (ou méme) la classe dex € Z. Les éléments d&/nZ sont donc le&, a € Z. On munit
Z/nZ des deux lois

+ :Z/nZ xZ/nZ — Z/nZ, (a,b)
- :1Z/nZ xZ/nZ — Z/nZ, (a,b)

Exemple 38
Grace au lemme ci-dessus les deux lois sont bien définies.
Par définition de la notion de ‘classe d’équivalence’, nous avons

"a = "bsietseulementsi = b (n).

Par conséquent, deux classestb sont égales ssi les restes detb par la division euclidienne pan sont égaux.
D’aprés le lemme ci-dessus, les classes

0,1,...,n—1

sont distinctes deux a deux et toute classe est égale a une d’entre elles. Ces classes constituent donc la liste (exhaustive
et sans répétitions) des élémentsZgenZ. En particulier,Z /nZ est de cardinab.

ar- AN a



Chapitre 4
Criteres de divisibilité

Soit
N =1001001001001001001001001.

Le nombreN est-il premier? Non. Il est divisible p&rcar la somme de ses chiffres est divisible pabe fagon
générale, on sait qu’un nombre est divisible pasi la somme de ses chiffres I'est. De méme oau lieu de3. On
sait aussi qu’'un nombre est divisible pdr ssi la somme alternég — ¢; + ¢ — ... de ses chiffres 'estcf, est le
chiffre des unitésg; celui des dizaines, ...). La divisibilité pa@r par contre, ne semble étre reliée ni a la divisibilité
par7 de la somme ni a celle de la somme alternée de ses chiffres comme le montrent les exedpds. . ..

En fait, nous allons voir qu’un nombre est divisible [fasi et seulement si c’est le cas pour le nombre

co+3c1 +2c0 —c3 — 3¢y —2¢5 +cg+ 3¢y +2cg —cg —3c19— - .-

Par exemple, le nombred0100100100 est divisible paf7. Plus généralement, tout nombre dont I'écriture décimale
est3-périodique et comporte un nombre de chiffres divisibletast divisible pafr.

Ces faits trouvent leur explication a I'aide de deux outils : 1) le calcul des congruences et 2) le calcul des restes de
puissances. Le lemme suivant élucide le réle que joue le calcul des congruences :

Lemme 39 Soitn > 2 un entier eta;, 7 € N une suite d’entiers telle que
a; = 10" (n) pour touti € N.

SoitN € N et soientky, ¢1,...,cs € {0,...,9} les chiffres de son écriture décimalg£unités, .. .). Alors
nous avons
N = agcg + ajep + asca + ...+ ascs(n).

En particulier, N est divisible pam si et seulement sigco + a1c1 + - . . + asc, est divisible pam.

Démonstration. Par définition de I'écriture décimale, on a
N =co+c1 x 104 ¢y x 10% 4+ ¢35 x 10% 4+ - - 4 ¢4 x 10°.
Puisquel0¢ = a; (n), les régles du calcul des congruences nous permettent de conclure que
N = cpag + c1a1 + c2as + czaz + ... + crar-(n).
Vv

Exemple 40 Déduisons le critére de divisibilité par que nous avons évoqué plus haut. Pour pouvoir appliquer le
lemme, il nous faut calculer une suite d’entiagels quea; = 10° (7). La suite des; vérifie donc les congruences

apg = 1(7)
Qi1 = 3(11' (7)
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(car10 = 3 (7)). Pouray, . .. ag, NOUS trouvons
1,3,2,—1,-3,-2,1.

Doncag = ao (7) et par récurrence, on trouve que = a;¢ (7) pour touti € N. Pour la suite des;, on peut donc
choisir la suite6-périodique suivante

1,3,2,-1,-3,-2,1,3,2,—-1,-3,-2,1,3,2,—-1,-3, -2, ...
D’aprés le lemme, il s’ensuit qui¥ est divisible par7 ssi c’est le cas pour le nombre
co+3c1+2¢co —c3— 3¢y —2¢5 4+ ¢+ 3¢7 4+ 2¢c8 —cg —3c10— - - -

ou lesc; sont les chiffres de I'écriture décimale @dé (co=unités,c;=dizaines, ...).
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Chapitre 5

Généralisation a d’'autres systemes de
numeration

Le fondement mathématique des systémes de numération est le lemme suivant :

Lemme 41 Soitb > 2 un entier. Pour tout entieV € N, il existe des entiers uniquese {0,...,b— 1},
¢ € N, nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux, tels que

N=co+ecib+cb®>+ - 4cbl +---

Notation. Dans la situation du lemme, &i # 0 et quec; est le dernier coefficient non nul, nous écrivons
N = [Csv Cs—1y--- ,C1,C()]b~

et nous appelons I'expression a drdiéeriture de N en basé. Il nous arrivera d’'omettre les crochets et les virgules
comme dans I'exemple suivant
199519 = 111110010115 = 133023s.

Dans les cas de= 2, 8 et 16, on parle de I'écriturdinaire, octaleet hexadécimalerespectivement. 3iexcede 10,
les ‘chiffres’ de10 a b sont représentés par les premiéres lettres de I'alphabet. Par exemple, les chiffres du systeme
hexadécimal sort, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F. Ainsi on a

199519 = 7C Bjs.

Démonstration. On prouve d'abord I'existence par récurrence suPourn = 0 on posec; = 0 pour touti € N.
Supposons > 0. Effectuons la division euclidienne par

n=qb+r.
D’apres I'hypothése de récurrence, le nombsécrit
g=cy+ b+ + b

etdonc
n=r+chb+ b+ -+ bttt

On pose doney = r etc; = ¢;_, pouri > 0. Montrons l'unicité. Si nous avons

n=co+crb+cb®+---=do+dib+dob®+ -
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alorscy = dj car les deux apparaissent comme le reste de la division euclidiennpaté. Nous enlevong, = dj
des deux cdtés et nous divions parour obtenir

(TL*C())/b101+CQb+"':d1+d2b+"‘.

L'unicité s’ensuit par récurrence suar vV

Lemme 42 Soitn > 2 un entier eta;, i € N, une suite d’entiers tels que

SoitN € N ete;, 7 € N, les chiffres de son écriture en bals@y=unités, ...). Alorson a

N = apcp + arcr + agea -+ (n).

En particulier, N est divisible pam, si c’est le cas poutigcg + aicy + ascs - - - .

Démonstration. La démonstration est analogue a celle duicasl0. vV

Exemples 43

Nous avons’ = 1 (7). Donc un nombre est divisible parssi la somme des chiffres de son écriture octale est divisible
par 7.

Nous avond6‘ = (—1)* (16). Donc un nombre est divisible paf ssi la somme alternée des chiffres de son écriture
hexadécimale est divisible par.
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Chapitre 6

Lalgorithme d’Euclide-Bézout

Soienta, b, c € Z tels que(a, b) # (0, 0). L'algorithme suivant sert a calculer le PGC® b) et la solution générale
(z,y) € Z* de I'équation de Bézout

ax+by=c

L'algorithme se présente sous forme d'un tableau. Dans une premiére étape on remplit les deux premiéres lignes
comme indiquées dans le tableau ci-dessous. Le coeffigianiest pas défini; le coefficient, est le quotient de la
division euclidienne de parb. Les lignes suivantes se calculent chacune en fonction des deux précédentes comme

indiquée ci-dessous.

k Tk dk T Yk
1 a * 1 0
2 b g 0 1
3 T3
k—1 Th—1 k-1  Th-1  Yk—1
k Tk qk Tk Yk
k+1 Tk+1 Gk+1 Tkl Yk+1
N TN qaN TN YN
N+1|ryt1 =0 * TN+1  YN+1

a = g2 b+ r3 est une div. eucl.

re—1 = qx Tk + k11 €St une div. eucl.
Tk4+1 = Th—1 — GkTk> Yk+1 = Yk—1 — Gk Yk

La premiére colonne contient donc les restes des divisions euclidiennes successives, la deuxieme colonne les quotients
et les deux derniéres colonnes des coefficiepts, tels quea z + by, = 7, (voir la démonstration ci-dessous).
Les coefficients de la premiere colonne forment une suite strictement décroissante de nombres positifs entiers. Par

définition, V est le plus petit entier avegy 1 = 0.

Théoréeme 440n ary = PGCD(a,b). Si PGCD(q, b) divisec, la solution générale de I'équation

ax +by=-c
est donnée par
PGCD(a,b) ¥ " NH!
C
= — l
Y PGCD(a, b) /N T N+

oul € Z. Si PGCD(a, b) ne divise pas, I'équationaz + by = ¢ n'admet pas de solutiofx, y) € Z.

~
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Exemple 45 Nous cherchons le PGCQ98, 75) et toutes les solutions de I'équatiaf8x + 75y = PGCD(198, 75).
Nous obtenons le tableau

k|l m q Yk
11198 x 1 0
2 75 2 0 1
3 48 1 1 -2
4 | 27 1 -1 3
5| 21 1 2 -5
6 6 3 -3 8
7 3 2 11 —29
8 0 * =25 66

Ainsi PGCD(198, 75) = 3 et la solution générale de I'équatia®8z + 75y = 3 est donnée par

r = 11 —25]
—29 + 66/

oul € Z.

Notons ques = 75/3 et66 = 198/3. Notons aussi que les derniéres deux colonnes sont des suites alternées et
que les modules deg, y; sont strictement croissants pokir> 3. En particulier, nous avon8 < zy < —(—25) et
—66 < yny < 0. Lasolution(zy,yn) est la seule avec ces propriétés. Les coefficigntpparaissent dans 'identité

198 1
=2
BT

1+ 1

1+—1

1+ —1—
3+1
2

\oir les exercices aprés la démonstration.

Démonstration. Notons d’abord que 'algorithme s’arréte. En effet, ; est le reste d’'une division euclidienne par
ri. Doncry 1 est compris entré etr, — 1. Lesr,, forment donc une suite strictement décroissante de nombres positifs
entiers. Une telle suite doit aboutir a zéro aprés un nombre fini d’étapes.

Montrons que -y = PGCD(a, b). Montrons d’abord que nous avons

PGCD(Tk_l, ’I’k) = PGCD(’I‘k, Tk+1).
En effet, par construction, nous avons une équation

Tk—1 = QkTk + Thk+1-

Elle montre que I'ensemble des diviseurs communs & et r; est égal a I'ensemble des diviseurs communs a
ri etrgy1. En particulier, les plus grands éléments de ces ensembles sont égaux. La formulg gtensuit par
récurrence :
PGCD(a,b) = PGCD(b,r3)=...
= PGCD(TN_l,TN) = PGCD(TN,TN+1) = PGCD(T‘N,O) =TN-.
Pour montrer la deuxiéme affirmation, nous introduisons les matrices
Sp=| Tk Tk k>1.
Ye Y+l |

Nous avons

10 0 1
S = etSit1 =39 .
' {0 1] o k{l—qkﬂ}

~A AN a
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Par récurrence, il s’ensuit que
[a b]Sk = [Tk Tk+1] et detS, = —(—1)k.

En particulier, nous avorls b]Sy = [rn 0] et la matrice

Sl — (1) YN+1 —IN+1
N ( ) { —Yn TN

esta coefficients entier®onc si nous posons

alorsu, v sont desentiers Nous avons

ol :]

de fagon que I'équation
X
Y

il

} =c¢ (resp.azx + by =c)
est équivalente a I'’équation
[rn 0] { :j } =c (respryu+0v=c).

Or il est clair que cette derniére équation admet des solutions si et seulemgntsiise ¢ et que dans ce cas la
solution générale est
u | | ¢/rn
=L

ou!l € Z. Donc I'équatiornax + by = ¢ admet des solutions si et seulementgidivise ¢ et dans ce cas la solution
générale est
T U TN TNl c/rn San ey
Y v YN YN+1 l =yN +lyn
Exercices.1) Trouver toutes les solutioris, y) € Z? des équations suivantes :@) + 3y = 2, b) 4z + 9y = 1,
) 17z + 68y = 3, d) 20z + 30y = 0, €) 1789z + 1994y = 1 f) 1994z + 666y = 2.

2) Avec les notations de I'algorithme d’Euclide-Bézout, montrer que

N___
PGCD(a,b)

N

TNy = (1) etyny1 = —(-1)

C
PGCD(a, b)

Indication : On pourra utiliser l'identité

I D A S

3) Supposonsa > b > 0. Avec les notations de I'algorithme d’Euclide-Bézout, montrer que

1
:q2—|—7:...
QS+L4 qs + 1

r
"3 g+ 2
T4

T
b—Qz b—Q2

4) Nous allons caractériser la solutiény, yx ) fournie par I'algorithme d’Euclide-Bézout parmi toutes les solu-
tions de I'équation de Bézout. Supposons, pour simplifieraueb > 0 et que PGCDHa, b) = 1.

a) Montrer qu'il existe une solutiofiz., y, ) € Z* deax + by = 1 et une seule telle queé < =, < b. Montrer
quona—a < y4 < 0.

~ AN a
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b) Montrer qu'’il existe une solutiofw_,y_) € Z? deax + by = 1 et une seule telle queb < z_ < 0. Montrer
quonal < y; < a.

c¢) Montrer qu'on &z, yn) = (24,y+) Si N estimpair efzy,yn) = (z—,y—) Si N est pair. Indication : on
pourra commencer par montrer que les suités 1)*xz;, et (—1)*y, sont strictement croissantes paur 3.

5) Nous allons estimer le nombre d’étapes de 'algorithme d’Euclide-Bézout. Pour un couple d'entig¢ms/ec
a > b > 0 notonsN(a,b) le nombreN apparaissant comme nombre d'étapes de I'algorithme d’Euclide-Bézout
appliqué a, b).

a) Montrer queN (a, b) < 1 + log, a.

b) SoitFy =0, Fy = 1etF, = F,,_1 + F,,_o pour toutn > 1. Par définition, le nombré&,, est len-ieme nombre
de Fibonacci Montrer queN (F,,, F,,_1) = n, queN(a,b) < n sia < F,, et que I'égalité ne se présente que pour
a=F,etb=F,_;.

~ AN a



Chapitre 7

Une autre approche de I'équation de Béezout

Soienta, b, ¢ € Z tels que(a, b) # (0,0). L'équation de Bézouwgst I'équation
ar+by=c

ol x,y désignent deux entiers relatifs. 8 0 on dit gqu'il s’agit d'uneéquation inhomogéne d'inhomogénéité
Dans ce cas, I'équatidmmogeneassociée est I'équation

ax + by = 0.

Notonsd = PGCD(a, b).

Théoreme 46 a) La solution générale de I'équation homogene+ by = 0 est donnée par

_ b
o= la ez
yh = —lyg
b) Sid divisec et que(z,, y,) est une solution (dite “particuliére”) de I'équation inhomogéme+by = c,
alors la solution générale de I'’équation inhomogéne est donnée par

r = xp+l
y = yp—1

SHISESWISH

Remarque 47 La construction de la solution générale de I'’équation de Bézout se fait donc suivant le méme schéma
que la construction de la solution d’une équation différentielle linéaire :

sol. gén. de I'éq. inhomogéne sol. part. de I'éq. inhomogéne sol. gén. de I'égq. homogéne

Démonstration. a) Regardons d'abord le cas 6u= 0. Alors I'équation se réduit ax + 0 y = 0 ola # 0 (car
(a,b) # (0,0)). Clairement la solution générale est donnéespar 0, y = [, [ € Z. De l'autre c6té, on @ = |a
donca/d = +1 etb/d = 0. L'affirmation est donc vraie dans ce cas.

Supposons maintenaht# 0. L'équationaz + by = 0 équivaut a

Notons que les deux fractions qui apparaissent ici sont en fait des entiets—c&GCD(a, b) divise a etb. Cette
derniére équation montre qg¢d divise le produitz a/d. Or, nous avons PGC/d,b/d) = 1. Par le lemme de
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Gauss, il s’ensuit qui/d divisex. Donc il existe url € Z tel quex = [ b/d. Nous avons donc

b

a,b__»%
d'd__a¥

Puisquée) # 0, nous pouvons conclure que= —! a/d.
b) Supposons quer,y) € Z? est une solution de I'équation inhomogéne. Si nous formons la différence des deux
équations
ar+by = c
ax, +by, = ¢
nous trouvons
alz —x,)+bly—y,) =0
c'est-a-dire quéx — xz,, y — y,) est une solution de I'équation homogéne. D’apres a), il existe doheun tel que
b
— = 1=
T — T P
y—yp = -l

aul e

Laffirmation en résulte. Vv
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Chapitre 8

Interprétation geometrique

Nous considérons le pld? et nous appelorsoints entierdes pointgz, y) € R? & coordonnées entiéresy € Z.
Soienta, b, ¢ € Z tels que(a,b) # (0,0). NotonsD = D(a,b, ) la droite danR? formée des point&t, ) € R?
tels queaé + by = c. Alors 'ensemble des solutior(s, y) € Z? de I'équation de Bézouix + by = ¢ s'identifie &
I'ensemble des points entiers de la dralie

~r~
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D’aprés les théorémes cités ci-dessus, deux cas seulement sont possibles

— soit la droiteD ne contient aucun point entier

— soit la droiteD contient une infinité de points entiers.
Dans le deuxieme cas, I'ensemble des points entiers est obtenu en rajoutant un multiple entier d'urwvecteur
(xn,yr) & un point entiep = (z,, y,) fixé de la droite. Le vecteutzy,, yy) peut étre identifié avec un point entier de
distance minimale a l'origine sur la droife(a, b, 0). Notons que cette droite contient exactement deux tels points (a

savoirv et —v).

AN a



Chapitre 9

Le lemme chinois en termes de congruences

Lemme 48 (lemme chinois)Soientn,n, > 2 deux entiers premiers entre euxwgtn; + usns = 1 une
équation de Bézout. Soient, a; € Z eta € Z tel quea = ajusns + ajuing (ning). Alors pourz € Z on
a I'équivalence

ay (’I’Ll)
ag (TLQ)

T
T

} <= z =a (ning).

Remarque 49 On peut réinterpréter le lemme en disant que la solution généraleZ du systéeme de congruences a
gauche est donnée par
$:a+kn1n2, kelZ.

Démonstration. Vérifions d’abord que: est bien une solution du systeme de congruences. En effet, d’aprés I'hypo-
thése, nous avons
a = ajusns + asuing + kninsg

pour unk € Z et donc
a = arusng = a1 (ugng +uiny) = ag (ny)

et de méme
a = aguing = az(uing + ugng) = ag (na).

Montrons maintenant I'équivalence. Supposons gue a (nins). Alors z = a + kniny pour unk € Z et donc
x=a=a (n1) etz = a = az (ny). Réciproquement, supposons queérifiez = a; (n1) etz = az (ng). Alors
nous avongx — a) = 0 (n1) et(z — a) = 0 (n2). Doncz — a est divisible pam, et parns. Puisque les deux sont
premiers entre eux, il s'ensuit (lemme de Gauss)guea est divisible pan;ng, c'est-a-dire que: = a (n1ng). +/

Exemple 50 Considérons le systeme

8 8 8
11l
—
—~
[N
o
=z 2

= 3(31)

Nous avons I'équation de Bézoutx 17 — 3 x 28 = 1. Le systéme formé des deux premiéres équations est donc
équivalent ala congruence= a (17x28) olla = 1 x (=3 x28)+2 x (5 x 17) = 86. Le systéme des trois équations
se réduit donc a

86 (476)
= 3(31).

~
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Nous avons I'équation de Bézout14) x 476 + 215 x 31 = 1. Donc le systéme est équivalent a la congruence
x=b (476 x 31) oub = 86 x (215x 31)+3 x (—14 x 476) = 553198. Si nous réduisonsmodulo476 x 31 = 14756,
nous trouvons que le systéme des trois équations est équivalent a la congruence

x = 7226 (14756);

Nous invitons le lecteur a vérifier qri@26 donne les restes, 2 et3 dans la division pad 7, 28 et31.

~r AN a



Chapitre 10

Systémes de congruences

Soientr etny, ..., n, des entiers> 2 etay, ..., a, des entiers quelconques. Considérons le systeme

= a1 (nl)

= ag (ng)

x = ar (n).

Supposons que = a etz = o’ sont deux solutions. Alors la différenee— o’ est divisible par tous les; et donc
par leur plus petit commun multipte = PPCM(ny,...,n,). Doncs’il existe une solutionsa classe modulo est
unique.

Il peut ne pas exister de solution comme le montre I'exemple du systéme

= 1(6)
= 2(8)

ou encore celui du systéeme

= 1(2)
= 0(2).
Notons que nous n'avons pas exclu ce genre de contradictions banales.

L'application systématique du lemme chinois nous permettra de réduire tout systéme de congruences soit a un
systeme contradictoire soit a une seule congruence modulo le plus petit commun multiple des modules. Nous ne
développons pas ici la méthode dans le cas général mais nous limitons a la décrire dans un exemple simple.

Considérons le systéme

= 3(18)

= ¢ (12).
Il s’agit de déterminer tous les entierpour lesquels le sytéeme admet des solutions et de calculer les solutions dans ce
cas. Constatons tout d'abord que les nombgest 12 ne sont pas premiers entre eux de fagon que le lemme chinois ne
s’applique pas immédiatement. Pour résoudre le probléme, nous allons dans une premienggétapéete nombre

d’équations pour obtenir des modules qui sont des puissances de nombres premiers. Nous auéns ainsi? et
d'aprés le lemme chinois la premiére congruence est équivalente au systeme

= 1(2)
3 (9).

~
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De méme, puisque nous avors= 3 x 4, la seconde congruence est équivalente au systéme

= c¢(3)
= c(4).
Nous avons ainsi trouvé un systéme de quatre congruences qui est équivalent au systeme de départ. Nous le réécrivons

dans un ordre ou les puissances de chaque nombre premier sont regroupées ensemble et les puissances les plus élevé
apparaissent en premier lieu :

r = c(4) (10.1)
x = 1(2) (10.2)
x = 3(9) (10.3)

Rappelons-nous que si hous avans: b (n) alors nous avons aussi= b (d) pour tout diviseukl den (en effet, si

n = gdeta = b+knalorsa = b+(k q) d). L'équation (0.1) implique donc que = ¢ (2) de fagon que les équations
(10.1) et (10.2 sont contradictoires sauf 8i= 1 (2). De méme, les équation$d.3 et (10.4) sont contradictoires
sauf sic = 0 (3). Nous avons donc les conditions

c = 1(2
c = 0(3)

qui sont nécessaires pour qu’une solution existe. Réciproquement, ces conditions sont aussi suffisantes car si elles sont
vérifiées, la congruencé(.? est une conséquence deé)(1), et (L0.4) est une conséquence deé)(3 de facon que le
systéme tout entier est équivalent a un systéme de deux congruences

= c(4)
= 3(9)

Nous avons I'équation de Bézou2 x 4 + 9 = 1. Donc, d’'apres le lemme chinois, ce systeme est équivalent a la
congruencer = ¢ x 9 + 3 x (—8) (36) ou encorer = 3c + 12 (36). En conclusion|e systéme de départ admet
une solution si et seulementesi= 3 (6) et dans ce cas I'ensemble des solutions est I'ensemble des entessque

x = 3c+ 12 (36).
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Chapitre 11

Classes de congruence inversibles

un entier. Une classe de congruentges Z/nZ estinversibles’il existe une

Définition 51 Soitn > 2
1. On note(Z /nZ)* 'ensemble des classes inversibles.

classeb telle queab =

Lemme 52 Muni de la multiplication naturelle, 'ensemble des classes inversibles est un groupe d’élément
neutrel.

Remarque 53 Le lemme implique que si la clasgest inversible, alors la clasdetelle queab = T est unique. On
I'appelle laclasse inverse de

Démonstration. Il s’agit d’abord de vérifier que la loi de multiplication est bien définie, c’est-a-dire que le produit
de deux classes inversibles est encore inversible. En effeb, si T eta’t’ = 1, alors(aa’)(¥’b) = 1. La loi est
associative car la multiplication d&/nZ est associative. Elle admet I'élémdnpour élément neutre. Finalement, par
définition, tout élément d&Z /nZ)* admet un inverse. v

Lemme 54 Une class& est inversible ssi etn sont premiers entre eux.

Démonstration. En effet, la classe est inversible, ssi I'équatiomh = 1 + kn admet des solutioris k € Z. Or cette
équation est une variante de I'équation de Bézout (—n)k = 1 aux inconnue$, k. L'affirmation en résulte. /

Lemme 55 Supposons que la clasgeest inversible. Alors la congruenee= b (n) est équivalente 3
azx = bz (n).

Remarque 56 L'affirmation du lemme est fausse si la clagse’est pas inversible.

Démonstration. Supposons quey = 1. Alorszy = 1 (n) etdonc la congrueneery = bxy (n) impliquea = b (n).

v
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Chapitre 12

Anneaux, groupes et lemme chinois

Définition 57 Un anneatest un triplet(A4, +, -) formé d’un ensembld et deux deux applications
+:AxA— A, (a,b)—a+b et - :AxA— A, (a,b)— ab

appeléed’addition et lamultiplicationde A et qui vérifient les axiomes suivants

(1) Le couple(A, +) est un groupe commutatif. On ndtg ou 0 son élément neutre.
(2) La multiplication- est associative et admet un élément neutre hgtéu 1.

(3) L'addition et la multiplication vérifient les régles de distributivité

alb+c¢) = ab+ac
(a+b)e = ac+be

quels que soient, b, c éléments del.
Un anneau estommutatifsi sa multiplication est commutative.

Exemples.Les ensembleg, Q, R et C munis de leurs opérations d’addition et de multiplication habituelles sont des
anneaux commutatifs. L'annedd,(R) des matrices

2]

avec l'addition et la multiplication des matrices est un anneau non-commutatif. En effet, si on pose
0 1 0 0
=[os]e-[V 0]

onaAB # BA.

Définition 58 SoitA = (A4, +, -) un anneau. Un élémentc A estinversibles’il existe un élémerit € A
tel queab = 14 = ba. On noteA* I'ensemble des éléments inversiblesAld 'anneauA est uncorpssi
A* = A\ {0}, c’est-a-dire que tout élément non nul deest inversible (et quel # {041}).

Exemples.Pour le cas de 'anneadi = Z /nZ, cette définition est celle de la section précédente. Les anii@aret
C sont des corps.

L'anneauZ /nZ est un corps si et seulement:sest premier Soitp un nombre premier. AloreZ /pZ)* est formé
desp — 1 classed, 2,...,p — 1. Soitn un entier> 1. Alors (Z/p"Z) est lecomplémentairglansZ /p"Z desp"~!
classe9,2p,...,(p"~1 — 1)p. Donc

(Z/pZ)*| =p—1et|(Z/p"Z) |=p" —p" ' =p" '(p—1).

~
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Remarque 59 Si I'élément0 4 est inversible dans I'annead, alors nous avon§, = 14 et A = {04} = {14}.
En effet, supposons qeb = 1. Nous affirmons québ = 0; en effet, il suffit de rajouter-0 b des deux cotés de
léquation0 b= (04+0)b=0b+00.

Lemme 60 SoitA = (A, +, -) unanneau. Alors si deux éléments sont inversibles, leur produit I'est encore.
L'’ensembled* muni de la multiplication déduite de celle deest un groupe d’élément neutrg.

Remarque 61 Il s'ensuit que I'inverse d’'un élément inversible d’un anneau est unique (car l'inverse d’'un élément
d’un groupe est unique).

Démonstration. Supposons que et b sont inversibles et quea’ = 1 = d’a etbd’ = 1 = b’'b. Alors nous avons
(ab)(V'a') =1 = (V'a')(ab) de fagon queb est inversible. L'associativité de la multiplication est conséquence de la
méme propriété pour la multiplication dans un anneau et de méme I'existence d’'un élément neutre. L'existence des
inverses résulte de la définition deg. v/

Lemme 62 - définition Soient(A;,+,-) et (As, +,-) deux anneaux. L'ensembie, x A, muni des lois
définies par
(a1,a2) + (a3, a3) = (a1 + ay, ay + aj)

(al,aQ) : (a’/laa’/Z) = (a‘lallva2a/2)

est un anneau appel@nneau produite A; par A,. L'élément neutre pour I'addition dd; x A, est le
couple(0, 0) et celui pour la multiplication le couplél, 1).

Remarque 63 En appliquant plusieurs fois ce résultat nous obtenons un grand nombre de nouveaux exemples d’'an-
neaux. Par exemple, tous les anneaux suivants sont de cardinal 24

Z/24Z , Z/3Z x Z/8Z , Z/8Z x Z/3Z , Z/2Z x Z/AZ x Z/3Z.

Nous allons voir que certains de ces anneaux sont “isomorphes”, c’est-a-dire qu’ils ne se distinguent pas de fagon
essentielle.

Démonstration. Il s’agit de vérifier les trois groupes d’axiomes pour les lois définiesisux A,. A titre d’exemple,
vérifions que la multiplication est associative. En effet, en utilisant la définition de la multiplicatiofy, surA, et
I'accociativité de la multiplication dand; et A5, nous avons

((a1,a2) - (a},a3)) - (af,a3) = (ara},a2a) - (af,ay) = ((a1ay)af, (aza3)asy)
= (a1(a1a}), az(a3a3)) = (a1, a2) - (ayay, azay)
= (a15a2) : ((a/laa’/Q) : (a/1/7a’/2/))'

Nous laissons au lecteur le soin d’écrire les démonstrations des autres propriétés. Vv

Lemme 64 - définition Soient(G1, x) et(G>, *) deux groupes. L'ensemhbl&, x G5 muni de la loi

(91,92) * (91, 95) = (91 * 91, 9295)

est un groupe d’élément neutre le coufidee).
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Démonstration. La démonstration est analogue a celle du lemme-définition précédent. vV

Lemme 65 Soient(A4, +, -) et (A4s, +, -) deux anneaux. Alors nous avons I'égalité

(Al X A2>* = AT X A§

En outre la loi de groupe sufA; x As)* est celle du groupe produit x A3.

Démonstration. Soit (a1, as) un couple d’éléments inversibles. Soieftet a), les inverses de; etas. Alors nous
avons

(a/1>a/2) ) (a17a2) = (17 1) = (a1’a2) : (a/17a/2)
ce qui signifie quéay, as) est inversible dand; x A, d'inverse(a}, a}). Ainsi 'ensembled} x Aj estinclus dans
(A1 x As)*. Réciproquement, softz1,as) un élément inversible dd; x A, et soit(a}, a}) son inverse. Alors on
vérifie aussitdt que) est inverse a; dansA; et quea), est inverse a, dansA,. La derniére affirmation est une
conséquence immédiate des définitions. vV

Définition 66 Soient(A, +,-) et (B, +, ) deux anneaux. Une applicatiogh: A — B est unhomomor-
phisme d’anneausi elle vérifie

fla+d) = fla)+ f(a)
fla-d") = f(a)- f(d)
f(la) = 1p

quels que soient, a’ € A. C'est unisomorphisme d’anneatsi en plus, elle est bijective. Les anneadix
et B sontisomorphes'il existe un isomorphisme dé versB.

Exemple 67 SoientA; et A, deux anneaux. Considérons I'application
f : A1 X A2 — A2 X Al N ((11,(12) — (ag,ag).

Alors on vérifie que’ est un isomorphisme.

Lemme 68 SoientA et B deux anneaux ef : A — B un isomorphisme. Soit : B — A I'application
réciproque def. Alors g est un homomorphisme et méme un isomorphisme.

Démonstration. En effet, soienb, ' des éléments d&. Pour vérifier qu'on a égalité entigbd’) et g(b) g(b') il
suffit de voir que les images pégrde ces deux éléments coincident. Or nous avons

fg(0d)) =bb" = f(g(b) f(g(¥)) = f(g(b) (V).
De méme on vérifie que(b + b') = g(b) + ¢g(b'). Finalement, I'égalitéf (14) = 1 entraine qué 4 = g(15). +/

Définition 69 SoitG et H deux groupes. Une applicatigh: G — H est unhomomorhisme de groupes
elle vérifie

f(g1%g2) = f(g1) * f(g2)

guels que soieny;, go € G. C'est unisomorphismesi en plus elle est bijective. Les groupgst H sont
isomorphes'il existe un isomorphisme d& versH.

Exemple 70

On peut s’étonner de ne pas trouver l'axiorfie) = f(ey) dans cette définition. Or cet axiome est enaséquence
de la définition. En effet, nous avons

flea) = flecxec) = f(ec) * fea)-
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Si nous multiplions cette égalité des deux cotés a gauche par I'inverfeedé dansH, nous trouvonsy = f(eq).
Notons que cette démonstration utilise I'existence des inverses et qu’elle n’a donc pas d'analogue pour les lois de
multiplication des anneaux.

Sif : G — H est un isomorphisme de groupes et gque H — G est 'application réciproque &, alors g est
un homomorphisme de groupes et méme un isomorphisme. Nous laissons au lecteur le soin d’adapter au cadre des
groupes la démonstration donnée ci-dessus pour les anneaux.

Lemme 71 SoientA et B deux anneaux ef : A — B un homomorphime d’anneaux. Alors nous avons
f(A*) C B* etl'application
ffi A" = B* aw f(a)

est un homomorphisme de groupes. C’est un isomorphisme de groypest sin isomorphisme d’anneaui.

Démonstration. Supposons que € A estinversible d’inverse’. Alors f(a’) estinverse & (a). En effet, nous avons
fla)f(d') = flad') = f(14) = 1p = f(a')f(a).
Ainsi, I'application f nous fournit bien une application entre les groupes des éléments inversibles
ffi A" = B* a— f(a).
Il estimmédiat de constater que cette application est un homomorphisme de groupes. Supposons mainjeasint que
un isomorphisme d’anneaux et sgit B — A son application réciproque. Alogsest un homomorphisme et donc

g(B*) est contenu dand*. Ceci montre que € A est inversible si et seulementfja) est inversible dan®. Donc
dans ce cag* est bijective et c’est donc un isomorphisme de groupes. Vv

Lemme 72 (Lemme chinois en termes d’anneaux résiduelsjoientr et s deux entiers> 2 et premiers
entre eux. Alors I'application

b:Z2/rsZ - 2Z/rZ xZ/sZ, a— ("a,’a)

est un isomorphisme d’anneaux.

Remarque 73 Ainsi nous voyons que tous les anneaux suivants sont isomorphes
Z2/247 , 232 x Z/8Z , Z/8Z x Z/3Z.

Nous verrons plus tard que ces annea@xsont passomorphes & /6Z x Z /4Z.

Démonstration. Vérifions qued est un homomorphisme. En effet paub € Z, nous avons
o("™a+"b) = ®("a+b)=("a+b’a+b)
= ("a+"b a+%b)
= ("a°a)+ ("b,%b).
De méme, on vérifie qué est compatible a la multiplication. Vérifions qdeest injective. En effet, sb("*a) =
®("*b), alors nous avon€'a,* a) = ("b,* b) et donc
a = b(r)
a = b(s).
Ainsi la différences — b est divisible par ests et donc par le produit s, puisquer ets sont premiers entre eux. Donc

les classe$®a et "*b sont égales. Vérifions qué est surjective. En effet soient, a; € Z. Alors nous cherchons
a € Z tel que("a,®*a) = ("a7,® az). De fagon équivalente, nous cherchans Z solution du systeme

a = a(r)

a = asz(s)
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Or, puisquer et s sont premiers entre eux, d'aprés le lemme chinois pour les congruences, il existe une gafufion

Vv

Remarque 74 Les anneauX /rsZ etZ/rZ x Z/sZ ont méme cardinal (égal&s). Dans la démonstration, il aurait
donc suffi de montrer soit la surjectivité soit I'injectivité de I'applicatidrpour conclure qu’elle est en fait bijective.
Nous avons donné les deux démonstrations pour mieux établir le lien avec le lemme chinois en termes de congruences.

Corollaire 75 Soientr, s des entier> 2 et premiers entre eux. Alors I'application
O (Z)rsZ)" — (Z/rZ)* x (Z/sZ)*, "a+ ("a,”a)

est un isomorphisme de groupes. En particulier, elle est bijective et le deux groupes sont donc du méme
ordre.

Démonstration. Le corollaire résulte du lemme précédent et du lemmig ( vV

Définition 76 Soitn un entier> 2. On définity(n) comme le cardinal du groupe des éléments inversibles
de 'anneauxZ /nZ. La fonctiong estl'indicatrice d’'Euler.

Corollaire 77 Sir ets sont deux entiers 2 et premiers entre eux on a

¢(rs) = o(r) é(s).

Démonstration. Ceci résulte aussitot de la définition dé-s) et du corollaire 15). Vv

Remarque 78 Le corollaire précédent nous permet de calculer la valeup@e) pour tout entier dont nous connais-
sons la décompositions en facteurs premiers. En effet, si nous avons

n=pi'py ... P
alors en applicant le corollaire plusieurs fois nous trouvons
¢(n) = ¢(p1* d(p3°) - DDy
Mais d’apres??, nous savons que pour un nombre premieious avons

o(p*) =p* —pF .

Donc

¢(n) = (pf* = P —p5) - (057 — pre, — 1),
Par exemple,

P(36) = (4 x9) = ¢(4) (9) = (4 —2) x (9-3) =12
et

$(1995) = ¢(3 x 5 x 7 x 19) = 864.
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Chapitre 13

Notion d’ordre d’un element d’'un groupe

Lemme 79 Soit(G, x) un groupe ey un élément dé&. Alors il existe une application
exp,: Z — G
et une seule telle que
expy(l) = g
exp,(k+1) = exp,(k)xexp,(l)
quels que soierkt, [ € Z.
Démonstration. Nous admettons ce résultat. vV

Exemple 80
La seconde condition de la définition signifie gug, est un homomorphisme de groupesZdeerséG.
Supposons quE, -) est un groupe dont la loi est notée multiplicativement. Alors pourriaittier positif, nous avons

expy(n) = g-g---g=g"
n
expg(—n) = eng(n)_lz(g_l)”.

Nous écrirong;™ pour exp,(n) pour toutn entier.
Supposons qued, +) est un groupe dont la loi est notée additivement. Alors poursicerttier positif, nous avons

exp,(n) = a+a+---+a=na
—_———
exp,(—n) = —exp,(n)=—na.

Nous écrirons: a pourexp, (n) pour toutn entier.

~ e
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Corollaire 81 a) Soit(G,-) un groupe dont la loi est notée multiplicativemeny ein élément dé&. Pour
k,l € Z, on ales égalités suivantes

g =9
ngrl — gk *gl
90 = e€eqg

(gk)l — gkl

b) Soit(A4,+) un groupe commutatif dont la loi est notée additivementwat élément del. Pourk,l € Z
on a les égalités suivantes

la = a
(k+D)a = ka+la
0Oa = 04
kE(la) = (kl)a

Démonstration. Les deux parties sont des traductions dans la nouvelle notation de certaines propriétés de la fonction
exp. Montrons-les dans les notations de a). Les premieres deux égalités ne font que traduire dans la nouvelle notation
les propriétés de la définition dep, . La troisiéme propriéte résulte du fait getep,, st un homomorphisme. Pour la
derniéere propriété, fixons € Z et considérons I'application

f:Z-G,, 11— g"
Nous avons clairemerjt(1) = g* et
f(l+l/) _ gk(l-‘rll) _ gkl+kl/ :gkl*gkl/ — f(l)*f(ll)

Par I'unicité de I'applicatiorexp, . nous pouvons conclure qy&!l) = exp, (1) pour toutl € Z et donc quef(l) =
(g*)! pour toutl € Z. V

Définition 82 Soit(G, x) un groupe ey un élément dé&;. L'ordre deg est le plus petit entien > 1 tel que
exp,(n) = eg s'il existe un tel entier. Sinon, I'ordre dgest infini. On noterdg (g) ouord(g) I'ordre de
g dansG.

Exemple 83
Supposons qug=, -) est un groupe dont la loi est notée multiplicativement etgaitG. Alors nous avons

ordg (g) =inf{n e N|n > 1letg" =e}.
Supposons qued, +) est un groupe commutatif dont la loi est notée additivement et soitl. Alors nous avons
ordg (a) =inf{n e N|n > 1letna=04}.

Soit (G, -) un groupe dont la loi est notée multiplicativement (pour alléger les notations). Supposons=qaeest

d’ordre fini n. Alors nous avons
gk—i-n:gk.gn:gk.e:gk

pour tout entierk etn est le plus petit entiel 1 avec cette propriété. Autrement di,suite des puissances gle

90:67 g? 927 "'7gk7"'
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est périodique de période Nous avons aussi

ga-i-k'n _ gagk'n _ ga(gn)k _ gaek — ga

pour tout entiers € Z et tout entierk € Z. Autrement dita valeur deg® ne dépend que de la classe de congruence de
a modulon.

Lemme 84 Soitn un entier> 2 et soita une classe modulae considérée comme élément du groype
(A,+) =(Z/nZ,+). Alors

PPCM(a,n) n
a - PGCD(a,n)’

OrdZ/nZ (a) =

Démonstration. Nous avonsia = 0 ssika est un multiple de:, c’est-a-dire un multiple commundaetn. Doncka
doit étre un multiple de PPCI:, n) etk un multiple de PPCMa, n)/a. Compte tenu de I'égalité

PPCM(a,n) = ——

PGCD(a,n)
nous obtenons aussi la seconde égalité. vV

Remarque 85 Il n’existe pagle formule analogue pour I'ordre d’un élémentans le groupe multiplicatifZ /nz)*.
Cependant nous verrons que cet ordre est toujours un diviseif:dg I'ordre du groupe(Z /nZ)*.

Lemme 86 Soit(G, x) un groupe ey élément de&-. Alors g est d’ordre infini ssi I'application
exp,: Z — G

est injective. En particulier, tous les éléments d’un groupe fini sont d’ordre fini.

Démonstration. Si I'application exp, est injective nous avonexp,(n) # exp,(0) pour toutn > 0. Puisque
exp,(0) = e, nous avons donexp,, (n) # e pour toutn > 0 etg est d’ordre infini.

Réciproguement supposopgd’ordre infini. Soientk < [ des entiers tels quexp, (k) = exp,(l). Alors nous
avonsexp, (I — k) = e. Puisquéel — k > 0 et queg est d’ordre infini, il s’ensuit qué: = [ et donc quexp, est
injective.

Lemme 87 Soit(G, x) un groupe ey € G un élément d’ordre fini. Alors I'application
Z/nZ — G, @ expy(a)

est bien définie et injective. En particulier, 'ensemble des éléments de la fommén), a € Z, est de
cardinal n.

Démonstration. Supposons pour alléger les notations que la Idizdest notée multiplicativement. Nous avons donc
expgy(a) =g etg" =e

pour toute € Z. Donc

6.17])9(66 + k’I’L) — ga+kn — ga,gkn — ga(gn)k _ gaek — ga.

L'application est donc bien définie. Supposons qu€ b sont deux entiers dont les classes ont méme image. Alors
nous avong® = ¢° et doncg® = = e. Pour montrer que diviseb—a, effectuons la division euclidienrte-a = gn+r

deb — a parn. Par définition, nous avors< r < (n — 1). De I'autre c6té, nous avors= g*~¢ = ¢". Puisquey est

d’ordren, il s’ensuit quen diviseb — a et donc quer = b. Vv

Théoréme 88 (Lagrange)Soit (G, x) un groupe fini. L'ordre de tout élément dédivise I'ordre deG.
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Considérons le group& = (Z/11Z)*. L'ordre deG est del0. Voici les ordres des éléments @e

g |1 2 3 45 6 7 8 9 10

ord(g) |1 10 5 5 5 10 10 10 5 2

Notons que le nombre d’éléments d'ord@est ded = ¢(10), le nombre d’éléments d’ordre est ded = ¢(5) et
le nombre d'é@hents d’ordre2 est del = ¢(2). Nous verrons que ce n’'est pas un hasarid). Nous verrons aussi
comment calculer facilement ce tableau (exempis

Démonstration. Pour alléger les notations, supposons que la laizdest notée multiplicativement. Sgjte G. La
démonstration se fait en plusieurs étapes :
Premiére étape : la relation définie par

r=a'(9) <z =2¢g"pourunk € Z,

est une relation d'équivalenc&lous laissons cette vérification au lecteur. Notenks classe d'équivalence d'un
élémentz. Par définition, la classe deest formée de tous les éléments de la formé, k € Z.

Seconde étape : le cardinal de la classeedsst I'ordre deg. En effet, la classe deest formée de tous les éléments
de la formeg”, k € Z. C'est donc I'image de I'applicatioexp, : Z — G. Nous avons vu au lemmé?) qu’elle est
en bijection ave& /nZ oun est I'ordre dey.

Troisieme étape : toutes les classes d'équivalence ont méme cardinal que la classendeffet, siz est un
élément d&4, nous avons des bijections inverses I'une de I'autre ehrer données par les applicatiops— zy
resp.z — x1z.

Quatrieme étape : le cardinal de la classe @éivise I'ordre deG. En effet, nous savons qu& est la réunion
disjointe des classes d'équivalence. L'ordre(@est donc la somme des cardinaux des classes. Or toutes les classes
ont méme cardinal que L'ordre deG est donc égal au cardinal de la classe:aeultiplié par le nombre de classes
d’équivalence.

Conclusion: I'ordre deg, qui est égal au cardinal de la classeedeeconde étape), divise I'ordre dg(troisieme

étape). v

Corollaire 90 (Théoreme d’Euler) Soitn un entier> 2 eta un entier premier aveg. Alors on a
a®™ =1 (n),

ou ¢ est l'indicatrice d’Euler.

Démonstration. Commea est premier avee, la classey = @ appartient au group€ = (Z/nZ)*. L'affirmation
résulte du théoréeme de Lagrange ¢én) est I'ordre du group€Z /nZ)* par définition. vV

Corollaire 91 (Petit Théoréme de Fermat) Sip est un nombre premier etun entier qui n’est pas divit
sible parp, on a
a* ' =1 (p).

Démonstration. On applique le théoréme d’Euler en utilisant gi(@) = p — 1 pour un nombre premier. vV

Remarque 92 Les théoremes de Fermat (petit) et d’Euler permettent de calculer trés rapidement certains restes de
puissances. Dans les exemples suivants, on cherche le-réstia division euclidienne deparb :

Exemples 93

a =679 b =101 :le nombrel01 est premier e67 n'est pas divisible pat01. D’'aprés le petit théoréme de Fermat,
on a67!% =1 (101) et doncr = 1.

aA AN a
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a = 1995°40, b = 541 : le nombre541 est premier et 995 n'est pas divisible pab41. D’apres le petit théoréme de
Fermat, on a1995°4° = 1 (541) et doncr = 1.

a = 252, b = 72 1 nous avonsy(72) = ¢(8 x 9) = ¢#(8)¢(9) = 4 x 6 = 24. Les nombreg?2 et 25 sont premiers
entre eux. Nous pouvons donc appliquer le théoréme d’Euler pour conclu@bgties 1 (72). Doncr = 1.

a = 5124, b = 72 : nous avons)(72) = 24 (voir le numéro précédent). Oes nombre$1 et72 ne sont pas premiers
entre eux et nous ne pouvons pas appliquer le théoréme d’Beleendant, soit = 5124, D’aprés le lemme chinois,
pour connaitre la classe demodulo72, il suffit de connaitre les restes deanodulo8 et moduld®. Or

= 512" =3"=1 (8)
= 51 =6"=0 (9).

Ici, nous avons appliqué le théoréme d’Eules at8 (¢(8) = 4) et nous avons utilisé le fait quig = 0 (9). Le lemme
chinois nous permet de conclure que= 9 (72) et le reste recherché est done= 9.
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Chapitre 14

Algorithme de calcul rapide des puissances

SoitG un groupe dont la loi est notée multiplicativement. $ain élément dé- etn un entier> 2. Pour calculer

g™, on utilise I'algorithme suivant qui consiste a construire récursivement des syites qx, £ > 1, oUxy, y, € G
etqr € N:

1) Initialisation : on pose:; = g, y1 = e, g = n.
2) Passage a I'étape: on poser;, = z7_,, on prend poug; le quotient de la division deg,_, par2 et on pose

_ Ye—1 Si g,—1 est pair
e Trp_1Yk—1 Siqr_1 estimpair

3) Arrét: quandg, = 1, I'algorithme s’arréte et la puissance recherchégest xyy.
Dans la pratique, on organise les suitesyy, ¢» dans un tableau. Voir les exemples ci-dessous.

Exemples 94 Calculons2®® dans(Z/101Z)* :

Elaxe  ye
1 2 1 50
2 4 1 25
3] 16 4 12
4 | 54 4 6
5| 88 4 3
6| 68 49 1
100

Nous trouvons donc quE® = —1 (101). La premiéere colonne ne dépend quegde 2 et nous pouvons la réutiliser.
Dans le tableau suivant, nous utilisons deux fois la méme premiere colonne pour caf€ues?° dans(Z/1012)*.

Lk Ye 9k | Y Gk
3 1 50| 1 20
9 1 25| 1 10

81 9 12| 1 5

97 9 6|81 2

16 9 3|81 1

541 43 1

100 84

Lemme 95 L'algorithme décrit ci-dessus est correct.

Démonstration. Nous allons montrer par récurrence que nous awghg, = ¢". Ceci entrainera I'affirmation car
pourq; = e, cette égalité se spécialise eqy, = g".

A~
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Al'étapek = 1, I'affirmation est vraie par définition de I'initialisation de I'algorithme. Supposons qu’elle est vraie
pour I'étapek — 1 et montrons-la pour I'étapk. Soitgr_1 = 2 ¢, + i la division euclidienne de;_ par2. Par
I'hypothése de récurrence, nous avons

qk—1 _.n
Tp 1 Yk-1=9 -

Si nous substituons le résultat de la division euclidienne ppuy, nous trouvons

9" = a2 My = (@)™ (@ Dyk-1 = 2y

Pour la derniere égalité, nous avons utilisé la définitiomdet ;. (le nombreg,_; est pair sst, = 0). vV

A A AN a



Chapitre 15

Calcul de I'ordre d’un élément

Soitn un entier. Un diviseur positid den estmaximals’il est de la forme:/p oup est un diviseur premier de.
Soit G un groupe fini dont la loi est notée multiplicativement. Soiin élément d&-. Soitn un entier positif.

Lemme 96 a) On ag™ = e si et seulement si est un multiple de 'ordre de.

b) L’élémentg est d’ordren si et seulement gi* = e et g # e pour tout diviseur maximal de.

c) Sig est d'ordren etd divisen, alors g¢ est d’ordren /d.

d) Plus généralement, giest d’ordren eta un entier quelconque, aloig® est d'ordren/PGCD(a, n).

Démonstration. a) Ceci est clair d’aprés le lemn# qui affirme que I'applicatiorZ /ord(g)Z — G, k — g¢* est
injective.

b) La condition est clairement nécessaire. Supposons réciproquement qu’elle est vérifié. édoraultiple de
I'ordre deg d’aprés a), mais aucun diviseur proprerde’est multiple de I'ordre de. (tout diviseur propre divise un
diviseur maximal der). Doncn = ord(g).

c) Nous avongg?)* = g% ce qui donne immédiatement I'affirmation.

d) D’aprés le lemm@&?7, nous avong* = e ssik = 0 dansZ /nZ. Donc I'ordre dey® est égal a I'ordre de dans
Z/nZ. Ce dernier est égalia/PGCD(a, n) d’aprés le lemm@&4. v/

Remarque 97 Pour déterminer I'ordre dey, on calcule les puissancgé pour les diviseurs maximaukden. Si on
ag? # e pour tout diviseur maximal, alorg est d’ordren (et G est cyclique engendré parvoir ci-dessous). Sinon,
on ag? = e pour un diviseur maximal den et on recommence aveaemplacé pawl. Dans le calcul des puissances
g% pour les diviseurs maximauk de d on pourra cependant omettre tous ceux qui divisent un diviseur maximal
den pour lequelg?” +# e. Voir 'exemple suivant.

Exemples 98

Calculons I'ordre de2 dans(Z/113Z)*. Ce groupe est d'ordre = 112 = 7 x 16. Les diviseurs maximaux desont
16 et56. Calculons don@°% et216,

Tk Yk Gk | Yk Gk

2 1 56 1 16

4 1 28 1 8

16 1 14 1 4

30 1 7 1 2

109 | 30 3 1 1
16 | 106 1

1 109

Ainsi2!6 £ ¢ et 256 = e. Les diviseurs maximaux @6 sont8 et28. Puisque2'® # e nous avong?® # e et il suffit de
calculer22®, On trouve2?® = 1. Les diviseurs maximaux @8 sont4 et 14. Puisque2® # 1, nous avong* # 1 et il
suffit de calcule!*. On trouve2! = —1 etl'ordre de2 dans(Z/113Z)* est donc des.

A
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Déterminons les ordres des éléments(d¢11Z)*. Calculons I'ordre de2. Nous avon2'® = 1 (11) par le petit
théoréme de Fermat. Les diviseurs maximaux@sont2 et5. Nous avons

22=4,2°=2x4x4=-1(11).

Donc 2 est d'ordre 10 et tout élément déZ/11Z)* est une puissance ded’apres le lemmeq7). Calculons ces
puissances

kl0oO 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2811 2 4 8 5 10 9 7 3 6

Maintenant, on calcule facilement les ordres de tous les éléments a I'aide des parties b) et ¢) du lemme. Par exemple,
ona

10

— 8y — —
ord(3) = ord(2°) = PGCD(10.5) 5
ord(4) = ord(2?) = ? =5.
On trouve la table suivante (vo@9)
g 1 2 3 45 6 7 8 9 10

ord(g) | 1 10 5

t
ot

10 10 10 5 2

A AN a



Chapitre 16

Groupes cycliques

Définition 99 Soit(G, ) un groupe. Ursous-groupele G est une partie de G vérifiant les trois condi-
tions suivantes

—eqg € H,

— hxk € H pourtousles, k € H,

— h~! € H pourtous lesh € H.

Exemples 100

Les parties{ec} et G de G sont toujours des sous-groupes. L'intersection de toute famille de sous-groupes est un
sous-groupe.

Pour toutn € Z, la partie nZ est un sous-groupe d&, +). Réciproqguement, tout sous-groupe Ziest de cette
forme : en effet, soif C Z un sous-groupe. & = {0}, alors.S = 0Z et il n’y a rien & démontrer. Sinon, la partig
contient un entier non nul et donc un entier non nul positif (cappartient aS si —z appartient aS). Soitn le plus
petit des entiers strictements positifs contenus damdors on a clairementZ C S. Réciproquement, siappartient
a S etquexr = gn+r estladivision euclidienne depar n, alorsr = x — g n appartient S et est positif et inférieur
an.Doncr =0etz € nZ.

Sin est un entie> 2 etd un diviseur den, alorsdZ /nZ = {dx | x € Z} est un sous-groupe d&/nZ,+) et tout
sous-groupe d& /nZ est de cette forme : en effet,4iC Z/nZ est un sous-groupe aloré C Z est un sous-groupe
qui contientnZ. Donc A = dZ pour un entierd. La conditionnZ C dZ montre quen est un multiple del.

[ON

Définition 101 SoitG un groupe efX une partie d&=. On note< X > et on appellesous-groupe engend
par X la partie deGG formée de tous les produits d’élémentsXiet de leurs inverses (par convention on
pose< X >= {eq} si X estvide).

Remarque 102 Il s’agit bien d'un sous-groupe.

Exemple 103 SoitG un groupe (dont la loi est notée multiplicativementyem élément dé;. Alors le sous-groupe
engendré par la partieX = {g} est égale ¢* | k € Z}. Ce sous-groupe est isomorph& &i g est d’ordre infini et
isomorphe & /nZ si g est d’ordre finin d’aprés les lemmes6) et (87).

Définition 104 Un groupe estycliques’il contient un €lément qui I'engendre : @énérateur

Remarque 105 D’apres I'exemple précédent, un groupe cyclique est soit isomor@hsdit aZ /nZ pour un entier
n > 1. Réciproquement, un groupe isomorphg au Z /nZ est cyclique (engendré par 'image deesp.1 par un
isomorphisme choisi). Un groupe fini d’ordreest cyclique si et seulement si il contient un élément d’ondre

A —
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Théoréme 106 Soitp un nombre premier. Alors le groug& /pZ)* est cyclique.

Démonstration. Le théoréme sera démontré plus tatd?). vV

Remarque 107 Le théoréme ne donne pas de générateur de ce groupe et c’est un probléme ouvert de construire un
‘générateur universel et explicite’. On ignore par exemple si la classg elegendre(Z/pZ)* pour une infinité de
nombres premiers ou non.
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Chapitre 17

Racines de 'unité

Définition 108 SoitG un groupe et un entier> 1. Nous appellerons racinkiémes de I'unité dan&' les
solutionsg € G de I'équationg’ = e.

Remarque 109 Les racineg-iémes de 'unité sont exactement les éléments dent I'ordre est un diviseur dé

Lemme 110 SoitG un groupe cyclique d’ordre fini et g un générateur dé-. Soit/ un entier> 2 et R
I'ensemble des solutions de I'équation
xr =e€

dansG.
a) Sil divisen, on a
R={g""V | k=0,1,...,1—1}.

b) Sil est premier avee, on a
R = {e}.

c) Dans le cas général, posofis= PGCD(n, ). Alors

R={g*"" |k=0,1,...,1' —=1}.

Exemple 111 On cherche les solutions de I'équatief = 1 dansZ/2011Z. Sixz € Z/2011Z est solution de cette
équation, alorscaz* = 1 et doncz est inversible (d’inverse?). Ainsi, il revient au méme de chercher les solutions de
cette équation dan&Z /2011Z)*. Or le nombrep = 2011 est premier et le group€ = (Z/2011Z)* est donc cyclique
(106). En outreb divise I'ordre deG qui est 2010. L'équation admet donc exacteniesttlutions et ces solutions sont
de la forme

§°, h=gl02 2= 804 3 41206 pd 1608

)

ou g est un générateur d&Z /pZ)*. |l reste & trouver un générateur et a calculer ces puissances. Si on calcule les
puissances maximales @eon trouve que?°'%/5 = 1, Donc2 n’est pas un générateur. Par contre, les puissances
maximales de3 sont toutes différentes deet 3 engendre don¢Z/2011Z)*. Si on calculeh = 3%°2, on trouve

h = 1328. L’ensemble des solutions de I'équatieh= 1 est donc formé de

1, h=1328, h? =1948 , h® =798, h* = 1958.

Démonstration. CommeG est cyclique, toute solution de ! = e est de la former = g¢ pour una € Z. Dans le
cas de a), on adond = 0 (n) d'aprés le lemmeq7). Cela signifie que est multiple deu/I.
Dans le cas de b), la congruende= 0 (n) impliqguea = 0 (n) carl est inversible modula.

AN
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Finalement, dans le cas de c), écrivéns I'l” oul” etn sont premiers entre eux. Alors la congruenéd”’ =
0 (n) est équivalente &’ = 0 (n) qui, elle, exprime que est multiple dex/!’. v

Lemme 112 SoitG un groupe cyclique d'ordre < oo etg un générateur dé-. Soitd un diviseur de.
Alors I'ensemble des éléments d’ordiele G est formé des puissances

gkn/d

ou k parcourt les classes inversibles moddloCes éléments sont deux a deux distincts. En particulier, le
nombre d’éléments d’'ordré dansG est égal &)(d), le nombre de générateurs deest égal &)(n) et on

a
n=> ¢(d).
d|n

Exemple 113 Le nombrep = 2011 est premier et le group€& = (Z/pZ)* est donc cyclique (théoréni@®6) d’ordre
2010 = 2 x 3 x 5 x 67. Ce groupe contient dont(2010) = 2 x 4 x 66 = 528 générateurs.

Démonstration. Soitz = ¢g® un élément d'ordre de G. Alors d’aprés le théoréemELQ, nous avons = kn/d pour
unk € Z. Si f est un facteur commun/aetd, alors on &¢*)(%//) = ¢. Puisquey® est d’'ordred, il s’ensuit f = £1.
Les éléments de l'affirmation sont deux a deux distincts d’aprés le le®meL@ derniére affirmation s’ensuit parce
queG est laréunion disjointe de ses parties formées des éléments dipalre parcourt les diviseurg den, d'aprés
le théoréme de Lagrang@q). Vv
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Chapitre 18

Structure du groupe des classes inversibles
modulo un nombre premier

Nous démontrerons dans cette section le théor&®® ui affirme que le groupé&Z /pZ)* est cyclique lorsque est
premier. Nous aurons besoin du

Lemme 114 Soitp un nombre premier. Si
PX)=a, X" +a, 1 X" ' 4+...+a1X +agp

est un polyndme de degréa coefficientss; dansZ/pZ, alors I'équation P(z) = 0 admet au plus:
solutionsz dansz /pZ.

Remarque 115 On appelleracinesde P(X) les solutionse de P(z) = 0.

Démonstration. Nous procédons par récurrence surSin = 1, I'équation P(z) = 0 devienta;x + ag = 0.

Elle admetr = —ag /a1 pour unique solution (le coefficiemt; est non nul cat”’(X) est de degré). Supposons
I'affirmation démontrée pour des polyndémes de degré: et soit P(X) de degrén. Supposons qué&(z) = 0.

Comme pour des polyndmes a coefficients réels (ou a coefficients dans tout autre corps) nous pouvons écrire la division
euclidienne du polynéme&(X) par le polynbme X — )

P(X) = (X —2)Q(X) + R(X),

ouQ(X) estun polyndéme de degré— 1 (le quotient) et?(X) un polynéme de degré 1 (le reste) carX — x est de
degrél. DoncR(X) = ¢ pour uncy € Z/pZ. Si nous remplagconX parz dans I'équation de la division euclidienne
nous trouvons

0=0xQ(x)+co

etdoncey = 0. Ainsi, nous avon® (X ) = Q(X) (X —z). Si P(X) s'annule ery, alorson &(y) = 0ouy —x =0
carZ/pZ est un corps. Ainsi toute solution # = de P(X) = 0 est solution de&)(X) = 0 et par I'hypothése de
récurrence on conclut que(X) admet au plus — 1 racines différentes de, c’est-a-diren racines au total. v/

Lemme 116 SoitG un groupe d’ordre finin et tel que I'équation: = e admet au plusl solutions dans
G pour tout diviseurd den. Alors G est cyclique.

Démonstration. Pour un diviseud den, notonsy)(d) le nombre d'éléments d’ordré de G. Supposons qué est

un diviseur den et gu'il existe dan<y un élémeny d'ordre d. Considérons le sous-groupeg > engendré par cet
élément. Il est cyclique d’ordré et chacun de ses éléments est solution de I'équatios e dansG. Ainsi, d’aprés
I'hypothése sulG, toute solution de:? = e dansG se trouve en fait dans le sous-groupe; >. En particulier, tout
élément d’ordrel de G se trouve dans ce sous-groupe. Or nous savons qu’un groupe cyclique contient exactement
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¢(d) éléments d’'ordre (lemmel112). Ainsi, le groupeG contient exactemeni(d) éléments d’'ordrel. Nous avons
doncy(d) = ¢(d) siy(d) > 0 ety(d) = 0 sinon. De toute fagon, nous avopsd) < ¢(d). Par conséquent, nous

avons
n=> (d) <> ¢(d) =n,
d|n d|n

ou la derniére égalité provient du lemmELp). Nous avons don@(d) = ¢(d) pour tout diviseurd de n et en
particulier, le groupez contient¢(n) éléments d'ordrer. Il nous aurait suffi d’'un seul pour conclure qaeest
cyclique d’ordren. v/

Corollaire 117 (=Théorémel06) Sip est premier, le groupé&Z /pZ)* est cyclique.

Démonstration. En effet, appliquons le lemme précédentGa= (Z/pZ)*. D'aprés le lemme1(14), I'’équation
X< — 1 = 0admet au plug solutions pour tout diviseut den (et méme pour touf € N). vV
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Chapitre 19

Structure du groupe des classes inversibles
modulo une puissance d’un nombre premier

Lemme 118 Soitp un nombre premier et < k& < p — 1. Alors le coefficient binomia(U]’; est divisible par
D-

Démonstration. En effet, nous avons

ck__ P _pp-D@=-2 .. .p-k+])
Pkl (p—k)! 1Xx2x3x...xk )
Puisque) < k < p, le numérateur comporte un facteymais le dénominateur n’en comporte pas. v/

Théoréme 119a) Soitp un nombre premier- 2 etk un entier> 1. Alors le groupeG = (Z/p*Z)* est
cyclique d’ordre(p — 1) p*~!. La classe dé + p est un élément d’ordrg"~! dansG.

b) Le groupe(Z/2Z)* est trivial, le groupe(Z/4Z)* est cycliqgue d'ordre2 et pourk > 2, le groupe
(Z/2%Z)* est isomorphe & /2Z x Z/2%=2Z. Dans ce dernier cas, I'élémentest d’ordre2*~2 dans
(Z2/2*Z)* et tout élément de ce groupe est de la forhig, a € Z.

Démonstration. Posonss = (Z/p*Z)* resp.G = (Z2/2%2)*.
a) Premiere étape : pout > 0, hous avons

(1+p)®) =14 p°t! (p°F2).

Procédons par récurrence suPoure = 0 I'affirmation est trivialement vraie. Supposons la démontrée poNous
avons donc
(14+p)") =14 p** (1 +ap)
pour unz € Z. Alors
+1

Q+pP = (L+pP))P =1 +p (1 +ap)”

p—1
L+ pp ™ (14 ap) + () CEpPED (1 + ap)®) + pP D (1 + ap)P.
k=2

Si nous réduisons modug 3 nous trouvong + p*2 car IesCZ’f sont divisibles pap etp(e+ 1) > 3 puisquep > 3.

Notons¢ : (Z/p*Z)* — (Z/pZ)* I'application qui ar associe sa classe modyloClairementg est un homo-
morphisme de groupe. Notoiis le noyaude ¢, c’est-a-dire 'ensemble de € G tels quep(z) = e. C'est clairement
un sous-groupe.

—e
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Seconde étape : L'élément+ p est un générateur d&. En particulier, il est d’ordrep*~!. Clairement,H est
formé des éléments+ = otz est divisible pap (dansZ /p*Z). Donc H est d’ordrep 1. L'élémentl + p appartient
a H. Son ordre est donc une puissancedd’aprés la premiére partie c'est—!.

Troisiéme étape : construction d’un élément d’'orglre 1. Soitay un générateur d&Z /pZ)* etz € G un élément
tel queg(z1) = . Sion ax} = e alors on ap(x1)* = e et 'ordre dex; est donc un multiple de I'ordre dey. Par

conséquent, I'ordre de; est de la formép — 1) p! pour unl € N. Posons: = x’fl. Alors x est d'ordrep — 1 d’apres
le lemme96.

Quatriéme étape : I'affirmationAvec les notations introduites ci-dessus, considérons I'éléméntt- p). Il est
d’ordre (p — 1) p*~! d’aprés le lemme ci-dessous.

b) Premiére étape : pouw > 0, nous avons

5(2"‘) =14+ 2e+2 (28“1’3).

Procédons par récurrence. Peure 0, I'affirmation est trivialement vraie. Supposons-la démontrée poédors
nous avons

5(26+1) _ (1+26+2(1+2$>)2
= 1+4+2x2°T2(1422) + 22T (1 +22)2,

Si nous réduisons moduftst*, nous trouvons bie + 2¢13.

Notons¢ : (Z/2%Z)* — (Z/4Z)* I'application qui &r associe sa classe moduloClairement est un homo-
morphisme de groupe. Notoris le noyaude ¢, c’est-a-dire I'ensemble de € G tels quep(z) = e. C'est clairement
un sous-groupe.

Seconde étape : L'élémenest un générateur d& . En particulier, il est d’ordre2¥—2. Clairement,H est formé
des éléments + = ol x est divisible part (dansZ /2¥Z). Donc H est d’ordre2¥—2. L'élément5 appartient &. Son
ordre est donc une puissanceX®’aprés la premiére partie c’'e3t 2.

Troisiéme étape : I'affirmationConsidérons I'application

f:2/2Z x2/282%72 — (2/2*2)*, (@,b) — (—1)*5".

On vérifie aisément que c’est un homomorphisme de groupe. En gutsesurjectif (quel que sait € G, onax € H
ou—z € H). Comme les deux groupes sont d’or@fe !, il s’ensuit quef est bijectif. Doncf est un isomorphisme.

v

Lemme 120 SoitG un groupe noté multiplicativement et soignt deux éléments d’ordre fini, b de G
tels quegh = hg eta, b sont premiers entre eux. Alogé est d’ordreabd.

Démonstration. En effet, pourk € Z, nous avonggh)* = ¢* h* = e si et seulement sj* = h~*. L'ordre de
I'élémentg® = h—F est donc un diviseur commun a grét orch. Comme ces nombres sont premiers entre eux,
l'ordre deg® = h=" est égal d etg® = h=* = e. Cela veut dire qué est multiple dex et de—b. Puisque les deux
sont premiers entre euk,doit &tre multiple du produith. Réciproquement, nous avofigh ) = (g%)? (h*)* = e. /

Remarque 121 En combinaison avec le lemme chinois, le théoréfpermet de déterminer la structure du groupe
(Z/nZ)* pour tout entiem dont on connait la décomposition en produit de facteurs premiers. Par exemple, considé-
ronsn = 3 x 53 x 72. Alors, par le théoréme chinois, nous avons un isomorphisme

(Z/nZ)* = (2/32)* x (Z2/5°Z)* x (Z2/7°Z)*.
Le théoréme. 19donne des isomorphismés/32)* = 2/2Z,(Z/5%Z) = Z/100Z,Z/7*Z = Z /42Z. Donc on a
(Z/nZ)* = Z/2Z x Z/100Z x Z/42Z.

Cela montre par exemple que le nombre de solutions de I'équatien 1 dansZ /nZ est égal & x 4 x 2 = 16. Nous
laissons au lecteur le soin de calculer explicitement ces 16 solutions.
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Chapitre 20

L'indicatrice de Carmichael

Définition 122 Soitn un entier> 2. On définitA\(n) comme le maximum des ordres des éléments du groupe
(Z/nZ)*. On appellandicatrice de Carmicha&kexpression\(n).

Exemple 123 Sip est premier, on &(p) = ¢(p) = p — 1 car le groupe(Z /pZ)* est cyclique d’ordrey — 1.

Lemme 124 (Théoréme de CarmichaellOn aa*(™) = 1 (n) pour tout entiera premier an. Réciproque-
ment, sim vérifiea™ = 1 (n) pour tout entiefa premier an, alorsm est multiple de\(n).

Démonstration. Soita € (Z/nZ)* un élément d’'ordre. = A\(n) etb € (Z/nZ)* un élément d’ordre. Nous allons
montrer que(Z /nZ)* contient un élément dont I'ordre est PPQMv). Il s’ensuivra que\(n) = PPCM(u, v) et
donc quev divise A(n).

Pour cela, écrivons PPCl, v) = u/v/, ol divisew, v’ divisew etu/, v’ sont premiers entre eux. Alo/*’
est d'ordreu/, b*/*" est d’ordrev’ et donc leur produit est d’ordngv’ = PPCM(u, v) d'aprés le lemmé 20,

La deuxiéme affirmation est claire. v

Lemme 125a) Ona\(2) = 1, \(4) = 2 et A(2¥) = 2¥=2 pour toutk > 3.
b) Sip est un nombre premier impair, onp*) = ¢(p*) = (p — 1)p*~1.
c) Sin = rsour ets sont premiers entre eux, ondn) = PPCM(A(r), A(s)).

Remarque 126 Ce lemme permet de calculer I'indicatrice de Carmichael de tout nombre dont on connait la décom-
position en facteurs premiers. Par exemple, on a

A(561) = A(3 x 11 x 17) = PPCM(2, 10, 16) = 80.
En particulier, comm&0 divise560, nous avons
a®® =1 (561)

pour touta premier a 561 (comme dans le petit théoréme de Fermat). Un nomtalequea™ ! = 1 (n) pour tout
entiera premier ap s'appelle umombre de Carmichaéloici le tableau des premieis nombres de Carmichael non
premiers.
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) n décomposition | A(n)
1 561 3x 11 x 17 80
2 1105 5x 13 x 17 48
3 1729 7x 13 x 19 36
4 2465 5x 17 %29 112
) 2821 7x 13 x 31 60
6 6601 7x 23 x41 | 1320
7 8911 7x19x 67 | 198
8 | 10585 5x29%x73 | 504
9 | 15841 7x31x73| 360
10 | 29341 13 x 37 x 61 180
11 41041 7x11 x 13 x 41 120
12 | 46657 13 x37x97 | 288
13 | 52633 7xT73x103 | 1224
14 | 62745 3 xHx47x89 | 2024
15| 63973 | 7x13x19x37 36
16 75361 | 11 x 13 x 17 x 31 240
17 | 101101 | 7x 11 x 13 x 101 300

Démonstration. Les parties a) et b) résultent du théoréhi®. Pour c), nous avons l'isomorphisme de groupes
(Z/nZ)* = (Z/rZ)" x (Z/sZ)*

donné par le lemme chinois. L'ordre d'un coufled) € (Z/rZ)* x (Z/sZ)* est clairement égal au PPCM des ordres
des deux composantes. Ceci implique que I'ordre maximal d’'un couple sera le PPCM des ordres maximaux atteints
dans chaque composante. vV
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Chapitre 21

Résidus quadratiques

Définition 127 Soitn > 2 un entier. Une classe € (Z/nZ)* est unrésidu quadratiquenodulon sia = b?
pour une classé. Dans le cas contraire, la classeest unnon-résidu quadratique

Exemples.Dressons les listes des résidus quadratiques modulo quelques nombres premiers

2 1

3 1

5 : 1,4
7T o 1,2,4

11 : 1,3,4,5,9

13 : 1,3,4,9,10,12

17 @ 1,2,4,8,9,13,15,16

19 : 1,4,5,6,7,9,11,16,17

23 : 1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18

29 : 1,4,5,6,7,9,13,16,20,22, 23,24, 25, 28

Notons qu'il y a(p — 1)/2 résidus quadratiques pour chacun de ces nombres premiers-el gt un résidu quadra-
tique pours, 13, 29.

Lemme 128 Soitp = 21 4+ 1 un nombre premier impair.

a) Parmi les2l éléments d€Z /pZ)* la moitié exactement sont des résidus quadratiques.

a) Pour touta € (Z/pZ)* on aa' = +1 (p). Ona! = 1 (p) si et seulement si est un résidu quadratique
modulop.

b) La classe de-1 est un résidu quadratique modulcsi et seulement gi= 1 (4).

Exemple 129 Le nombre2011 est premier et congru & modulo4. Donc —1 n’est pas résidu quadratique modulo
2011. Par contre, a l'aide de I'algorithme de calcul rapide des puissances, on vérifie aisémeniS¢gie? =
1 (2011). Donc1848 est un résidu quadratique moduo11.

Démonstration. a) Nous savons qu& /pZ)* est isomorphe & /2/Z. Or ce dernier groupe contient exactemént
classes multiples d&

b) Nous avonga')? = a?~! =1 (p) d’aprés le petit théoréme de Fermat), Donca’ = +1 (p) (car I'équation
r? = 1 admet exactementsolutions dan& /pZ, d’aprés110).

Sia = b2, alorsa® = b?>* = b~ = 1 modulop, par le petit théoréme de Fermat. Réciproquement, st 1
modulop, alors sig est un générateur d& /pZ)*, nous avong = g>* pour unk € Z d'apres le lemmel(10). Donc
a estun carré.

——
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c) D’aprés a), la classe del est un résidu quadratique $sil)! = 1 (p), c’est-a-dire que est pair ou encore que
p =20+ 1vérifiep=1 (4).
v

Théoréeme 130 (Conjecture d’Euler) Soita un entier non nul ep un nombre premier impair. Le fait que
a soit résidu quadratique modujoou non ne dépend que de la classevdaodulo4a.

Remarque 131 La conjecture, due a Euler, fut démontrée pour la premiére fois par C. F. Gauss en 1796 sous le nom
de ‘théoréme d’or’. Nous allons donner la démonstration dans une section ultérieure.

Exemples.Nous avons déja vu quel est un carré modulp si et seulement gi est congru & modulo4, ou encore
modulo—4 = 4(-1).

D’aprés le théoréme, le fait quesoit un carré modulp ne dépend que de la classerdmodulo8. Or 2 est non
résidu quadratique powret 5, il est résidu quadratique poir(42 = 2) et pourl7 (62 = 2). Donc?2 est un carré
modulop ssip = £1 (8).

Nous verrons plus tard que le calcul des classes de nombres premmedilo lesquela est un résidu quadratique
peut toujours se ramenena= 2 eta = —1.

P AN a



Chapitre 22

Le symbole de Legendre

Définition 132 Soitp un nombre premier et un entier. On pose
a 0 sipdivisea
<) = 1 siaestrésidu quadratique moduto
p —1 siaestnon fesidu quadratique modylo

On appellesymbole de Legendigxpression(£).

a
p

Remarque 133 Par définition, le symbole de Legend%) ne dépend que de la classedmodulop.
Pour un nombre premier impair, onn(a*?l) = 1 ssip est congru a modulo4 et(%) = 1 ssip est congru at1
modulo8. Si on tient a des formules explicites, on peut écrire

-1 et 2yt
(?):(—1) (p) (-1)=".

Lemme 134 Soitp = 2 + 1 un nombre premier impair.
a) Ona(2) = (-1)! (p).

b) Ona(%) = (2)(%) pour tous entiers;, b et(“;b) = (7) sia nest pas divisible pap.

Démonstration. a) résulte du lemm#&28a) et b) de a). V

Définition 135 Pour deux entiera, b, on pose

[ -1 sia=3(4)etb=3(4)
H(a,b){ 1 sinon

Remarque 136 On peut vérifier aisément que powetb impairs, on a

a—1b—1

0(a,b) = (—1)F 7"

Théoreme 137 (Loi de réciprocité quadratique) Si p et ¢ sont deux nombres premiers impairs distingts,
ona

(§><§> — 0(p, q).

.
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Remarque 138 Le théoréme est équivalent a la conjecture d’Euler. 1l signifie(cﬁj)& (%) Sip ouq est congru a
modulo4, et(£) = —() dans le cas contraire.

Démonstration. On a toujours — ¢ = 4a OUp + ¢ = 4a pour una € Z. Supposons d’abord que— ¢ = 4a. Alors
ona

p, _ ,q+da, da a
( q) ( . )= . )= ( q)-
ou nous avons utilisé le lemm&4. De 'autre c6té, nous avons
q, ,,p—4a,  —da ;1 a
( p) ( ’ )= ( ) )= ( ’ ) p)-

Or, d’apres la conjecture d’Euler, nous avgfis = (). Puisquep etq ont méme reste par, il s'ensuit qued(p, q) =
(*71) ce qui termine la démonstration dans ce cas.
Supposons maintenant que- ¢ = 4a. Alors nous avons

p, Aa—-q, 4£ _ (@
(q) ( . ) (q) (q)
et de méme A A
¢y _ Aa-p,  4a, a
(p) = ( ) ) (p) (p)
Donc d'apres la conjecture d’Euler, nous avo#$ = (1). vV

Résumé des propriétés du symbole de Legendreles régles suivantes permettent de calculer tout symbole de
Legendre § etq sont des nombres premiers impairs distinaisq’, b sont des entiers)
(1) Modularité :

) =)
sia=d (p).
(2) Multiplicativité : ) )
(Z)=G)C)

(3) Réciprocité :

(1)  sinon
(4) Valeurs particuliéres :
;]_
p

(
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Exemple 139 Nous montrons comment les régles ci-dessus permettent de cal%ﬂp):

541
(2011)

2011 o
(E> (réciprocité,541 = 1 (4)))

388 »
(557) (modularité,2011 = 388 (541))
(i)2 (9—7) (multiplicativité, 388 = 22 x 97)
5417 ‘541 P 1388 =
(%) (réciprocité,541 = 1 (4))
(;) (modularité,541 = 56 (97))

7.,2.3 L
(57)(57)°  (multiplicativite)

97 3

(=) (97)3 (feciprocité,97 = 1 (4))

-1.,2 . y
(7)(§)3 (modularité)

—1 (valeurs particulieres(=!) = —1, (&) = 1)
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Chapitre 23

Démonstration de la conjecture d’Euler

Lemme 140 Soitp = 27 + 1 un nombre premier impair et un entier qui n’est pas divisible par. Pour
1 <k <1, soitry le reste de la division dga par p et soitv le nombre de restes, > [. Alors

a' = (-1)" (p)

et en particuliera est un résidu quadratique modylcsi et seulement si est pair.

Démonstration. Siai = +aj (p), alors commez est inversible modulg, nous avons = +;5 (p) ce qui est
impossible si et j sont compris entré et/. Donc si nous posons

5 — T Silgrigl
Tl p—r sil<r;

less; sont deux a deux distincts et compris entret[. Puisque ils sont au nombre Heout entier entré et/ est égal
auns;. Nous avons
rire T = (—1)”8182 8 = (—1)”“ (p)

De l'autre c6té, nous avons
rrg - =11 d (p)-

Puisquéd ! est inversible modulp, nous obtenons I'affirmation. La derniére partie résulte du lemme précédext.

Exemple 141 Prenonsp = 11 et doncl = 5. Dans le dessin suivant, nous calculanpour a variant entre—5 et 5.
Par exemple, la ligne qui commence par le nomboomportel = 5 points aux abscisses 4, 6, 8, 10. Le nombre de
points qui se trouvent dans des intervalles ‘sous-lignés’ est égaDoncr = 3 et2 est un non-résidu quadratique
modulo11. Les résidus quadratiques modulo 13 seft 1, 3,4, 5.

5 ° ° ° °
4 ° ° °

3 ° ° ° ° °

2 . ° ° °

! 0 e e oo 11 22

1 —22 —-11 e o o o .0

-2 ° °

-3 ° ° ° ° °

—4 ° ° ° ° °

_5. L [ ] [ ] [

~
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Théoréme 142 (Conjecture d’Euler) Soita un entier non nul ep un nombre premier impair. Le fait que
a soit résidu quadratique modujoou non ne dépend que de la classevdaodulo4a.

Démonstration. D’'aprés le lemmel40 et I'exemple qui le suit, il s’agit de compter le nomhrede pointska,

1 < k < I, qui se trouvent dans I'un quelconque des intervalles [ip/2, (i + 1)p/2], ol est impair et compris
entrel eta. En effet, le dernier pointa = (p — 1)a/2, se trouve dans l'intervallga — 1)p/2, ap/2]. Supposons que
p’ = p + 4a et quer’ est le nombre de points correspondant (peu importé siest pas premier). Alors le nombre
d'intervalles!; reste le méme=£ a), mais le nombre de points: augmente d& — [ = 2a. Je dis que chacun des
intervallesI/ comporte2 pointska de plus que l'intervalld; correspondant. Ceci impliquera qué— v est pair et
donc queg—1)" = (—1)*. Comparons en effet l'intervallg a l'intervalle I/ : nous avons

I, = [ig,(i+1)§]

i (5 +20), (i + 1) (5 +2a)]

I

[Zg+2m,(¢+1)§+2m]u[(¢+1)§+2m,(¢+1)§+2m+2a].
Lintervalle I est donc obtenu & partir de par deux opérations : décalage2ie et rajout d’un intervalle disjoint de
longueur2a dont les extrémités ne sont pas multiplesid®r le décalage d’'un multiple delaisse invariant le nombre
de pointska contenus dans l'intervalle, et le rajout d'un intervalle disjoint de long@eudont les extrémités ne sont
pas multiples de rajoute2 pointska car tout intervalle de longue@r dont les extrémités ne sont pas des multiples
dea comporte exactemegtpointska (par mise a I'échelle, on peut supposer gue 1 : tout intervalle de longueur

2 dont les extrémités ne sont pas entiéres comporte exact@meittts entiers.) vV
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Chapitre 24

Bibliographie

Les livres suivants peuvent serviapprofondirles connaissances sur certains sujets traités en cours. Le livre de Weiss

[7] est rédigé de facon élémentaire et son contenu est relativement proche de celui du cours. Le livre de Gindikin
[5] contient des biographies de mathématiciens et physiciens de la renaissance a nos jours et donne des explications
élémentaires mais complétes d’'un grand nombre de résultats qu'ils ont obtenus. Le chapitre sur Gauss est un trésor de
perles d'arithmétique. Le cours de Michel Demaziijecpntient entierement le programme de ce cours et le dépasse

de loin. Il s’adresse a un public un peu plus avancé. Le livre d’Adjreft trés complet, bien rédigé et peut servir du

DEUG jusqu’a la maitrise.
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