Chapitre 4

Résidus quadratiques

4.1 Reésidus quadratiques modulo un premier

Définition 4.1.1. Soit p un nombre premier. Un élément a € (Z/pZ)* est un résidu
quadratique si et seulement si c¢’est un carré. On dit aussi que 'entier a est un résidu
quadratique modulo p.

Théoreme 4.1.2. Soit p = 20+ 1 un nombre premier impair.

a) Les résidus quadratiques modulo p forme un sous-groupe de cardinal | de (Z/pZ)*.
b) a € Z/pZ est un résidu quadratique si et seulement si : @ =1 dans Z/pZ.

c) —1 est un résidu quadratique modulo p si et seulement si p =1 (mod 4).

4.2 Symbole de Legendre

Définition 4.2.1. Soit p est nombre premier, et a un entier. Le symbole de Legendre
. (a .
note (5) vaut :
0 si p divise a,
1siae (Z/pZ)* est un carré (résidu quadratique),
—1siae (Z/pZ)* n’est pas un carré (non-résidu quadratique).

Remarque 4.2.2. Si a = b (mod p), alors (%) = (}%)

Proposition 4.2.3. a) Pour p premier impair, (_1 = (—1)%.
b) Pour p premier impair et a premier avec p, (%) = (mod p).
ab) _ (a) (b
o) (3)=()3)
Fin du
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Lemme 4.2.4 (Lemme d’Eisenstein). Pour p premier impair le symbole de Legendre (%)
est égal a (—1)” ou v est le nombre de point d’abscisse positive a coordonnées entieres
dans le triangle : (0,0), (p,0), (p,a).

Corollaire 4.2.5. Pour p premier impair,

(2) L { 1 sip==+1 (mod8),

» —1 sip=+3 (mod8).

Théoréme 4.2.6 (Réciprocité quadratique). Pour p et g premiers impairs, on a :

(p) <Q) _ (_1)%% - { —1  sip et g sont congrus a 3 modulo 4,
p

a 1 st p ou q est congru a 1 modulo 4.

Fzercice 4.2.7. Le n-ieme nombre de Fermat est : F,, = 22" +1 . Démontrer le critere
de Pépin :
Le nombre de Fermat F,,, n > 1, est premier si et seulement si

Fp—1

372 =-1 mod F, .

4.3 Symbole de Jacobi

On étend le symbole de Legendre au cas de nombres qui ne sont plus nécessairement
premiers.

Définition 4.3.1. Si b est le produit des nombres premiers py,. . .,p,, alors :

(G)-11(;)

Jj=1

Proposition 4.3.2. a)(%) = 0 si et seulement si PGCD(a,b) > 1.

()1t (2)~ (I ().

b

p
¢)Sia=d (modb), alors (%) = (%)
d) St a et b sont premiers entre eux et impairs, alors :

b a—1b—1 — ) )
<g) () (—1)% b-1 { 1 sia etb sont congrus a 3 modulo 4,

C T sia ou b est congru a 1 modulo 4.

) <2) B (_1)172;1 1 st a est congru a £1 modulo 8,
b/ | =1 sib est congru a +3 modulo 8.
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4.4 Test de Solovay et Strassen

Théoreme 4.4.1. Soit n > 2 un enltz'er impair.
a) G, ={a€Z/nZ, 0# (%) =a"z modn} est un sous groupe de ((Z/nZ)*, x).

b) Sin est premier, alors : G, = ((Z/nZ)*, X) est de cardinal n — 1.
c) Sin n'est pas premier, alors Gy, est de cardinal inférieur ou égal a ”T’l

Entrée : entier impair n a tester, entier ¢ donnant le nombre de témoins.

For i from 1 to t do
choisir au hasard a entre 2 et n — 2;
p <+ (a"T mod n):
If (p#£1etp#n—1)then
‘ Sortie( “non premier” ) ;
end If
i (3);
If (p # (j mod n)) then
| Sortie(“non premier”);
end If
end For
Sortie( “tres probablement premier”) ;

Algorithm 7: Test de Solovay et Strassen

Remarque 4.4.2. En utilisant un algorithme de calcul rapide de puissances, on obtient

une complexité O(tlog(n)?). La probabilité pour qu'un nombre non premier ne soit pas
détecté est inférieure a 27
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