Chapitre 3

Extensions des espaces affines

3.1 Extension linéaire universelle

Définition 3.1.1. a) Une extension linéaire d’un espace affine E est un espace vectoriel
V' et une application affine injective (plongement affine) F' : £ — V dont l'image ne
contient pas le vecteur nul.

b) Une extension linéaire est de codimension 1 si et seulement si le sous-espace affine
image admet une direction supplémentaire de dimension 1.

Théoréme 3.1.2. a) Soit E un espace affine sur K et Q un point de E, alors V = ﬁ x K

muni de Uapplication f: E — V qui a M associe (QM, 1) est une extension linéaire de
codimension 1 de E.

b) Soit f 1 E — V une extension linéaire de codimension 1. Pour toute extension linéaire
g: E — V' il existe une unique application linéaire h : V- — V' telle que g = ho f. On
dit que f : E— V est une extension linéaire universelle.

Définition 3.1.3. Il en résulte que deux extensions linéaires de codimension 1 d’un
espace affine F sont canoniquement isomorphes. En particulier, celle construite au a) ne
dépend pas du choix de (2 : on l'appelle ['extension vectorielle universelle. On la note
E, et on considere E' comme un sous-espace affine de F.

Remarque 3.1.4. 11 existe une unique forme linéaire sur £ qui vaut 1 sur E. On peut
définir un espace affine comme un espace vectoriel muni d’une forme linéaire non nulle.
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3.2 Interprétation des notions affines dans I’exten-
sion linéaire universelle

Sous-espaces affines

Pour un sous-espace affine I’ de F/, I’extension linéaire universelle est un sous-espace
vectoriel F' C E.

Proposition 3.2.1. L’application qui a F' associe F définit une bijection entre les sous-
espaces affines de E et les sous-espaces vectoriels de E non contenus dans E . En par-
ticulier, les points de F sont en correspondance avec les droites vectorielles de E non
contenues dans E'.

Applications affines

Proposition 3.2.2. Une application affine f : E — E', admet une unique exten-
sion linéaire f : E — E', et si g : E' — E” est une autre application affine, alors
gof=golf.

Repeéere affine et coordonnées barycentriques

Un repere affine de E est une base de E et les coordonnées barycentri%ues (somme

égale a 1) dans F sont les coordonnées dans E. Les points de E (resp. E') sont ceux

dont la somme des coordonnées vaut 1 (resp. 0).

3.3 Notions projectives

Définition 3.3.1. Etant donné un espace vectoriel V', on appelle espace projectif issu
de V T'ensemble noté P(V') des droites vectorielles de V.

—~

Définition 3.3.2. Le complété projectif d'un espace affine E est I'ensemble P(E)*A
un point de E correspond une unique droite vectorielle de E, qui est un point de P(FE) :

—~

E c P(E).

—~

Remarque 3.3.3. Ona: P(FE)— FE = P(E); c’est le lieu a l'infini.

Définition 3.3.4. Un sous-espace projectif de P(V') est un sous-ensemble de la forme
P(W) pour W sous-espace vectoriel de V. Si W est de dimension finie, la dimension de
P(W) est la dimension de W diminuée de 1.

Remarque 3.3.5. Les sous-espaces de dimension 0 de P(V') sont les droites de V/, c’est a
dire les points de P(V).
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Théoréme 3.3.6 (Incidence). a) Dans un espace projectif, deux points distincts sont
contenus dans une unique droite.
b) Dans un plan projectif, deux droites distinctes ont un unique point d’intersection.

Théoréme 3.3.7. Si W est un hyperplan de V' (on dit que P(W') est un hyperplan de
P(V)), alors P(V) — P(W) est un espace affine de direction W.

Exercice 3.3.8. Etudier la géométrie du plan projectif sur le corps a 5 éléments :
F5 = Z/5Z : nombre de points, nombre de droites, application.

3.4 Deux théoremes projectifs

Le théoreme de Pappus

Théoréme 3.4.1 (Pappus projectif). Soient D et D' deux droites distinctes d’un plan
projectif sur un corps commutatif, A,B,C des points distincts respectivement sur D\ D’
et sur D'\ D . Si (AB")N(A'B) ={I}, (BC"YN(B'C)={J} et (AC")N(CA") = {K},
alors I, J et K sont alignés.

Corollaire 3.4.2. Soient D et D' deux droites distinctes d’un plan affine sur un corps
commutatif, A,B,C et A',B',C" des points distincts respectivement sur D \ D’ et sur
D'\ D. Si (AB")N(A'B) ={I} et (BC")N(B'C) = {J}, alors :

soit (AC") || (CA') || (1]),

soit (AC") et (C'A’) s’intersectent en un point K aligné avec I et J.

Remarque 3.4.3. En affine, il y a d’autres cas : c¢f p89 dans 'ouvrage d’Aebischer.

Le théoreme de Desargues

Théoréme 3.4.4 (Desargues en projectif). Soient ABC' et A’B'C" deux triangles d’un
espace projectif, sans sommet commun. On suppose que les droites (AB), (BC) et (C'A)
sont sécantes respectivement auzx droites (A'B’), (B'C") et (C"A"), en I, J et K. Alors
les droites (AA"), (BB') et (CC") sont concourantes si et seulement si les points I, J et
K sont alignés.

3.5 Droite projective, birapport

Soit V5 un espace vectoriel de dimension 2, avec une base (e, e1). La droite vectorielle
définie par un vecteur non nul zeg + ye; définit un point de la droite projective P(V5).
Deux couples (x,y) # (0,0) et (2',y) # (0,0) définissent le méme point de la droite
projective si et seulement s’il y a proportionalité : I\ £ 0 2’ = Az, ¢y = Ay.
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Définition 3.5.1. On appelle coordonnées homogenes d’un point de la droite projective
P(V3) dans la base (eg,e;) la classe de coordonnées modulo proportionalité. On note

[, y].

Remarque 3.5.2. La donnée de deux points de P(V5) ne suffit pas pour déterminer base
et coordonnées homogenes.

Proposition 3.5.3. Etant donnés trois points distincts Ag, A1, et Ay de la droite pro-
jective P(Va), alors il existe des vecteurs eg, ey, ey représentant ces trois points tels que
es = eg + ey, de plus le choix de ces vecteurs est unique a un coefficient global pres.

Définition 3.5.4. Un repere projectif de la droite projective P(V3) est une suite
(Ag, A1, Ag) de trois points distincts. Les coordonnées dans ce repere sont les coor-
données homogenes dans une base (eg, €1) ou eq, €1, € + e; représentent respectivement

A07 A17 AZ-

Définition 3.5.5. Le birapport noté [A, B,C, D] de quatre points A, B, C, D de la
droite projective P(V5) est défini pour A, B et C distincts :

si D # A, alors [A,B,C, D] = p avec D de coordonnées homogenes [p, 1]
dans le repere projectif (A, B,C);
[A, B,C, Al = 0.

Remarque 3.5.6. On peut voir le birapport comme un élément de la droite projective

canonique : P(K) = K U {oo}.
Théoréme 3.5.7. Soient A, B, C, D quatre points de la droite projective P(V5),

représentés respectivement par les vecteurs mon nuls a, b, ¢, d. Si A, B, et C' sont
distincts et D # A, alors le birapport est donné par :

det(a, c) det(b, d)
A, B;C,D] = :
4, B;C, D) det(a, d) det(b, c)

Théoreme 3.5.8. Soient A, B, C', D quatre points d’une droite affine D. Si A, B, et
C sont distincts et D # A, alors le birapport est donné par :

S
Siis
33

A, B;C, D] =

Homographie

Un endomorphisme bijectif du plan vectoriel f : Vo — V5 transforme une droite vec-
torielle en une droite vectorielle, et donc induit une application sur la droite projective,
P(f): P(Va) = P(Va).
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Définition 3.5.9. On appelle homographie de la droite projective P(V3) toute applica-
tion qui est induite par un endomorphisme bijectif de P(V53).

Proposition 3.5.10. a) Une homographie conserve le birapport.
b) Si on fize un repére projectif (A, B,C), alors une homographie associe au point M
défini par le birapport [A, B,C, M| = p € KU {0}, le point M' défini par le birapport

— — aptp
[A,B,C,M] = p' € KU{oo} de la forme p' = L5
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