Chapitre 4

Formes différentielles

Dans ce chapitre les variétés et les applications différentiables sont lisses.

4.1 1-formes différentielles

Définition 4.1.1. Une 1-forme différentielle (ou forme différentielle de degré 1) sur une
variété M est une section du fibré cotangent : w € I'(T*M).

On note Q'(M) lespace des 1-formes différentielles sur M. C’est un module sur
C>(M) = Q°(M), et la dérivée des fonctions définit une application R-linéaire :

d: QM) — QL(M) .

Dans le cas d'un ouvert U de R™, Q1(U) est libre sur Q°(U), de base les dx;, 1 < i < m,
ou dx; est la section constante égale au vecteur e} de la base canonique de (R™)*.
Une 1-forme sur U s’écrit donc de maniere unique :

=1

Une application différentiable g : M — N induit une application

g QYN) — QY(M)
w  Tg)owoy

Si¢:U — V est une carte sur la variété M de dimension m, alors ’expression locale
d’une 1-forme différentielle w est :

(¢_1)*UJ = Z fldxl .
=1
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Si ¢ : U — V' est une autre carte sur M, avec expression locale :

W )'w=>_gdy;
j=1
alors le changement de base s’écrit formellement :

m

9y;
dy; = Z 8xj dx; .

La matrice de passage est donc la transposée de la matrice jacobienne du changement
de carte.

Définition 4.1.2. Un arc orienté dans M est 'immersion d’un intervalle & repa-
ramétrage orienté pres.

Définition 4.1.3. L’intégration d'une 1-forme différentielle sur un arc orienté K pa-
ramétré par v : [a,b] — M est définie avec la formule suivante :

b
/w:/'y*w.
K a

Le changement de variable montre que cette intégration est bien définie.

4.2 Le fibré des k-formes alternées

Une k-forme alternée sur l'espace vectoriel (réel) V' est une forme multilinéaire
u: V*¥ — R qui est nulle sur toute suite (1, ..., z;) dans laquelle il y a une répétition.
Il en résulte que pour toute permutation o € Sy, on a :
W To(1), - s Tok)) = €oU(T1, ..., Tp)
Si V est un espace vectoriel de base (ey,...,€5,), on note e, A---Aef la k-forme
alternée définie par :
<ej N Aep (e, e5,) >=0si {iy, . ik} # G k)
<ej AN ANep (e, ,e) >=1.
Proposition 4.2.1. Si V' est un espace vectoriel de base (ey,...,en), alors les-

pace des k-formes alternées est nul pour k > m et pour k < m il a pour base les
ep N Aer , 1<y <o < <.

On note A*(V*) I'espaces de k-formes alternées sur I'espace vectoriel de dimension

finie V. On convient que A°(V*) = R. Il existe un produit extérieur des formes alternées :
A APV x AV — ARV

qui munit A(V*) = 22‘“5 Ak(V*) d’une structure d’algebre graduée (super commuta-

tive : g A f = (—1)deelf)deel9) £ A ¢} Etant donné une variété, les espaces des k-formes
alternées sur les espaces tangents forment un fibré vectoriel noté A¥T* M.
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4.3 k-formes différentielles

Définition 4.3.1. Une k-forme différentielle (ou forme différentielle de degré k) sur une
variété M est une section du fibré des k-formes alternées : w € T(A*T*M).

On utilise la notation QF(M) pour Pespace des k-formes différentielles sur M :
QF(M) =T(A*T*M). C’est un module sur C*°(M) = Q°(M).
Le produit extérieur des formes différentielles (produit extérieur sur chaque fibre)

A QF (M) x QY (M) — QFFH(M) |

munit Q(M) = Zzﬁfv) QF(M) d’une structure d’algébre graduée (super commutative :
gA f=(—=1)deslNdeslo) f A g).
Une application différentiable g : M — N induit une application
g QF(N) — QFM)
w = AT*(g)owogyg

Dans une carte ¢, une k-forme différentielle s’écrit :

alors le changement de base s’écrit formellement :

i—1 O%i

4.4 Cohomologie de De Rham

La dérivée des fonctions, d : Q°(M) — QY (M), s’étend aux formes différentielles.

Définition 4.4.1. La dérivée extérieure d'une k-forme différentielle w est la (k + 1)-

.....

(qﬁil)*dw = Z dfi,.. i, Ndxi, N Ndx, .

~~~~~
11 <<t

Proposition 4.4.2. dod =10
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Définition 4.4.3. Une forme différentielle est exacte si et seulement si elle est dans
I'image de d, et fermée si et seulement si elle est dans le noyau de d.

On note B¥(M) 'espace des k-formes différentielles exactes, et Z*(M) l'espace des
k-formes différentielles fermée ; on a : B¥(M) C Z¥(M).

Définition 4.4.4. Le k-ieme groupe de cohomologie de De Rham est :

_ Zphp(M)

HIEJR(M) - W :

Proposition 4.4.5 (Fonctorialité). Toute application différentiable g : M — N induit

une application linéaire
g : HY(N) — H*(M) |

et (hog)*=g*oh*.

4.5 Calcul de la cohomologie

Proposition 4.5.1. a) Pour M connezxe, on a H) (M) = R.
b)Union disjointe : HE (M I N) = Hf o (M) & HER(N).

Théoréme 4.5.2 (Mayer-Vietoris). Si M = U UV, avec U et V' ouverts, alors il existe
une suite exacte longue en cohomologie :

@ B8 )
— Hpp(M) == Hpp(U) ® Hpp(V) — Hpr(UNV) == Hp (M) —

ou « est induite par les inclusions : o = 17, @ iy,

B est la différence des deux applications dinclusion : B = ji; — v,

d (le connectant) est défini sur la classe de la forme fermée w = jj(wy) — ji(wy), par
Sw] = [@], siif (@) =wy et i} (@) = wy.

Lemme 4.5.3. Avec les hypothéses précédentes, on a une suite exacte courte :
0 — QM M)—Q~(U) @ QF(V)—Q*(U N V)—0

ot la premiere application est induite par les inclusions : if; @ 1y,
et la seconde est la différence des deuz applications d’inclusion : ji; — ji-

Exercice 4.5.4. a) Démontrer que Hpy(S1) est de dimension 1.

b) Utiliser I'exponentielle 6 +— € pour définir un atlas de S*. Quel est le changement
de carte ? En déduire qu’il existe une 1-forme qui s’écrit df dans les deux cartes.

c¢) Montrer que la forme df précédente représente une base de H}p(S').
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Définition 4.5.5. Une homotopie différentiable entre deux applications différentiables
fyg: M — N est, pour un € > 0, une application différentiable

H: |—¢l4+exM — N
(t,z) — H(t,x)= Hy(x)
telle que : Hy = f et H; = g.
On dit que f et g sont différentiablement homotopes.

Théoréme 4.5.6 (Homotopie). Deuz applications différentiablement homotopes in-
duisent la méme application en cohomologie de De Rham.

Corollaire 4.5.7 (Equivalence d’homotopie). Si f : M — N et g : N — M sont des
applications différentiables telles que go f et fog sont différentiablement homotopes aux
identités, alors f*: H*(M) — H*(N) est un isomorphisme pour tout k.

Corollaire 4.5.8 (Lemme de Poincaré). Pour k > 0, HYo(R™) est nul : toute k-forme
fermée sur R™ est exacte.

Ezercice 4.5.9. Soit m > 1. Démontrer que pour tout k, Hf,(R™ — {0}) est isomorphe
a HEL(S™ 1),

Proposition 4.5.10. Pour m > 1, HY,(S™) est de dimension 1 pour k =0 ou k = m,
et est nul sinon.

4.6 Variétés orientables

Définition 4.6.1. Un atlas est orienté si et seulement si tous les changements de cartes
sont de déterminant jacobien positif.

Définition 4.6.2. Une variété est orientable si et seulement si elle admet un atlas
orienté. Une orientation d'une variété est un atlas orienté, a équivalence orientée pres
(ou un atlas orienté maximal).

Proposition 4.6.3. Une variété de dimension m est orientable si et seulement s’il existe
sur M une m-forme différentielle qui ne s’annulle pas.

Une telle forme différentielle définit une orientation et s’appelle forme volume (ou
forme d’aire pour les surfaces).
FExercice 4.6.4. Démontrer que les spheres S™ sont des variétés orientables.

Exercice 4.6.5. Démontrer que p,(u,v) = det(x,u,v) définit une forme d’aire sur la
sphere S? C R3.
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4.7 Intégration des formes différentielles

On va définir l'intégration d’'une m-forme différentielle & support compact sur une
variété M orientée de dimension m. On utilise pour cela un atlas orienté ¢; : U; — V},
J € J, et une partition de I'unité p; subordonnée aux U;.

Définition 4.7.1. L’intégrale sur la variété orientée M de dimension m d’une m-forme
différentielle w est définie par :

/Mw - Z/Vj@j_l)*(ﬂjw) :

Sur V; C R™ on utilise I'intégrale standard des fonctions a support compact. On
démontre (changement de variable) que cette définition ne dépend pas des choix de
cartes et de partition de I'unité.

Exercice 4.7.2. Calculer 'intégrale de la forme d’aire p de l'exercice 4.6.5.

Théoréeme 4.7.3 (Formule de Stokes, cas compact sans bord). Soit M une variété
compacte orientée de dimension m et w une m-forme différentielle exacte sur M, alors

/w:O.
M

Remarque 4.7.4. Le cas général du théoreme de Stokes traite des formes a support
compact sur les variétés orientées a bord (voir document complémentaire).

Corollaire 4.7.5. Si M est une variété orientable compacte de dimension m, alors
HPn(M) est non nul : une forme volume n’est pas exacte.

Corollaire 4.7.6. Soit M est une variété orientée compacte de dimension m. Deux
m-formes sur M qui sont cohomologues (€gales en cohomologie) ont la méme intégrale.

On démontre que pour une variété compacte orientée connexe la réciproque est vraie :

Théoreme 4.7.7. Soit M est une variété orientable compacte de dimension m. Alors
Uintégrale définit un isomorphisme entre H}(M) et R.

Exercice 4.7.8. Soit M wune variété compacte orientable. Démontrer qu’un
difféomorphisme de M qui change l'orientation n’est pas homotope a l'identité. Etu-
dier le cas de 'application antipode sur S2.

Ezercice 4.7.9. Démontrer que sur la sphere S? il n’existe pas de champ de vecteur qui
ne s’annulle pas. (Montrer qu’avec un tel champ de vecteur on aurait une homotopie
entre 'antipode et I'identité).
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