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On note C le cylindre d’équation 22 + y? = 1 dans R3.
1. Justifier que C est une sous-variété de R3.
2. On note C; (resp. C; ) l'intersection de C avec le demi-espace x > 0 (resp. = < 0).

a) En utilisant la projection sur le plan des coordonnées (v, z), définir des cartes :
En utilisant 1 jecti le plan d d ¢ définir d t
¢S : CE —] —1,1[xR, € € {+, —}, et exprimer les applications réciproques (¢ )™,
(6z)~"

(b) Définir de méme des cartes ¢, € € {+, —}, de facon & obtenir un atlas; justifier.
3. Soit f:C — R lapplication définie par f(z,y,2) = (x + 1)* + y* + 22

(a) Donner 'expression de 'application f dans les cartes, c’est a dire les expressions
de fo (¢)7?, ete.

(b) Pour quels r > 0 peut-on prouver par le critere de submersion que I', = f~1(r)
est une sous-variété 7

(¢) Montrer que I'y N {z > 0} est I'image d’une immersion (chercher un paramétrage).

(d) Montrer que I'y est I'image d’une immersion.

1I
Soient f :R? =+ R et g : R? — R les applications définies par :

flay) =42 = 1)+, g(z,y,2) = fz,y)* + 2°

1. Pour quelles valeurs du parameétre réel k le sous-ensemble C}, de R? défini par I’équation
f(x,y) = k est-il une sous-variété ?
2. Montrer que le sous-ensemble ¥ de R? défini par I'équation g(x,vy,z) = }l est une

sous-variété de dimension 2 (une surface).

3. Discuter la nature de l'intersection de X avec les plans d’équation z = h, h € R :
Est-ce une sous-variété ? Combien compte-t-elle de composantes connexes ?
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La notation S™ désigne la spheére unité de R™™! pour la métrique euclidienne.
Soit I : S — RS lapplication définie par :

Montrer que F(S?) est une sous-variété de S° difféomorphe au plan projectif RP2.



