Quelques propriétés globales des variétés
différentiables
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Introduction

Le présent article donne la démonstration des résultats que j’al an-
noncés dans quatre Notes aux Comptes-Rendus [28]!). Il est divisé en
quatre chapitres. Le premier chapitre élabore une technique d’appro-
ximation des applications différentiables ; les théoremes démontrés sont
en quelque sorte une formulation différentiable du théoréme d’appro-
ximation simpliciale de la Topologie; grace a eux, toute la théorie
pourra étre établie sans faire appel au théoreme de triangulation des
variétés difiérentiables. Le chapitre Il est consacré au probleme de la
réalisation des classes d’homologie d’une variété par des sous-variétés ;
on y obtient les résultats essentiels: En homologie mod 2, toutes les
classes dont la dimension est inférieure a la moitié de la dimension de la
variété sont réalisables par des sous-variétés. En homologie entiére, pour
toute classe d’homologie z de la variété orientable V, il existe un entier
non nul N tel que la classe multiple N -z soit réalisable par une sous-
variété. Le chapitre 111 applique les résultats précédents au probléme de
Steenrod: Toute classe d’homologie d’'un polyédre fini est-elle 'image de
la classe fondamentale d’une variété? On y montre que, si le probleme
admet une réponse affirmative en homologie mod 2, il existe au con-
traire, pour toute dimension =T, des classes d’homologie entiére qur
ne sont Uimage d’aucune variété différentiable compacte. Le chapitre LV,
enfin, est consacré a I’étude des conditions pour qu’une variété soit une
variété-bord, et a la classification des variétés cobordantes. Ici encore,
on obtient des résultats assez complets pour les classes «mod 2», sans
condition d’orientabilité. Par contre, je n’ai pu donner que des résultats
fragmentaires pour les groupes QF qui s’introduisent dans la classifica-
tion des variétés orientées, & cause de difficultés algébriques liées en par-
ticulier au comportement des puissances de Steenrod dans la suite spec-

') Les numéros placés entre crochets renvoient & la bibliographie placée & la fin de
I'ouvrage.
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trale d’une fibration. De plus, cette théorie appellerait d’autres recherches
sur la signification topologique des nombres caractéristiques de Pon-
trjagin.

La présente étude est fondée presque entiérement sur la considération
de complexes auxiliaires, que j’ai notés M (SO(k)) et M(O(k)). La
détermination des propriétés homotopiques de ces complexes n’aurait
pu étre entreprise sans I’emploi des méthodes inaugurées en homotopie
par H. Cartan et J. P. Serre. Leurs résultats sur la cohomologie des com-
plexes d’Eilenberg-Mac Lane, notamment, se sont révélés un instrument
essentiel, et je leur dois tous mes remerciements pour m’avoir communi-
qué, avant publication, les résultats de leurs recherches. Je tiens a adres-
ser en particulier mes remerciements a J. P. Serre pour 1'aide précieuse
qu’il m’a apportée dans la rédaction du manuscrit, et la mise au point
de nombreuses démonstrations.

CHAPITRE I

Propriétés des applications différentiables

La notation V" désigne, dans toute la suite, une variété paracom-
pacte?), différentiable de classe C”, de dimension n.

1. Définitions. Soit f une application de classe C™, m =1,
de la variété V" dans la variété MP. On appelle critiqgue tout point x
de V" ou le rang de I'application f est strictement inférieur & la dimension
p de la variété MP; 1’ensemble X' des points z, ou ensemble critique de f,
est un ensemble fermé de V", Tout point y de I’ensemble image f(2)
dans MP? sera dit valeur critique de ’application f. Au contraire, tout
point ¥y de MP n’appartenant pas & I'ensemble image f(2) sera dit
valeur réguliére de 'application f 3).

2. Image réciproque d’une valeur régulidre. L’image réciproque
f~1(y) d’une valeur réguliére y ¢ M? peut étre vide ; c¢’est notamment
toujours le cas si la dimension » de V™ est strictement inférieure a la

2) Rappelons qu'une variété paracompacte connexe peut étre définie comme variété
réunion dénombrable de compacts.

3) On observera que cette définition des valeurs critiques différe sensiblement de la
définition usuelle: lorsque la dimension n de V est inférieure & la dimension p de M,
tout point de I'image f(V) est une valeur critique, méme &i I'application f est de rang maxi-
mum en tout point de f~1(z). Au contraire tout point n’appartenant pas & 1'image f(V)
est une valeur réguliére.
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dimension p de MP; supposons qu’il n’en soit pas ainsi, et soit x un
point de f~'(y); désignons par ¥,, 9, ... 7, un systéme de p fonctions
coordonnées pour un voisinage de y dans MP?. Dire que f est de rang
p en z, c’est dire qu’on peut former, pour un voisinage U, de x assez
petit dans V™, un systéme de n fonctions coordonnées, formé des p

fonctions (v, ¥, ... ¥,), et de (n — p) autres fonctions =, , ... z,.
L’image réciproque f~1(y) est alors définie dans U, par les équations:
Yy = Y= -+ =y, = 0. Donc 2 admet dans f~1(y) un voisinage

homéomorphe & l'’espace euclidien R"P; comme ceci est vrai de tout
point z € f~1(y), I'image réciproque f~!(y) est une sous-variété diffé-
rentiablement plongée de classe C™ de la variété V=, soit Wn2,

Désignons par V, l'espace des vecteurs tangents en x & V», par
W, le sous-espace de V_, formé des vecteurs tangents en x a la sous-
variété WP, Soit de méme M, l'espace des vecteurs tangents en y
a la variété MP. Dire que f est de rang p en «, c’est dire que 'applica-

tion ?, prolongée de f aux espaces de vecteurs tangents, définit un iso-
morphisme du quotient V_/W_ sur M,. On appellera — par abus de
langage — le quotient V /W _, I'espace des vecteurs transverses en x
a la sous-variété W"?; supposons la variété ambiante V" munie d’une
métrique riemannienne ; on peut alors définir en x 'espace H_, des
vecteurs normaux a la sous-variété W»—P, Il est clair qu’alors les' deux
espaces V /W, et H_, sont isomorphes, et cet isomorphisme peut é&tre
défini globalement, sur toute la sous-variété Wn—P. Aussi parlera-t-on
indifféremment de la structure fibrée des vecteurs transverses ou de
celle des vecteurs normaux a une sous-variété.

Nous obtenons finalement: L’image réciprogque d’une valeur réguliére y
de f est une sous-variété f~1(y)=WnP, et Uapplication prolongée [ in-
duit un isomorphisme canonique de Uespace fibré des vecteurs mormaux @

Wn—>r gur le produit Wn? x M, ou M, ~ RP est l'espace des vecteurs
tangents en y a la variété MP.

Remarque. Ceci vaut méme si y est adhérent & I’ensemble des valeurs
critiques. On observera que, si I’application f est une application propre
(en particulier, si V" est compacte), 'ensemble f(X) des valeurs criti-
ques est fermé dans MP?. KEn ce cas, toute valeur réguliére y admet un
voismage U, sur lequel I'application f est localement fibrée. Ceci est la
forme locale d’un théoréme de C. Ehresmann [10].

3. Propriétés de ’ensemble f(ZX') des valeurs eritiques. Il peut arriver
que Dintérieur de l’ensemble f(X) ne soit pas vide. Par exemple,
H. Whitney a construit dans [30] une fonction numérique de classe C?
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sur le carré, pour laquelle toute valeur est une valeur critique. Mais ce
phénomeéne ne se présente que pour des applications f de classe C™ pour
lesquelles l'entier m est strictement inférieur & la dimension n de la
variété appliquée. En effet, A. P. Morse a démontré le théoreme [16]:

Théoréme 1. 1. L’ensemble des valeurs critiques d’une fonction numeé-
rique de classe C™ sur R™, ou m = n, est de mesure nulle.

(Ce théoréeme cesse d’étre exact pour les fonctions de classe CT, ou
ri{mn).

Toute variété paracompacte V" peut étre recouverte d’une infinité
dénombrable de cartes homéomorphes & E"; comme une réunion dénom-
brable d’ensembles de mesure nulle est encore de mesure nulle, le théo-
réeme précédent se généralise en:

Théoréme I. 2. L’ensemble des valeurs critiques d’une fonction numé-
rique de classe C™, ou m = n, sur une variété V", est de mesure nulle.
Une nouvelle généralisation de ce théoréme donnera?):

Théoréme L. 3. Si f est une application de classe C™ de V" dans MP
avec m = n, alors f admet sur tout ouvert de MP des valeurs réguliéres.

Ou encore: L’ensemble [(X) des valeurs critiques de f n’a pas de point
intérieur.

Comme le théoréeme affirme une propriété locale dans la variété image
M?, on peut supposer que MP n’est autre que I'espace euclidien R?;
la propriété se démontre alors par récurrence sur l’entier p; pour p =1,
c’est une conséquence immeédiate du théoreme I.2. Supposons donc le
théoréme vrai jusqu’'a la dimension p — 1 incluse, et soit f une appli-
cation de classe C* de V" dans RP. Désignons par ,, ¥, ... U,
un systéme de coordonnées pour RP, et soit U un ouvert de RP; soit
Ja,b[ un intervalle ouvert de valeurs prises par la fonction y, sur
Pouvert U ;y, est une fonction de classe C™ sur V", donc, d’apres
le théoréeme 1.2, y, admet dans ]a,b| une valeur réguliere c;
Wn—1 = y-1(c) est une sous-variété de dimension n — 1 de V", qu’on
supposera non vide (sinon la propriété serait trivialement vérifiée) ; soit
x un point de W71, pour un voisinage V_, assez petit de x dans V7%,
on peut faire choix d’'un systeme de fonctions coordonnées de la forme
(%4, @5 ... ®,_4, y,) qui contient la fonction y,. Soit U, la coupe de
Pouvert U par ’hyperplan y, = ¢. La restriction f, de l'application f
& la sous-variété Wn—1 est de classe Cm; done, par hypothese,

4) Comme me 'a signalé M. G. de Rham, ce résultat est une conséquence d'un théo-
rome de A. Sard: The measure of the critical wvalues of differentiable maps, Bull.
Amer, Math. Soc., 48, 1942, p. 883—90.
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f, : Wr-1 5 Rv-1 ou RP-1 désigne ’hyperplan d’équation y, = ¢,
admet sur 'ouvert U, une valeur réguliére, soit a; soit x e V"™ un
point de 'image réciproque f,'(a) = f~'(a, ¢), supposée non vide. Puis-
que a est valeur réguliére pour f,, l'application f,, définie sur un
systéme de coordonnées locales d’un voisinage V, de x dans V, est

de la forme: f(x,, 25 ...,2%,,¢) = (Y1, Yo, ... Yp_;) €t est alors de
+ 9y,

rang (p — 1); donc 'un des mineurs % n’est pas nul pour y, = c,
j

et, par continuité, pour des valeurs de ¥, assez voisines de c; il en résulte
qu’on peut prendre dans un voisinage V. ¢ V¥V, un systéme de fonec-
tions coordonnées de la forme: (x,, 2, ... 2, ,,%.,¥% .. y,); cest
dire que f est de rang maximum en x; comme ceci est vral pour tout
point & de f~'(a,c), le point (a,c) e U est une valeur réguliére pour f.
Le théoréme 1.3 est ainsi démontré.

Si lapplication f est propre (en particulier, si V" est compacte), I’en-
semble f(2) des valeurs critiques de f est un fermé sans point intérieur,
c’est un ensemble rare de MP dans la terminologie de Bourbaki [6].
Dans le cas général, soit V" = o ; K, un recouvrement dénombrable
de V" par des compacts K,; chacun des ensembles intersections
2, = K, ~2 est compact, et f(2,) est un compact rare de MP;
done, f(2) = v, f(2,) est une réunion dénombrable d’ensembles fermés
rares, ¢’est, dans la terminologie de [6], un sous-ensemble matgre de MP».

3. L’image réciproque d’une sous-variété.

Définition: voisinage tubulaire d’une sous-variété. Soit NP~ une
sous-variété compacte, différentiablement plongée de classe ('™, de la
variété M?. Supposons M? munie d’'une métrique riemannienne de classe
C*. Soit T ’ensemble des points de M? situés a une distance <C ¢ de la
sous-variété NP-2. Si ¢ a été pris assez petit, par tout point x €7 il ne
passe qu'une géodésique normale & NP-?, aboutissant sur NP-? en un
point y = p(x). L’application p : T — NP~¢ est une fibration, la
fibre p~1(y) est une g-boule géodésique normale. Le bord F de 7T est
une variété de dimension p — 1, fibrée par p sur NP2 en (¢ — 1)-
spheres. Un tel voisinage 7' de N?-? sera appelé, par toute la suite, un
vorsinage tubulaire normal de la sous-variété NP—2. Tl est clair que la
fibration p admet pour groupe de structure un sous-groupe du groupe
orthogonal O(q) et la structure fibrée de 7' est canoniquement isomorphe
a celle de l'espace fibré des vecteurs normaux (donc transverses) a la
sous-variété NP—¢ dans MP.
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Rappel sur les homéomorphismes différentiables d’une boule.

Soit B? la g-boule fermée de centre O ; soit 4 un homéomorphisme
de B? de classe ™ sur elle-méme ; si on suppose de plus que 'homéo-
morphisme inverse A-! est différentiable, alors 'application de B? sur
elle-méme est en tout point de rang ¢. On considérera le groupe de ces
homéomorphismes qui se réduisent a l'identité sur le bord S de
B2, soit G.

Etant donné un point ¢ intérieur & B?, on peut définir, de bien des
facons, un homéomorphisme A de G, tel que A(c) = O; on peut de plus
montrer qu'un tel homéomorphisme 4 est homotope a I'identité dans G,
muni de la topologie ainsi définie: topologie de la convergence uniforme
pour l'application A4 : B? — B?, ainsi que pour ’application inverse
A-1, et pour les dérivées partielles de 4 et A-! jusqu’a l'ordre n inclus.
On peut définir dans G un homéomorphisme dépendant continuement du
parametre (0 <t <<1),A4,, tel que A, = A et A, = identité.

Le groupe des homéomorphismes H d’un vorsinage tubulaire normal.
Soit 7' un voiginage tubulaire normal de la sous-variété N?—¢ dans

M?; on lui associe le groupe H des homéomorphismes de classe C"
de T ainsi définis:

i) Tout élément A4 ¢ H applique globalement toute fibre p~1(y) sur
elle-méme.

ii) Tout élément de H se réduit a4 l'identité sur le bord F de 7. Le
groupe H est muni de la topologie ainsi définie: topologie de la conver-
gence uniforme pour les applications 4 et 4-!, ainsi que leurs dérivées
partielles jusqu’a 'ordre n. (Pour définir les dérivées partielles d’une
application 4 : 7' — T, on peut plonger 7' dans un espace euclidien
RE; la topologie définie & 1’aide des coordonnées dans R* est indépen-
dante de I'immersion). Avec la topologie ainsi définie, H est un espace de
Baire. En effet, H est un espace métrique complet : il sutfit de montrer
que tout filtre de Cauchy (4,) dans H converge dans H; en effet, pour
tout point 2 €7, les points A,(x) forment un filtre de Cauchy dans T,
qui définit un point J(z) €T, et 'application limite J est de classe C";
de méme, le filtre de Cauchy des A4;'(x) est convergent, et définit une
application de classe C", J-1 qui est inverse de J.

Détinition: Application t-réguliére sur une sous-variété. Soit f une
application différentiable de V* dans MP?, et soit ¥y un point de la
sous-variété NP2 de M?. Soit M, l'espace des vecteurs tangents en y
& M?, 6 N, le sous-espace des vecteurs tangents a la sous-variété NP,
Soit z un point quelconque de I'image réciproque f-1(y), V, l'espace des
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vecteurs tangents en # & V*». On dira que y est une valeur t-réguliére,

si, en tout point z €f~1(y), 'application prolongée f_: V,->-M,—~M,/N,
est de rang ¢, et applique V, sur 'espace des vecteurs transverses &
Nr—a 3 Mr 8),

4. Image réciproque d’une sous-variété par une application t-réguliére.

On dira que 'application f : V* — MP est t-réguliére sur la sous-variété
Nr—¢ ¢ M?, si tout point y de NP2 est une valeur f-réguliere de f.
Désignons, dans une carte locale autour de y, par ¥,,%,..y, un
systeme de g fonctions coordonnées telles que les équations y, = y, =
v+ =y, = 0 définissent localement la sous-variété NP-¢. Soit z un
point de 'image réciproque f~!(y), supposée non vide; si y est une
valeur {-réguliére, on peut trouver un voisinage U, de x dans V™ dans
lequel existe un systéme de n fonctions coordonnées de la forme:
(), Xy, oo Tp_gs Y15 Y2 - Y,); l'image réciproque f~(N?—9) est définie
dans U, par les équations: y, =y, = .. = y, = 0; 2z admet donc
dans f-!'(y) un voisinage homéomorphe & R"?. (C’est dire que I'image
réciproque f1(NP-?) est une sous-variété Wn—¢ différentiablement
plongée de classe C™.

Soit V_ l’espace des vecteurs tangents en x & V», W, l'espace des
vecteurs tangents en x & Wn49. Si y = f(x) est une valeur ¢{-réguliere,

cela veut dire que ’application prolongée f induit un isomorphisme de
I'espace des vecteurs transverses V_ /W, sur I’espace des vecteurs trans-
versesen ya N?—2: M /N,. Globalement, la structure fibrée des vecteurs
transverses (ou normaux) a W" 2 dans V™ est canoniquement 1somorphe
a la structure induite de celle des vecteurs transverses a NP—2 dans MP
par Uapplication f.

Soit y un point de N?—¢; désignons par X la boule ouverte de centre y
de rayon géodésique r, dans la sous-variété NP—¢, par X’ la boule con-
centrique de rayon 2r; on suppose r assez petit pour que X’ soit effec-

tivement une boule. Dans ces conditions, les sous-ensembles du voisinage
tubulaire 7' définis par:

D = p1(X); D' = p(X’) sontresp. homéomorphes aux produits:

X x Be; X' x B? puisque toute fibration est triviale sur
une boule. Soit k£ : D’ (ou D) — B? 'application définie par cet homéo-
morphisme. Nous allons démontrer le:

Lemme 1. 4. L’ensemble des homéomorphismes A € H du voisinage

5) L’image réciproque f—1(y) d’'une valeur ¢-réguliére y e NP—7 peut étre vide; on dira
en ce cas que c'est une valeur ¢-réguliére triviale.
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tubulaire 7' tels que l'application composée A of, ol f: V* > MP
est de classe C™, n’est pas {-réguliére sur X, est un sous-ensemble maigre
de l'espace de Baire H.

Dire qu’une application ¢ : V* — MP n’est pas i-réguliére sur X,
c’est dire que 'application composée k o¢g, définie sur ¢g—1(D), admet
le centre O de la fibre B? pour wvaleur critique (en effet, par définition,
l’application prolongée k induit, en un point y e M?, le quotient de
’espace des vecteurs tangents M, par le sous-espace des vecteurs tan-
gents N, a la sous-variété NP-19).

Désignons par K, un compact de V" ; on dira qu'un homéomorphisme
A e H est i-critique, si application composée k oA of, définie sur
(D), admet dans K, au moins un point critique x tel que f(z) e X.
Soit ¢; '’ensemble des A ¢ H qui sont -critiques. On va montrer que o,
est un fermé de H sans point intérieur.

i) o; est fermé. Soit A un élément de H qui n’appartient pas & a;;
c’est dire que I'application composée k oA of admet O comme valeur
réguliere, lorsqu’elle est restreinte a K; ~ f~'(D). Soient y,,y,..y,
un systeme de fonctions coordonnées pour la ¢-boule B?; par hypothese,
oY
ox,,
ont en valeur absolue une borne inférieure strictement positive, soit 3 B,

ou B ) 0. Il existe par suite un voisinage fermé — donc compact —

J de K; ~f1o A1 (NP9 dans K,; dans lequel ces jacobiens %Z—{i
sont en valeur absolue ) 2 B, k

sur 'intersection K, ~ f~1 o A-1(N?—9), les jacobiens d’ordre g

Considérons maintenant ’ensemble des homéomorphismes 4" de H
assez voisins de A dans H pour que:

1. La nouvelle intersection K, ~ f~1 A'-1(N?-¢) soit tout entiére con-
tenue dans J: ceci peut étre obtenu en majorant convenablement la
distance (dans M?) de A a A’: il suffit de prendre || A’ (y) — 4 (y) ||
plus petit que la distance de O & la frontiére de ’ensemble image
kodf(J).

0Y;

ox;,

dans J, supérieurs en valeur absolue & B ) 0; ceci sera obtenu par
une approximation convenable sur les dérivées partielles du premier
ordre de ’application 4’ par rapport a celles de I'application A4:
9y,
ox,.

dérivées partielles du premier ordre de ’application A .

2. Les jacobiens associés & l'application koA’ of soient,

en effet, les jacobiens sont des fonctions continues des
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Pour tout A4’ assez voisin de A qui satisfait & ces deux conditions,
9%
ox;,
par suite A’ of est t-réguliére sur la boule X.

les jacobiens

ne s’annulent pas sur K; ~ f-1 A'"-1(N?P-9) et

il) o, n’a pas de point intérieur. Soit A un élément de o,; 'applica-
tion composée koA of admet O pour valeur critique; mais, comme
’application est de classe (™, elle admet, d’aprées le théoréme 1.3, une
valeur réguliére ¢ aussi voisine qu’on voudra de O ; soit £ ’homéomor-
phisme de D' =p~1(X’) défini comme suit: soit G un homéomorphisme
de la g-boule B? qui applique ¢ sur O, et se réduit a 'identité sur le bord
S?-1 de B?, et G, un homéomorphisme dépendant continuement du para-
metre t € I, tel que Gy =G et G, = identité. Soit d une fonction de classe

=, égale & 0 sur X, égale & l'unité & la frontiére de X', et croissant
de 0 & 1 lorsque la distance géodésique au centre y de X croit de r a 2r;
usant de ’homéomorphisme: D’ ~ X’ x B4, E peut étre défini par la
formule:

E(yliz}:{ylrgd{y](z}} ylfxf:zfﬂq-

L’homéomorphisme E conserve globalement les fibres p~1(y), et se
réduit & 'identité sur la frontiére de D’ ; E peut par suite étre prolongé
en un homéomorphisme du voisinage tubulaire 7' sur lui-méme ; il suffit
de prendre la transformation identique a ’extérieur de D'. I’élément £
ainsi défini appartient alors au groupe H.

Par ailleurs, 'application K o A4 of est t-réguliere sur X, car, par
construction méme, 'application composée k o E 0 A of admet O pour
valeur réguliére. Si donc on pose 4" = E o A, I'application A’ of est
t-réguliére sur X et peut-étre rendue arbitrairement voisine de 4 of:
en effet, ’homéomorphisme £ peut-étre pris aussi voisin qu’on voudra
de l'identité: il suffit pour cela de prendre la valeur réguliére c assez
voisine de O.

(On remarquera que dans cette seconde partie du raisonnement le
compact K; n’intervient pas: on montre ainsi que I’ensemble des A4 tels
que A of n’est pas t-réguliére sur X est sans point intérieur dans H).

Comme la variété V" est réunion dénombrable des compacts K;,
I’ensemble o des A tels que A o f n’est pas t-réguliére sur X est la réunion
dénombrable des ensembles rares ¢,, c’est donc un ensemble maigre
de H, et le Lemme 1.4 est démontré.

La sous-variété NP-¢ étant supposée paracompacte, on peut la recou-
vrir par une infinité dénombrable de boules ouvertes telles que X . (No-
tons en passant, qu’on peut définir un voisinage tubulaire normal pour
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une sous-variété paracompacte: le seul changement par rapport au cas
compact est que le «<rayon» du voisinage tubulaire doit étre pris variable.)
Deés lors, I'ensemble des A tels que A4 of n’est pas f-réguliére sur NP
est une réunion dénombrable d’ensembles maigres de H, donc aussi un
ensemble maigre, sans point intérieur. Ceci nous permet d’énoncer le
théoreme :

Théoréme 1.5. Soit f une application de classe C" de la variété V™
dans la variété MP, et soit NP9 une sous-variéié paracompacte de MP
et T un voisinage tubulaire normal de NP2 dans MP. Il est possible de

trouver un homéomorphisme A de T sur lui-méme, arbitrairement voisin de
Pidentité dans H, tel que, st ' = A o f:

i) L'image réciproque f'—1(NP-9) de NP2 soit une sous-variété de Vo,
de dimension n — q : Wn 2 différentiablement plongée de classe C™.

ii) L’espace fibré des vecteurs normaux a Wn2 dans V" soil canonique-
ment 1somorphe a Uespace induit de la structure fibrée des vecteurs normaux a
N?—4 dans MP.

b. Le théorédme d’isotopie. La propriété énoncée ci-dessous ne nous
servira que dans la partie IV, et dans le cas V" compacte seulement ;
aussi ne 1’établirons-nous que sous cette hypothése.

Soit f une application de classe C* de la variété V* dans MP,
t-réguliere sur la sous-variété compacte NP-¢. Supposons qu’on ait défini
en chaque point ¥ de N?—¢ un systéme de g-fonctions coordonnées nor-
males ¥, %, ... y,, tel que dans un voisinage de y, N?~7 soit définie
par les équations y, = y, = -+ = y, = 0. NP-¢ étant supposée com-
pacte, on pourra définir NP-¢ avec un nombre fini de systemes (y,).
A l'aide d’une métrique riemannienne dans V», on définira un voisinage
tubulaire ¢ de la sous-variété W" 2 —= f~1(NP-¢), et dont le rayon &
sera pris assez petit pour satisfaire a la condition suivante:

Soit x un point de W2, B, la g-boule géodésique normale en z a
Wn—¢: les fonctions (y,) associées & y = f(x), sont, pour tout x, un
systéme de fonctions coordonnées pour la g-boule B,. Il est évidemment
possible de satisfaire & cette condition, puisque f est supposée t-réguliere,
et que W"¢ est compacie.

Soit A un élément du groupe H, voisin de l'identité. On se propose
d’étudier l'image réciproque g¢-1(N?—2), ol g = A4 of. Il est clair,
tout d’abord, que si 4 est assez voisin de l'identité, I'application g est
elle aussi t-réguliére sur NP-¢; en effet, si on prend A assez voisin de
I’identité pour que || A(y) — y || dans MP soit strictement inférieure
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a la distance de NP2 & la frontiére de f(Q), l’image réciproque
g~ (N?—9) sera tout entiére contenue dans Q.

On peut de plus supposer A4 assez voisin de 'identité — au point de
vue de ’écart sur les dérivées partielles du premier ordre — pour que
'application g, soit, comme f, de rang ¢ sur toute g-boule B,. Dans
ces conditions, I’application g est ¢-réguliéere. On va montrer que, moyen-
nant éventuellement une approximation un peu plus serrée, les deux
gous-variétés Wn4 = f-1(N?P-9) et W' = ¢g~1(N?-9) sont isotopes dans
V7. La démonstration ne fait que suivre un schéma donné par Seifert
dans [21].

Désignant par (y;) un systéme de g fonctions coordonnées transverses
au voisinage du point y = f(x) de NP4, & tout point z e B,, asso-
cions le point de R? dont les coordonnées sont w,(g(z)); on définit
ainsi une application L: B, - R? qui, si ¢ = f, donne I’homéomor-
phisme identique ; 1’image réciproque L-1(0) est l'intersection de B
avec la variété W' = g—1(N?9),

¢ désignant toujours le rayon de B,, on peut prendre A assez voisin
de 1, donc g assez voisin de f, pour que, || L(z) — z || ( €, uniformément
en z, et pour tout systeme (y;) associé & y = f(x). Ceciimplique que la
sphére L (S?-1) image du bord S?-! de B, est homotope & §7-! dans
I'espace R? — O, privé de l'origine O. 1l en résulte que le degré de 1’ap-
plication L, est, sur le point O, égal a celui de 'application identique,
et est donc égal & -+ 1. Par ailleurs, ’application L est de rang maximum
en tout point de B, : au voisinage de tout point zde B, L est un homéo-
morphisme local, et par suite, I'image réciproque L~-1(0) ne peut conte-
nir que des points isolés ; comme tout point de B, est appliqué sur E¢
avec le degré -1 (signe du jacobien de 'application L), I'image réci-
proque L-1(0) est formée d’un point ' unique. Ainsi W’ ne rencontre
chaque boule B, qu’en un point unique z’; la correspondance z — '
est un homéomorphisme de W=»-¢ sur W'»<, De plus, comme 2z’
peut étre joint 4 x par un arc géodésique s(z, 2’) dans B,, on peut
définir évidemment une isotopie qui déforme W2 sur W'»4, On
obtient ainsi:

Théoréme 1. 6. Soit f une application de classe C™ de la variété com-
pacte V™ dans MP, t-réguliére sur la sous-variété compacte NP—4. Alors,
pour tout homéomorphisme A de H du voisinage tubulaire de NP2, assez
voisin de U'identité dans H, UVapplication g = A of eslt t-réguliére sur
Nr—a ¢t les deux sous-variétés Wn = f-1(N»—¢); W/'*2e = g-1(NP-9)
sont isotopes dans Vm,
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CHAPITRE 1I

Sous-variétés et classes d’homologie d’une variété

1. Généralités. Soit V" une variété orientable ; orienter V™, c’est
faire choix, dans le groupe d’homologie entiere H_ (V"; Z) d’une classe
privilégiée, qu’on appellera classe fondamentale de la variété V" ainsi
orientée. Dans V" orientée, la dualité de Poincaré s’exprime par un
isomorphisme canonique entre le groupe d’homologie H,_,(V"; Z) et
le groupe de cohomologie H*(V"; Z). On appellera classes correspon-
dantes deux classes images I'une de I’autre pour cet isomorphisme. Si le
groupe des coefficients est le groupe Z, des entiers mod 2, la classe fonda-
mentale de H, (V";Z,) est définie de facon unique, méme si V" n’est
pas orientable, et Il'isomorphisme, dit de Poincaré-Veblen, entre
H,_ (V" Z,) et H¥(V*,Z,) est canoniquement défini. Ici, et dans tout
ce qui suit, nous supposons la variété V" compacte ; nous ne ferons qu’in-
diquer brievement la généralisation possible des résultats aux variétés
paracompactes non compactes.

Soit WP une sous-variété de dimension p. L’application identique
i: W? — V" induit un homomorphisme ¢  de I’homologie H,(W?)
dans ’homologie H,(V™"); soit ze H,(V") la classe image par i, de la
classe fondamentale de la variété W?. On dit alors que la classe z est
réalisée par la sous-variété W?. La question envisagée ici est la suivante:
une classe d’homologie donnée z d’'une variété V" est-elle réalisable par
une sous-variété? Le probléme, on le verra, regoit des réponses tres dif-
férentes suivant que le groupe des coefficients est le groupe Z des entiers
ou le groupe Z, a deux éléments. Dans le premier cas, on supposera tou-
jours, méme si on ne le rappelle pas explicitement, que la variété V=
considérée est orientable, et munie d’une orientation fiaxée, bien qu’arbi-
trairement choisie.

2. Complexe associé & un sous-groupe fermé du groupe orthogonal. Soit
G un sous-groupe fermé du groupe orthogonal & k variables O (k).
On sait que tout espace fibré en sphéres S*%-1 dont & est groupe de struc-
ture est induit d’un espace fibré universel £,, dont la base B, est une
variété compacte ; (on se restreint ici, évidemment, aux espaces fibrés
dont la base est de dimension finie < N). Désignons par A, le «map-
ping cylinder» de ’application fibrée K, — B, espace fibré en k-boules
sur Bg; c'est une variété @ bord de bord E,; on désignera par A
le complémentaire A, — E,, espace fibré en k-boules ouvertes associé

a B, (Cf.[27)).
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Définition. On appellera complexe associé au sous-groupe G de O(k),
'espace dénoté M (G) obtenu & partir de A, par identification en un
point @ de son bord E,;; M(() est, si 'on veut, la compactification
d’ Alexandroff de V'espace fibré en boules ouvertes Ag.

Cohomologie de M (G). La cohomologie H™(M(GF)) s’identifie, pour
tout r > 0, a la cohomologie a supports compacts H' (M (G)), ou encore,
a la cohomologie relative H"(A4,, £,). Or, on a 'isomorphisme classique
de la théorie des espaces fibrés en boules ouvertes (Cf. [26]):

og - H-%(B;) -~ H(Ag) ~ H" (M (?))

les coefficients étant pris dans le groupe Z, en général, dans Z si I’espace
fibré K, est orientable (@ connexe). La cohomologie H*(M (G)) s’ob-
tient done, pour les dimensions 7 > 0, en majorant de k unités la gra-
duation de la cohomologie H*(B,;) de l'espace classifiant B,. En par-
ticulier, le premier groupe H”(M (G)) nonnul, pour r > 0, est H*(M(G)) ;
il est engendré par la classe U e H¥(M (¢)) définie par:

U= ?’*; (wg)

ou wg désigne la classe-unité de H°(Bg;). La classe U sera appelée
classe fondamentale du complexe M (G). Rappelons que U est une classe
a coefficients entiers si K, est orientable (( connexe); c’est une classe
mod 2, si K, n’est pas orientable (¢ non connexe).

3. Le théordme fondamental. Définition. On dira qu’une classe
de cohomologie u € H*(A) d’un espace A est réalisable pour le groupe
G CO(k), ou encore: admet une (I-réalisation, s’il existe une application
[: A — M(G) telle que u soit 'image, pour ’homomorphisme f* induit
par f, de la classe fondamentale U du complexe M (().

Nous avons alors le théoréme:

Théoréme II.1. Pour qu’une classe d’homologie zeH,_ ,(V*), k>0,
puisse étre réalisée par ume sous-variété Wn—¥ dont Uespace fibré des vec-
teurs normaux admet G pour groupe de structure, il faut et i1l suffit que la

classe de cohomologie w e H*(V™) correspondante a z soit réalisable pour
le groupe G.

i) La condition est mécessaire. Supposons qu’il existe dans V" une
sous-variété Wn—% dont la classe fondamentale appartient & z; soit N
un voisinage fubulaire normal de Wn—*, de bord 7. La fibration géo-
désique normale p: N — W% admet, par hypothese, G pour groupe de
structure. N est induit de l’espace universel A4, par une application
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g: Wr* —» B, ; il existe donc une application F: N — 4, (qui appli-
que fibre sur fibre), telle que le diagramme:

F

N—> Aq

p| , |pe

Wnt —s B, soit commutatif.

La restriction de F au bord T de N applique 7' dans le bord £,
de A,. Sil’on désigne par ¢*, resp. ¢, , les isomorphismes des espaces
fibrés en k-boules N, resp. 4,, le diagramme:

F
HR(N,T} - HR(AG} Eﬂ)
* *
?* | , 9] (1)

Hﬂ{ Wn—l: ) — Hﬂ (Bﬁf)
est également commutatif.

Par ailleurs, soit j, : H*(N, T) - H*¥(V") I’homomorphisme cano-
nique défini par 'injection ; on sait que dans la variété ouverte N’ =
N — T, la classe ¢*(w) correspond — par la dualité de Poincaré — a
la classe d’homologie fondamentale de la base Wn»—% (Cf.[27] Th.I.8).
Par suite, la classe j, ¢*(w) e H*(V™) n’est autre que la classe u cor-
respondant a z.

Désignons par h: A, — M () I'application obtenue en identifiant en
un point @ le bord E; de 4,; lapplication composée h og applique
le bord T' de N sur le point @ ; par suite, I’application & og peut étre
étendue & toute la variété Vm: il suffit d’appliquer le complémentaire
V® — N sur le point a ; on définit ainsi une application f de V" dans
M (G), pour laquelle on a bien:

*(U) = f @ (0g) = jx ¢*(w) = u, d’aprés le diagramme commu-
tatif (1).

ii) La condition est suffisante. Supposons qu’il existe une application
fde V* dans M (QR), telle que f*(U) = u; l'espace M(G), privé du
point exceptionnel a, est une variété différentiable ; on pourra régulariser
la restriction de f au complémentaire V" — f-1(a), de fagon & obtenir
une nouvelle application f,, voisine de f, qui soit différentiable de classe
C* sur V™ — f-1(a); on appliquera alors & ’application f, le théoreme
I.5. On pourra ainsi définir une application ¥, arbitrairement voisine
de f, telle que I'image réciproque F-1(B,;) soit une sous-variété W»—¥%;
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’espace des vecteurs normaux & W%, induit de I’espace 4,;, admet &
pour groupe de structure. Désignant alors par ¢* I'isomorphisme ¢*
associé & un voisinage tubulaire normal de W»—* dans V%, la classe
w = [¥(U) = F*(U) n’est autre que j, ¢*(w), @ classe-unité de
Wn—k . comme on I'a vu en i), ceci exprime que u correspond par la dua-
lité de Poincaré & la classe du cycle fondamental porté par la sous-
variété Wn—k,

Extension du théoréme II.1 aux variétés paracompactes non compactes.

Rappelons que dans une variété paracompacte non compacte, il existe
autant de théoremes de dualité que de familles (@) de sous-ensembles
fermés utilisés pour définir homologie et cohomologie (Cf. [26], Th. 0. 3).
On peut se poser, dans ces conditions, la question suivante: une classe
d’homologie a supports dans (D), z e HY (V") peut-elle &tre réalisée par
une sous-variété Wn—*? Peu de modifications doivent étre apportées
4 la démonstration précédente pour y répondre: on observera d’abord
que le voisinage tubulaire normal d’une sous-variété paracompacte peut
toujours étre défini, a condition de prendre son rayon éventuellement
variable. Disons de plus qu’une application f: V — M est @-propre,
si 'image réciproque f~!(K) de tout compact K de M appartient a (P)
(si @ est la famille 4 des compacts de V', on retrouve la définition clas-
sique des applications propres). On aura alors le théoréme:

Théoréme II.1’. Pour qu’une classe z € H, _, (V") soit réalisable par
une sous-vartété dont Uespace fibré des vecteurs normaux admette G pour
groupe de structure, il faut et il suffit qu’il existe une application f:
Ve - M(@), D-propre sur M(G) —a, telle que la classe image
f*(U) e HE (V™) corresponde @ z par la dualité de Poincaré.

4. Cas ou @ se réduit & I’élément unité e eO(k). I espace classifiant
B; se réduit alors a un point, 4, est une k-boule fermée et le complexe
M (e) n’est autre que la sphére S%. Disons qu’une classe de cohomologie
entiére u d’un espace A est sphérique, s’il existe une application f: 4—> Sk,
telle que w = f*(s*), s* désignant la classe fondamentale de H*(S* ; Z).
Le théoréme I.1 nous donnera alors:

Théoréme II. 2. Pour qu'une classe d’homologie zeH,_ . (V*;Z) de
la variété orientable V™ puisse élre réalisée par une sous-variété dont
Vespace fibré des vecteurs mormaux est trivial, il faut et il suffit que la
classe de cohomologie w e H*(V™:Z) correspondant & z soit sphérique.

On ne connait pas, en Topologie Algébrique, de condition nécessaire
et suffisante pour qu’une classe de cohomologie donnée soit sphérique ;
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le seul résultat de nature générale a été obtenu par J. P. Serre [22]; le
voici:

Théoréme II. 3. Pour toute classe xeH*(A;Z) dun espace A de
dimension finie n, avec k impair, ou n { 2k, il existe un entier non nul N,
ne dépendant que de k et de n, tel que la classe multiple N - x soit une
classe sphérique. De la, on déduit:

Théoréme II. 4. Sout zeH,_ . (V";Z) une classe d’homologie entiére
de la variéte orrentable V™, avec k impair, ou n { 2k. Il existe alors un
entier non nul N , ne dépendant que de k et de n , tel que la classe multiple N -z
puisse étre réalisée par une sous-variété Wn—% dont U'espace fibré des vec-
teurs normaux est trivial.

6. Description des complexes M(O(k)) et M(SO(k)) . Il résulte im-
médiatement du théoreme II.1 qu’on a les théoremes suivants, qui mon-
trent I'importance des complexes M(O(k)) et M(SO(k)):

Théoréme II.5. Pour qu’une classe d’homologie z e H,_,(V";Z) dela
variété orientable V™ soit réalisable par une sous-variété, il faut et il suffit
que la classe de cohomologie w correspondant a z sout réalisable pour le
groupe des rotations.

Théoréme I1.5’. Pour qu’une classe d’homologie mod 2 z e H,_,.(V"; Z,)
de la variété V" soit réalisable par une sous-variété, il faut et il suffit que la
classe de cohomologie w correspondant a z admette une réalisation ortho-
gonale.

On désignera par G, la grassmannienne des k-plans non-orientés dans
un espace euclidien B™, ol m est trés grand. 7, est, ¢’est bien connu,
I'espace classifiant B,;, associé au groupe orthogonal O(k). On

M
désignera par G, la grassmannienne des k-plans orientés dans R™; c’est

Fa

le classifiant Bg,;, associé au groupe des rotations SO(k) - G, est
un revétement a deux feuillets de @,.

I’espace fibré universel FKg,;, s’obtient en associant & tout k-plan

de @  son intersection S%*-! avec la sphere de rayon 1 dans R™; Hg,,,
peut donc étre considéré comme 'espace des couples formés d’un k-plan
orienté et d’un vecteur unitaire contenu dedans ; associons & ce couple
le (k — 1)-plan orthogonal au vecteur dans le k-plan; on définit ainsi

une fibration de HKg,,, sur la grassmannienne G, ;, la fibre étant une
sphére 8™ % de grande dimension. Par suite, pour les dimensions in-
férieures a la dimension classifiante m — k, Hg,,, & méme type d’homo-
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topie que la grassmannienne ﬁk,,; et linjection Egy,, — Agoq
g’identifie — au point de vue de I'homotopie — & I’application canonique
Q B ﬁk déduite de l'injection du sous-groupe SO(k — 1) dans
SO (k).

Cohomologie de M (SO(k)). Pour les dimensions r > 0, la cohomo-

logie H*(M(SO(k))) s’identifie a la cohomologie relative H (Ei - @ r1) ;
on la déterminera grice a la suite exacte:

¥ A *

— H'(G)) — H" (G ) — H™G,, Gpy) — HHGY) —  (2)

ou I’homomorphisme ¢* est bien connu.

Cohomologie mod 2. On sait (cf. [3]) que la cohomologie H* (G %3 Zs)
est une algébre de polyndomes engendrée par (k — 1) générateurs:
Wy, Wa, .., W,, ot W,, de degré i, est la 1™ classe de Stiefel-Whitney.
Il est bien connu que les classes W, s’appliquent 'une sur 'autre par

I’homomorphisme ¢*; par suite, la cohomologie relative H* (& - Q k1)
g’identifie & 'idéal engendré par la classe W, dans Ualgébre de polynémes

o
H*(@,.;Z,). On retrouvera directement ce résultat en considérant,
comme au n® 2, I'isomorphisme ¢*.

Cohomologie mod p, p premier » 2. Distinguons deux cas:

i) k tmpair, k = 2m + 1. H* {§ x> Z,) est une algébre de polynémes
engendrée par des générateurs P*% de dimension divisible par 4
(classes de Pontrjagin, réduites mod p):
pi o ps .. Pim,

ii) kpair, k = 2m'. H* (ﬁ x> Z,) est une algebre de polyndémes engendrée
par les classes de Pontrjagin, réduites mod p:

pPi P8, ., Pim'-t et la «classe fondamentale» X2m',

Dans lapplication canonique Q R Q r+1» les classes de Pontrjagin

P4 g’appliquent 'une sur ’autre, sauf, si k est pair, la classe de dimen-
sion maximum de H*™ {?? k1), 4™, qui se trouve a.ppliquée par +* sur le
cup-carré (X2m)2 de la classe fﬂndamentale X*m e H "-'( . (cf. [5]).
Il en résulte: si k est pair, H *(G - _1) s’identifie & 1'idéal engendré

par la classe X*™ dans H *(G %) ; 81k estimpair, H*(M (SO (k)) s’iden-
tifie & une algébre extérieure de générateur o&*(X2m'),
Cohomologie de M (O(k)). R
On utilise la mé&me suite exacte que (2), ol les G, remplacent les G .
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C'ohomologie mod 2. La cohomologie H*(G,;Z,) est une algébre de
polynémes, engendrée par &k générateurs W, , W,, W,, ... W,. Comme
précédemment, on trouve que H*(G,,G,_,;Z,) s’identifie & l'idéal ¥
engendré par la classe W, dans H*(Q,;Z,).

Cohomologie mod p, p premier ) 2. Soit g le groupe d’automorphismes

du revétement & deux feuillets 6,, — @ .. On vérifie aisément les pro-
priétés suivantes: les classes de Pontrjagin P* sont invariantes par g;
par contre, g transforme, si k est pair, la classe fondamentale X, en son
opposée — X ,. D’apres un résultat classique de la théorie des revéte-
ments (B. Eckmann [9]), il en résulte que: pour k impair, H*(G,; Z,)
est isomorphe a H*{&k;zﬂ); pour k pair = 2m, H*(G;Z,) est une
algébre de polyndmes engendrée par les classes de Pontrjagin:

P: P8 . Pim—4 ef le cup-carré (X ,;)? de la classe fondamentale X, ;
(en effet, si X, n’est pas invariant par g, par contre (X ,)? l'est).

Usant toujours de la suite exacte analogue a (2), on en déduit:

1) k impair = 2m 4 1. Comme H*(G,;Z,) et H*(G,,;Z,) sont
des algebres de polyndmes isomorphes, et que cet isomorphisme est in-
duit par +* (rappelons que *(P'") = (X,,.)?), on obtient:

H (G, G, 1:2Z,) = 0 pour tout r> 0.

it) k pair = 2m. On trouve immédiatement que H*(G,; G,_;) 8’iden-
tifie a I'idéal engendré par la classe (X,,)? dans I'algebre de polynémes
H*(G . Z,).

Groupe fondamental. De fagon générale, le groupe fondamental du
complexe M (() s’obtient & partir du groupe fondamental de A, (ou By)
en annulant ceux des éléments qui sont images par I'injection K; — A,
d’éléments de m,(#,). Ceci nous donnera:

a) comme ::,({?k} =0, ona m(M(SO(k))) = 0.

b) ’homomorphisme ¢, applique =,(G,) =2, sur m,(G,) =2Z,;
done =z, (M(O(k))) = 0 pour k > 1.

Les complexes M(O(k)) et M(SO(k)) sont simplement connexes
comme leur premier groupe de cohomologie, de dimension » 0, est H¥,
on en déduit que ces espaces sont asphériques jusqu’en dimension t — 1,
incluse. Le premier groupe d’homotopie non nul est =, (M(O(k))) = Z,
et w (M(SO(k))) = Z.

Nous allons maintenant énoncer un théoréme de topologie, qui permet
de ramener la détermination de ’homotopie d’un espace a des propriétés
de cohomologie ; le principe en est dii & J. H. C. Whitehead [29].
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Théoréme II.6. Soitent X, Y deux complexes simplement connexes,
et | une application de X dans Y, telle que | induit un isomorphisme de
Hr(Y) sur H"(X) pour r{k, et que f¥: H¥(Y) - H*(X) est biuni-
voque, et cect pour tout corps Z, de coefficients. Dans ces conditions, il
existe une application g du k-squelette de Y dans X, telle que fog et
g of (restrevntes aux (k — 1)-squelettes) sont homotopes a U'identité.

I1 en résulte, en particulier, que X et Y ont méme k-type : leurs groupes
d’homotopie sont isomorphes pour toute dimension <k — 1.

On substitue au complexe Y le mapping cylinder Y’ de 'application
f: Y est rétracte par déformation de Y’, et lui est homotopiquement
équivalent ; écrivons la suite exacte:

Hr(Y') 4 Hr(X) - H+Y(Y’, X) - H+(X) - H+(Y) .

Les hypothéses faites sur f expriment précisément que H"(Y’, X ; Z,)
= 0 pour tout premier p et r < k; par dualité sur le corps Z, des
coefficients, on en déduit: H, (Y', X;Z)) =0 r <k, et, de la, par la
formule des coefficients universels: H_(Y', X ;Z) = 0,r < k. Puisque
X et Y sont simplement connexes, on peut invoquer le théoréme d’Hure-
wicz relatif [15], et en déduire: =,(Y’, X) = 0 pour r < k. On pourra
par suite définir une application ¢g: Y’ —- X, inverse de l'injection f,
sur le k-squelette de Y’ telle que ¢ of~ identité mod X1 et
fog= identité sur Y’* ou X(-1) désigne le (£ — 1)-squelette de X.

On a vu plus haut que les groupes de cohomologie H *+i( M(O (k))),
resp. M(SO(k))), sont indépendants de &, tant que 7 ( k. Nous allons
ici démontrer que la méme propriété vaut pour ’homotopie.

Théoréme II.7. Les groupes d’homotopie m,. ., (M(O(k))) (resp.
M(SO(k))) sont, pour ©{k, indépendants de k.

Ceci constitue un théoreme de suspension, tout-a-fait analogue a celui
des spheéres.

Soit Ay, _, Despace fibré en (k — 1)-boules ouvertes sur la grass-
mannienne & ,_,; désignons par 4’ ® I, le «joint» (au sens de Whitney)
de 'espace fibré A,_,, par une structure triviale de dimension 1 (en
segments ouverts); il existe une application canonique :G,_;, - G,,
qui induit cet espace fibré A’ ® I en k-boules ouvertes: c’est évidem-
ment ['application ¢ précédemment considérée, déduite de l'injection
Ok — 1) cO(k). Cette application ¢ se releve en une application f de
A’ @I dang Ay, ; compactifions A’® I par P'adjonction d’un
point «a l'infini» x et soit X 1’espace ainsi obtenu. f se prolonge en une
application F:X — M(O(k)) et ’'homomorphisme F* induit par F
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est un isomorphisme de H**(M(O(k))) sur H¥**(X) pour tout
t{k—1; pour ¢« =k — 1,F* est biunivoque. Par ailleurs X et
M(O(k)) sont simplement connexes. On peut donc appliquer le théo-
réeme II.6, ce qui montre que les groupes d’homotopie =,,, de X et de
M(O(k)) sont isomorphes pour < k — 1.

Désignons par T'(k — 1) le complexe suspension de M(O(k — 1)),
et soient p et p’ les deux poles de la suspension ; désignant toujours par a
le point «a l'infini» de M(O(k)), soit g I'application qui identifie tout
le segment [p a p’] en un seul point z; le complexe ainsi obtenu n’est
autre que X ; ici encore, g satisfait aux conditions du théoréme 1I.6
(on peut méme montrer que g est une homotopie-équivalence) ; par suite,
les groupes d’homotopie de 7T'(k — 1) et de X sont isomorphes.

Or, on a le théoreme suivant: soit X un complexe asphérique jusqu’en
dimension n — 1 incluse, T'(K) la suspension de K ; désignons par
E:n,(K) —n, (T(K)) V'homomorphisme de Freudenthal; £ est un
isomorphisme sur pour j{ 2n. (Cf. Blakers-Massey [2]).

La suite des isomorphismes:

E
Ty asi(MOE — 1)) =, (T — 1)) =72, (X) > 7, (M (O(k))

ik —1

achéve la démonstration du théoreme. L.a démonstration serait tout-a
fait analogue pour M(SO(k)) .

6. Etude du type d’homotopie de M(O(k)) . Avant d’aborder la dé-
termination des groupes d’homotopie de M(O(k)), il est nécessaire
de rappeler quelques résultats généraux sur les complexes d’Eilenberg-
Mac Lane d’une part, et sur la grassmannienne d’autre part.

Rappel sur les complexes d’Eilenberg-Mac Lane.

Si 7 désigne un groupe abélien, on appelle complexe d’Eilenberg-Mac
Lane K (n,n) tout espace connexe dont tous les groupes d’homotopie de
dimension ) 0 sont nuls, & ’exception de =, (K (7, n))= 7 ; tous ces espaces
ont méme type d’homotopie, et il en existe un qui est un complexe sim-
plicial. Si de plus le groupe =« est de fype fini, il existe un complexe
K (m,n) qui est un complexe simplicial dont le g-squelette est un com-
plexe fini. Comme cette propriété n'est pas absolument classique, indi-
quons en briévement la démonstration, qui se fait par induction sur
I'entier ¢; pour ¢ = k, le k-squelette de K (m,n) se compose d'un
nombre fini de sphéres S¥; soit K? le g-squelette, supposé fini par in-
duction ; en vertu des théorémes de Serre [24], le groupe d’homotopie
7, (K?) est de type fini ; on peut I'annuler en adjoignant & K2 un nombre

36



fini de (¢ 4+ 1)-cellules, dont les g-spheres bords sont appliquées dans K¢
par des applications qu’on peut supposer simpliciales ; on obtient ainsi
un complexe fine K9+1, dont tous les groupes =, (K?+!) avec k{1 <gq,
sont nuls. C’est le (g + 1)-squelette cherché.

On désignera les groupes de cohomologie de K (z,n) a coefficients
dans @ par la notation abrégée H"(n,n;(@); rappelons que le groupe
H" (G, n;G) posséde une «classe fondamentale» qu’on notera ¢. Pour
toute classe de cohomologie u € H"(A ;) d’un espace A4, il existe une
application f: A - K(G,n) telle que u = f*(i).

La cohomologie des complexes K(Z,n;Z)) et K(Z ,n;Z,) a été
déterminée par J. P. Serre et H. Cartan. Rappelons-ici certains de leurs
résultats.

Cohomologie de K (Z,,n). (Cf.’article de J. P. Serre [23].)

La cohomologie H*(Z,, k;Z,) est engendrée par des carrés de Steen-
rod®) de la classe fondamentale (e H*(Z,,k;Z,) et par leurs
cup-produits ; pour k { k (partie stable de H*(Z,, k; Z,), le groupe
H*"(Z,, k; Z,) est engendré par les carrés itérés Sq* Sq' .. Sq*r (1),
ou 2, 1, = h; une base de ce groupe est donnée par les suites de carrés
itérés: Sq' Sq' ... Sq't avec i, = 201y = 205ty = 20, .. 1,4 = 21,.
Une telle suite de Sg¢* sera appelée, comme dans [23], suite admissible,
et symbolisée par la notation Sq'. Le rang du groupe H¥*(Z,, k;Z,),
soit c(h), est égal au nombre des partitions de 'entier h (sans considéra-
tion de l'ordre des termes) en entiers de la forme 2™ — 1.

On a des résultats sensiblement analogues pour H(Z, k; Z,).

Cohomologie de K(Z, k) a valeurs dans Z,,p > 2.

Nous utiliserons seulement le résultat suivant de H. Cartan [7]:
L’algebre H*(Z,k;Z,) est engendrée par des puissances de Steenrod®)
ttérées de la classe fondamentale ¢.

Rappel sur la grassmannienne G .

On a vu que H*(G,;Z,) est une algebre de polyndémes engendrée par
les k& générateurs W.,1 <i¢ <k, classes de Stiefel-Whitney. Il est
souvent utile de considérer les W, comme fonctions symétriques élémen-
taires de k variables t,, ¢, ... ¢, de degré 1. Ces variables {,, introduites
formellement par Wu Wen-Tsiin, ont regu une interprétation topologique
dans la théorie de Borel-Serre [4—5]. L’'introduction des variables ¢, conduit
aux formules de Wu [34], qui donnent les carrés de Steenrod des W, :

Sqg" W, = Z:Ir ’ é t 1} W, . Wi, (3)

) Pour la définition et les propriétés des carrés et puissances de Steenrod, voir N.
E. Steenrod [25].
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Le Lemme suivant, dont je dois la démonstration & J. P. Serre, montre

qu’on peut, dans une certaine mesure, substituer la grassmannienne &,
au complexe d’Eilenberg-Mac Lane K(Z,, k).

Lemme I1.8. Toute combinaison linéaire de Sq' itérés, de degré total
h <k, qui est nulle sur la classe W, ,eH*(W,;Z,), est identiquement
nulle.

Observons d’abord que toute classe de la forme Sqf(W,) — ou la
suite I n’est pas nécessairement admissible — est de la forme W, -@;,
ol @, est une classe de H"(G,), polynéme de poids total h par rapport
aux W,. Tout se passe donc dans l'idéal ¥ engendré par W, dans
H*(¢,).

Introduisons entre les monémes en W, une relation d’ordre (R) ainsi
définie: ordre lexicographique obtenu en posant W_ < W_ si m{n.
Par exemple: W, < W, - (W,2< W,- W, - W, < W,- W,.

Soit Sq' = S¢'* Sq*t ... S¢g'r, ou les i, forment une suite admis-
stble (3,_, = 21,,); formons S¢' W, = W, -Q;. Je dis que Q; =
W, W, .. W, + des mondémes tous strictement inférieurs pour (R) a
W,  -W, -W,...W,. Cecise démontre par récurrence sur I'entier r ;
si =1, la formule (3) donne, en ce cas: Sq¢*W,= W, -W, et
Q; = W, et rien d’autre. Supposons la propriété établie pour » — 1,
et considérons:

Sqg! W, = S¢"(Sqg* ... S¢'r W,) = Sq" (W, - P), ou, par hypo-
thése, le polynéme P est de la forme W, - W, ... W, + des monoémes
strictement inférieurs. Développons ce produit:

S?i (Wy-P)= Eugmgil Sq™ (P)- Sﬂ'i_mwk=zugmgi1 Sq"(P) W, _,, Wy .

Si donc on a posé Sq' W, = W, - @;, on obtient:
Qr= 2ocm<i, 8" (P)- Wi _p

Dans cette somme, m = 0 donne P -W, =W, - W, .... W, +
des monomes strictement inférieurs pour (£). Par ailleurs, aucun des
termes du développement de Sq™(P), m > 0, ne peut contenir un W,
supérieur ou égal & W, pour (R). En effet, d’aprés la formule (3),
Sq™ W, ne contient que des W, d’indice ¢ 2s. Il s’ensuit que
Sqm(P),m >0, ne contient que des W, dont l'indice ¢ wvérifie:
1 { 24, < 1,. C'est dire que tous ces termes sont strictement inférieurs
pour (R)a W, - W, ... W, .

De 13 on déduit que toutes les classes Sq'(W,), lorsque I parcourt
I'’ensemble des c(h) suites admissibles, de degré total 2, sont linéaire-
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ment indépendantes dans H¥*t"(G,); si, en effet, il existait entre ces
classes une relation linéaire non triviale, on prendrait, dans cette rela-
tion, le terme supérieur pour (R); on en déduirait que ce terme peut
g’exprimer linéairement en fonction de termes strictement inférieurs pour
(R), ce qui est impossible.

Si ’on revient maintenant a l'interprétation des W, comme fonctions

gsymétriques de k variables t, de degré 1, le lemme précédent prend la
forme:

Lemme II.8.” Les classes Sq'(t, t, ... t,), ou I parcourt I’ensemble des
suites admissibles de degré total h << k, sont des fonctions symétriques des
t; linéarrement indépendantes.

On a vu que la cohomologie H*(M(O(k)); Z,) s’identifie a I'idéal ¥
engendré par la classe W, dans H* (G, ; Z,); or, par 'introduction des &
variables ¢;, on obtient une base du groupe H*((},) en formant tous
les monOmes symétrisés:

2 ()" ()" ... (8)" (4)

ou les entiers a, constituent une partition de I'entier &, et o on fait
pour la symétrisation 2 la convention classique: on ne prend du groupe
symétrique total & k variables que les permutations «essentielles» pour
le monome (4), c’est-a-dire un systéme de représentants des classes du

groupe symétrique modulo le sous-groupe qui laisse invariant le monéme
(4) ; par exemple:

SN oo (B) = by by oo by

Si h = 2 a, est une partition (w) de &, et (4) le monéme associé, on
désignera par ©, un systéme de permutations essentielles pour (4);
toutes les fois que le signe 2 apparait, dans les calculs, devant un monome
tel que (4), la sommation doit s’effectuer suivant un systéme de permu-
tations essentielles, sauf convention contraire explicitement énoncée.
On obtiendra une base pour la dimension (k + A) del’idéal ¥ en multi-

pliant par W, =1¢, -, - ... t, les éléments de la base (4); on obtient
ainsi tous les monomes symétrisés:
Z(H)™ () L 6 e by (5)

En effet, toute permutation essentielle pour le mon6éme (4) est essentielle
pour le mondéme (5), et réciproquement.

Définition. Soit P un polynéme par rapport aux variables {,; on
dira que la variable ¢, est une variable dyadique du polyndéme P, si
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t, figure dans tous les mondémes de P sous un exposant nul ou de la
forme 2™,

Lemme I1.9. 8¢ t, est une variable dyadique du polynome P, t,
est également variable dyadique du polynome Sq' P.

m
On sait, en effet, que Sq*({,)" = ] (t,)mte,
a
Or, si m est non nul, et est une puissance de 2, le coefficient binomial
m
est nul, sauf pour @ = 0 ou @ = m; (en effet, p] = 1 mod 2,
a q

s1 et seulement si le développement dyadique de p contient celui de g,
cf. Whitehead-Steenrod [26]). Dans ces conditions, le nouvel exposant
m -+ a est encore une puissance de 2.

Définition. Dans un mondéme (¢,)* (£,)** ... (t,)%", appelons facteur
non dyadique, le sous-monéme constitué de toutes les variables qui ne
sont pas dyadiques ; on désignera par u le nombre de ces variables, par v
leur degré total. On introduit entre mondomes en (¢,) une relation de pré-
ordre () ainsi définie: le mondme X est dit supérieur au mondéme ¥ pour
(@), si w(X)>u(Y), et, si pour u(X) = u(Y), on a v(X){v(Y).

Cela étant, pour tout % <k, formons les classes:

Xh= 5 () (1) o () ey - b (6)

ol w = {a,0a,...a,} parcourt 'ensemble des partitions de l'’entier A
en entiers dont aucun n’est de la forme 2™ — 1 (partitions non dyadiques
de h); on désignera par d(h) le nombre de ces partitions.

Pour toute dimension m << kh, formons les classes:

X, S¢* Xut, S¢* Xy, ..., 8¢ X}, ... Sq" W, (7)

ou les S¢'* parcourent toutes les suites admissibles de carrés itérés
de degré total (m — h), et o w, parcourt ’ensemble des d(h) parti-
tions non-dyadiques de h, définies en (6).

Je dis que toutes les classes du tableau (7) sont lindairement indépen-
dantes.

En effet, prenons dans chacun des développements de Sq’ X!, ceux
des mondémes qui sont supérieurs pour (¢) ; je dis qu’ils forment le déve-
loppement de:

Do, G () L ()" S (G - ) (8)

ou la sommation X a lieu suivant le systeme &, des permutations