Chapitre 2

Congruences, Z/nZ

2.1 La relation de congruence modulo n

2.1.1 Les définitions

Définition 2.1.1. Deux entiers relatifs z et y sont congrus modulo I'entier n si et
seulement si y — x est divisible par n : y — x € nZ. On note :

x =y (modn) .

Proposition 2.1.2. Deux entiers relatifs x et y sont congrus modulo l’entier n si et
seulement si les deux divisions euclidiennes par n produisent le méme reste.

Proposition 2.1.3. La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

La classe d’équivalence de x est ’ensemble x 4+ nZ souvent noté T s’il n’y a pas
d’ambiguité ( "7 s’il y a lieu de préciser). La classe de x contient un unique élément r
tel que 0 < r < |n| (le reste).

2.1.2 Le théoreme chinois en termes de congruences

Théoréme 2.1.4 (Théoreme chinois). Sia et b sont premiers entre euz, alors le systeme
a (mod a)

de congruence :
x
x £ (mod b)

a une solution qui est unique modulo ab. Plus précisément, étant donné une relation de
Bezout au + bv = 1, le systeme est équivalent a :

r = vba +uaf (mod ab) .

Exemples.



2.2 Notions de base sur les groupes

2.2.1 Lois de composition, structure de groupe

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application £ x F — F.
L’image du couple (z,y) est noté avec un symbole : suivant le contexte = + y, x X ¥,
Txy, xTy ..

Associativité, commutativité.

Neutre, unicité ; élément symétrique, unicité.

Définition d’un groupe.

Exemples :(Z,+) est un groupe; groupe des bijections de X noté (B(X),o0), cas du
groupe symétrique S, = B({1,...,n}).

2.2.2 Sous-groupe

Définition 2.2.1. Une partie H d’un groupe (G, *) est une sous-groupe si et seulement
si elle contient le neutre et elle est stable pour 'opération * et la symétrisation.

Remarque 2.2.2. En notation additive : une partie H d’un groupe (G, +) est un sous-
groupe si et seulement si elle contient 0 et elle est stable par addition et soustraction.
En notation multiplicative : une partie H d’un groupe (G, X) est une sous-groupe si et
seulement si elle contient 1 et elle est stable par produit et quotient.

2.2.3 Ordre d’un élément

Définition 2.2.3. Soit z un élément d’'un groupe G. Le sous-groupe engendré par x,
noté < x > est le plus petit sous-groupe qui contient x; on dit alors que x est un
générateur du sous-groupe < x >.

Définition 2.2.4. Un élément x d’un groupe G est d’ordre fini si et seulement si le sous-
groupe < x > est fini. Dans ce cas 'ordre de x est le nombre d’éléments du sous-groupe
< x >, c’est le plus petit k > 0 tel que le k-ieme itéré de x redonne le neutre.

Remarque 2.2.5. En notation additive, la composition de n fois z s’écrit nz, et pour
n = —m < 0, nx est I’édlément symétrique de mz (I'opposé). Un élément x est d’ordre
fini si et seulement s’il existe m > 0 tel que maz est nul, 'ordre étant le plus petit tel m.
En notation multiplicative, la composition de n fois z s’écrit z", et pour n = —m < 0,
x™ = x7™ est 'inverse de ™. Un élément x est d’ordre fini si et seulement s’il existe
m > 0 tel que ™ vaut 1, I'ordre étant le plus petit tel m.
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2.2.4 Morphisme de groupe

Définition 2.2.6. Soient (G,x*) et (G', T) deux groupes. Une application f : G — G’
est un morphisme de groupe si et seulement si :

VeeG,VyeG, flxxy)=fx)Tfly) .

Ezemple 2.2.7. L’application logarithme est un morphisme du groupe (]0, +o0[, x) vers
le groupe (R, +).

FExemple 2.2.8. Soit x un élément dans un groupe G noté multicativement. L’application
gz Z — G qui a n associe x" est un morphisme de groupe.

Définition 2.2.9. Le noyau d’'un morphisme de groupe f : G — G’ est ’ensemble des
éléments dont 'image est le neutre €’ de G'.

Définition 2.2.10. L’image d'un morphisme de groupe f : G — G’ est ’ensemble :
Im(f) = f(G) ={f(z), z € G} .

Proposition 2.2.11. Soit f : G — G’ un morphisme de groupe.
Le noyau de f est un sous-groupe de G et l'image de [ est un sous-groupe de G'.

2.2.5 Théoreme de Lagrange

Théoréme 2.2.12 (Lagrange). Dans un groupe fini G de cardinal N, tous les sous-
groupes ont un cardinal qui divise N.

Corollaire 2.2.13. Dans un groupe fini G de cardinal N, lordre de tous les éléments
divise N. En notation multiplicative :

VeeG 2V =1.

2.3 Structure sur les classes de congruence

Le groupe additif (Z/nZ,+)

Théoreme 2.3.1. L’addition est bien définie sur les classes de congruence et munit
Z/nZ d’une structure de groupe.

L’anneau (Z/nZ,+, x)

Théoreme 2.3.2. La multiplication est bien définie sur les classes de congruence et
(Z/nZ,+, x) a une structure d’anneau.
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Le théoreme chinois en termes de classes de congruence

Théoreme 2.3.3. Si a et b sont premiers entre eux, alors [’application

s (R, F) |

Le groupe multiplicatif des inversibles de Z/nZ

Définition 2.3.4. La classe k € Z/nZ est inversible si et seulement s’il existe [ € Z/nZ
tel que k1 =T1.

Théoréme 2.3.5. La classe k est inversible dans Z/nZ si et seulement si k et n sont
premiers enlre eut.

Proposition 2.3.6. L’ensemble des éléments inversibles de Z/nZ muni de la multipli-
cation forme un groupe.

Notation : (Z/nZ)*.
Définition 2.3.7. Pour un entier n > 2, l'indicateur d’Euler ¢(b) est le nombre

d’éléments inversibles dans Z/nZ : le nombre d’éléments de (Z/nZ)*.

(o a—1

Théoréme 2.3.8. a) Pour p premier et a > 0, ¢(p*) = p
b) Pour a et b premiers entre eux, ¢p(ab) = ¢(a)p(h).

—-Pp

Exercice 2.3.9. Montrer qu'un élément de Z/nZ est inversible si et seulement s'il est
générateur du groupe (Z/nZ,+).

Corollaire 2.3.10. Z/pZ est un corps si et seulement si p est un nombre premier.

2.4 Petit théoréme de Fermat

Théoreme 2.4.1. Si p est un nombre premier, alors pour tout k qui est premier avec
p, ona: k"t =1 (mod p)

La réciproque de ce théoreme est fausse, par exemple : 561 = 3 x 11 x 17 n’est pas
premier et pourtant pour tout entier a premier avec 561, on a a®®® =1 (mod 561).

Le théoreme de Fermat donne un test de primalité : si pour un entier a < n, on
aa" ! # 1 (mod n), alors n n’est pas premier; si pour plusieurs valeurs de a, on a
a"'=1 (mod n), alors n est probablement premier.

Théoréme 2.4.2 (Théoreme de Fermat généralisé). Pour tout entier k premier avec n,
on a:

E*™ =1 (mod n) .
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Calcul rapide des puissances modulo n. Le test de Fermat nécessite des calculs de
puissances modulo n. Pour de grands entiers un calcul naif sur machine fait apparaitre
des problemes de complexité. On améliore grandement 1'efficacité avec un algorithme de
calcul rapide des puissances.

Fonction puissance(a,m,n) // entier, exposant, module
R+ 1;
While (m > 0) do

If (m est impair) then

| R« (R x a)mod n;

end If

a < (a X a)mod n;

m < m/2; // division entiere
done
Retouner R ;

Algorithm 5: Calcul rapide des puissances modulo n

Théoreme 2.4.3. L’algorithme précédent calcule o™ modulo n, avec au plus
2(logy(m) + 1) multiplications modulo n.

Ezercice 2.4.4. Ecrire une version récursive du calcul rapide des puissances modulo n et
coder la fonction correspondante en python.
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