REPRESENTABILITES

Premiére partie 1. Introduction

Objectif. L’objectif de cette premiére partie du cours est de construire un espace
de module pour les variétés abéliennes polarisées munies de quelques structures
additionnelles. C’est dans un avatar de cet espace que nous découperons, dans un
second temps, des wvariétés de Shimura (de type PEL, c’est-a-dire classifiant des
variétés abéliennes munies de Polarisations, d’Endomorphismes, et de structures
de niveaux (Level structures en anglais)).

Construction. La construction de cet espace de module est un véritable 1égo, dont
voici les grands acteurs.

— Le foncteur AJ  : classifie les variétés abéliennes f : A — S de dimension
g, munies d’une polarisation A : A — A’ de degré d?, et d’une structure
de niveau k : (Z/nZ)gg ~ A[n]. La polarisation A permet de construire un
faisceau inversible £(\) sur A qui est S-ample et tel que E(N) = f,(L(A)®3)
est un faisceau localement libre sur S de rang N + 1 ot N = N(g,d) est un
entier que I’on explicitera. Le morphisme d’adjonction f*£(\) — L(\)®? est
surjectif, et définit un plongement ¢(A) : A — P(E(N)).

— Le foncteur RAJ | : classifie les quadruplets (A, A, &, ¢) ot (A, A, k) est comme
ci-dessus, et ot ¢ : E(N) ~ Ogv 1 est une rigidification. Cette rigidification nous
fournit un isomorphisme P(E£(\)) ~ P(OF ') = PY | et le triplet (A, ), ¢) in-
duit donc un plongement (), ¢) : A — P¥. L'oubli de ¢ donne un morphisme
RAfm — A‘Zl’n.

— Le foncteur Hilb% : classifie les couples formés d’un sous-schéma fermé Z de
P]SV qui est S-plat et de 2g sections x; : S — Z. Le choix d’une base e; de
(Z/nZ)?9 permet de définir un morphisme RAZ,n — Hilb?vg qui & (4, \ K, @)
associe le sous-schéma fermé S-plat Z = (), ¢)(A) C PY muni des 2g-sections
t(A, @) o k(e;).

— Le foncteur Hilby : classifie les sous-schémas fermés Z de PJSV qui sont plats
sur S. L’oubli des 2g-sections fournit un morphisme Hilb3! — Hilby.

— Les foncteurs Hilbﬁ, sont des sous-foncteurs de Hilby qui classifient les sous-
schémas fermés S-plats Z de X = PX dont le polynome de Hilbert ¢ est fixé
(égal & ¢). Pour de tels sous-schémas, on peut démontrer qu’il existe un entier
m(¢) explicite tel que pour tout m > m(¢), la surjection Ox(m) — Oz(m)
induit une surjection 7, Ox (m) — 7,0z (m) entre faisceauz localement libres
sur S (de rang ... et ¢(m) respectivement).

— Pour F = m,0x(m) et r = ¢p(m) (avec m > m(¢)), le foncteur Grass(F,r)
classifie les quotients F — Q qui sont localement libres de rang r sur S. La
construction ci-dessus donne donc un morphisme Hilb}f, — Grass(F,r).
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Pour résumer, on a donc le diagramme suivant :
Grass(F,r) < Hilb}, — Hilby « Hilb} — RAJ  — Af .

Nous démontrerons la représentabilité de ces foncteurs “de gauche & droite”. En
chemin, nous expliquerons un peu les techniques qui permettent de “transférer”
la propriété pour un foncteur (sur une catégorie de Schémas) d’étre représentable
A travers un morphisme de foncteurs F' : X — Y. Il y a un critére simple pour
que Y représentable implique X représentable : il faut que F' soit relativement
représentable, cf. proposition 1.1. Il est beaucoup plus difficile d’aller dans I'autre
sens : X représentable implique Y représentable. Nous verrons quelques critéres
pour cette descente, et ticherons de 'appliquer au cas de RAZJL — Ag’n.

g
d,n>

savoir définir le “schéma abélien dual” A*/S de A/S. Il nous faut pour cela étudier
encore un autre foncteur, le foncteur de Picard Picx,s d’un schéma X/S (dans
le cas projectif lisse muni d’une section). Sans entrer dans trop de détails, celui-ci
s’obtient par un légo du type suivant :

Schéma de Picard. Pour la formulation méme du probléme A nous devons

D(¢) — Pickq
N N
Hilbx/s — DiVX/S — PiCX/S

ot Divy/g classifie les diviseurs effectifs sur X qui sont plats sur S, Hilby,g
tous les sous-schémas fermés Z de X plats sur S, et ott Picx s = ]_[Pici’(/s est
un découpage par des polynomes de Hilbert associés au choix d’un plongement
X — P(€). Comme dans le cas précédent, la partie la plus difficile de la preuve est
la descente D(¢) — Pici/s.

Deuxiéme partie 2. Critéres et Exemples
1. CRITERES DE REPRESENTABILITE

1.1. Morphismes relativement représentables. Soit o : F — G un morphisme
de foncteur F,G : (Sch/S)? — Ens. Pour tout 7//S et g € G(T), on note F, :
(Sch/T)" — Ens le sous-foncteur de JF|T défini par

Fo(T') ={f € F(T') s a(f) = g|T"}.

On dit que « est relativement représentable si et seulement si pour tout 7'/S et
tout g € G(T'), F, est représentable (par un T-schéma).

Proposition 1.1. Supposons que G est représentable. Alors F est représentable si
et seulement si o est relativement représentable.

Démonstration. Supposons que F et G sont représentables par des S-schémas F
et G, et soit F' — G le morphisme correspondant & «. Soit T/S et g € G(T),
correspondant & un morphisme T' — G. Alors F, est représentable par F' x¢g T,
donc « est relativement représentable. Supposons ensuite que G est représentable
par un S-schéma G. Soit g € G(G) l’élément universel. Si F, est représentable par
un G-schéma F, alors F représente F et a correspond au morphisme structural
F—G. ([l
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1.2. Faisceaux et Représentabilité, I. Soit F : (Sch/S)? — Ens un foncteur.
On dit que F est un faisceau (pour la topologie de Zariski) si et seulement si pour
tout S-schéma T sur S et pour tout recouvrement ouvert 7; de T,

F(T) =ker | [[F@) = [[FT)) | ouTi;=TinT; =T, xr Ty
% %7

SiT"=[[T;, on adonc F(1") = [[F(T3), F(T' x7 T") = I1; ; F(Ti;) et
(1.1) F(T) =ker (F(T') = F(T' xrT"))
On vérifie facilement que tout foncteur représentable est un faisceau. Inversement :

Proposition 1.2. Soit F : (Sch/S)° — Ens un foncteur, (S;) un recouvrement
ouvert de S et S’ =[] S;. Si F est un faisceau (pour Zar), les conditions suivantes
sont équivalentes.

(1) F est représentable,
(2) Pour tout i, F; = F|S; : (Sch/S;)° — Ens est représentable,
(3) F' =F|S": (Sch/S")° — Ens est représentable.

Démonstration. (1) = (2) < (3) est facile. Pour (2) = (1) : soit X;/S; représen-
tant F;, fi : X; — S; le morphisme structural, S;; = S;NS; et X;; = fi_l(Sij). Alors
Xij/Sij et Xﬂ/Sz] représentent .7'-1‘51] = ‘7:|S” = fj\Sij, ce qui nous fournit une
donnée de recollement ¢;; : X;; ~ X;;. En considérant de méme des intersections
de trois ouverts, on voit que ces données de recollement vérifient une condition na-
turelle de compatibilité qui permette de recoller tous les X;/S; en un schéma X/S.
Soit G le foncteur représenté par ce schéma, de sorte que F|S; ~ G|S; pour tout i.
Pour tout T' — S, soit T; et T;; les images inverses de S; et S;;. Puisque F et G
sont des faisceaux, on a

F1) =ker ([[AT) = [[F@) = ker ([[0(1) = [[6(T) = 6(1)
donc F ~ G, i.e. X représente F. U

Remark 1.3. On ne dit pas “F est un faisceau (pour la topologie de Zariski) sur
Sch/S”, mais “le foncteur est (Zariski-)local sur S”.

Definition 1.4. On dit d’une famille de sous-foncteurs F; de F que c’est un re-
couvrement ouvert de F ssi (1) F; < F est relativement représentable par des
immersions ouvertes, et (2) F(z) = UF;(z) pour tout S-schéma ponctuel z.

Proposition 1.5. Si F est un faisceau, alors F est représentable si el seulement
si tous les F; le sont.

Démonstration. Soit X; représentant F;, o; € F;(X;) C F(X;) Iélément universel,
X;,; Pouvert de X; représentant (Fj)a, et o;; € F;(X;;) C F(X;,;) Pélément
universel. Alors «; ; = 4] X;; et (X, 5, o ;) représente F; N F;. 1l existe donc un
(unique) isomorphisme ¢; ; : X; ; — X, ; qui envoie «; ; sur ¢ ;. Ces isomorphismes
vérifient la condition de cocycle, et les X; se recollent en un S-schéma X. Puisque
F est un faisceau, les «; se recollent aussi en une section o de F sur X. Vérifions
que (X,«a) représente F. Soit donc T/S et v € F(T). Soient T; les ouverts qui
représentent (F;), et v; = y|T;. Alors 7; correspond & un morphisme f; : T; — X;
tel que v; = f*ay et fi_l(Xi_j) =T, NTj et f; = fj sur T; N Tj : les morphismes f;
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se recollent en un morphisme f : UT; — X. Puisque les F; recouvrent F, UT; = T.
Enfin f*a = v car F est un faisceau et f*a|T; = ffa; = 7; = y|T;. Le morphisme
f est unique car ses restrictions aux T; le sont. ([l

2. EXEMPLES
2.1. Morphismes.

Lemma 2.1. Soit f,g : S — X deux sections d’un S-schéma X. La condition
f = g est représentable par le sous-schéma S(f = g) = (f,9) ' (Ax), ot Ax :
X — X x5 X est la diagonale. Si X/S est séparé, S(f = g) est un sous-schéma
fermé de S.

Démonstration. C’est essentiellement une tautologie. (]

Lemma 2.2. Soient S un schéma, X et Y deux S-schémas propres et plats sur S
et f: X — Y un S-morphisme. Les conditions suivantes sont représentables par
des ouverts de S : (1) f est plat, (2) [ est fini, (3) f est un isomorphisme.

Démonstration. (1) Soit 8" =5 —7x(X — X') ou X' = {x € X|f est plat en x}.
D’aprés [1, IV, 11.3.1], X’ est ouvert, donc X — X’ est fermé, mx (X — X') aussi
puisque mx est propre donc fermé, donc S’ est ouvert. Par construction, pour tout
se€ S, Xy C X' done fs : Xy — Ys est plat. D’aprés [1, IV, 11.3.10], f est alors
plat au-dessus de S’. Soit maintenant T — S tel que fr : X7 — Y7 est plat. Pour
teTw—self, fi : Xy — Y, est plat, donc f, : Xy — Y, est plat d’apres [1, IV,
2.5.1]. Une nouvelle application de [1, TV, 11.3.10] montre alors que f est plat en
tout point de X (puisque mx est plat), i.e. X; C X’ et s € §’. Donc T se factorise
par S’

(2) Soit §" = S — 7x(X — X’) ou X' = {z € X|x est isolé dans f~1f(x)}.
Puisque X et Y sont propres sur S, f : X — Y est propre d’aprés [1, II, 5.4.3].
Donc X' est ouvert dans X, X — X' est fermé, mx (X — X’) aussi puisque 7x est
propre donc fermé et S’ est ouvert. Par construction, pour tout s € S/, X, C X’
donc fs : X — Y est quasi-fini. Puisque f : X — Y est propre, f est propre et
quasi-fini au-dessus de S’; donc fini d’aprés [1, IV, 8.11.1]. Soit maintenant T — S
tel que fr : X — Yp soit fini. Pourt € T — s € S, f; : X3 — Y; est fini, donc
fs: Xs — Y est fini d’aprés [1, IV, 2.7.1, xv|. Ainsi X; C X' et s€ 5", ie. T — S
se factorise par S’.

(3) On peut déja supposer que f est plat et fini. Soit S’ = S—my (Y=Y )ou Y’ =
{yeY : f~Yy) ~y}. Cest ouvert de Y ot f,Ox est de rang 1 sur Oy. Puisque
7y est propre donc fermé, S’ est ouvert dans S. Par construction, 7=1(S’) C Y,
donc f : X — Y est de rang 1 au-dessus de S’, i.e. c’est un isomorphisme. Soit
maintenant T — S tel que fr : Xr — Yp soit un isomorphisme. Pour ¢t € T +—
s €S, fi : Xy — Y, est un isomorphisme, donc fs : X; — Y, est un isomorphisme
d’apres [1, IV, 2.7.1, viii]. En particulier, Yy C Y”, donc s € S et T — S se factorise
par S’, CQFD. O

2.2. Schémas Affines.

Proposition 2.3. Soit B une Og-algébre quasi-cohérente. Alors
(Sch/S)0 — Ens : T — Homo, —qig(Br, Or) = Homog —a1g(B, 7. O1)

est représentable par un S-schéma affine que ['on note SpechB.
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Démonstration. Le probléme est local sur S, on peut donc supposer que S = SpecA
et B = B ou B est une A-algébre, et le résultat résulte alors du lemme suivant. [

Lemma 2.4. Pour tout S-schéma T, on a
Homos_alg(é, mOr) =Homa_q (B,I(T,Or)) = Homg(T, SpecB).

Démonstration. Ce probléme 14 est local sur T, que ’on peut donc supposer affine,
et le lemme résulte alors de 'anti-équivalence de catégorie entre anneaux et schémas
affines, ou plus précisément entre A-algébres et S-schémas affines. (I

2.3. Fibrés vectoriels.

Proposition 2.5. Soit F un Og-module quasi-cohérent. Alors
(Sch/S)° — Ab: T — T(T, FY) = Home,. (Fr, Or)

est représentable par un S-schéma affine V(F) = Spec(S(F)).

Démonstration. En effet, soit S(F) = @,>0F %", qui est quasi-cohérente sur S et
de formation compatible au changement de base. Alors

Homo, (Fr, Or) = Homo, —aig (S(Fr), Or) = Homo, —aig (S(F)7, Or)
Donc V(F) = SpecS(F) convient. O
Corollary. Soient F,G deuxr Og-modules localement libres. Alors

(Sch/S)° — Ab: T — Homo, (Fr,Gr)
est représentable par un S-schéma affine Hom(F,G) = V(F @ GV).
Démonstration. En effet, Hom(F,G) = F¥ @ G = Hom(F ® G¥, O). O

Corollary 2.6. Soit F un Og-module localement libre. Alors
(Sch/S)% — Ab: T — I(T, Fr)
est représentable par T'(F) = V(FV).
Démonstration. En effet, T'(T, Fr) = Home,. (Or, Fr). O

Corollary 2.7. Soit f,g: F — G deux morphismes, avec F et G localement libres.
La condition [ = g définit un sous-schéma fermé de S que lon note S(f = g). Soit
f €T(S,F). La condition f = 0 définit un sous-schéma fermé de S que l'on note
S(f =0).

Démonstration. Les morphismes f,g : F — G définissent des sections f,g du S-
schéma Hom(F, G), lequel est séparé sur S, et on applique le lemme 2.1. Idem pour
f eT(S,F) avec I'(F). O

Mentionnons également :

Lemma 2.8. Soit f: F — G un morphisme. La condition [ est un isomorphisme
définit un sous-schéma ouvert de S que l’on note S(f).

Démonstration. C’est local sur S, on peut donc supposer que F et G sont libres sur
S affine, alors f a un déterminant, et on veut que ce déterminant soit inversible. [
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2.4. Fibrés projectifs et Grassmaniennes.

Proposition 2.9. Soit £ un Og-module localement libre et r un entier. Alors
(Sch/S)? — Ens : T — {quotients Er — Q de Er localement libres de rang r}
est représentable par un S-schéma que ’on note Grass(E,r).

Démonstration. On commence par réécrire ce foncteur
T — P(T)={G C &r|ér/G localement libre de rang r} .

Le foncteur est local sur .S, et 'on peut donc supposer que S est affine et & libre,
disons £ = OF. Soit J I'ensemble des parties de I = {1,--- ,m} de cardinal r, et
pour tout J € J, soit

Py(T)={G COF|Ga O =07}.
C’est un sous-foncteur de P. On a
P(T) ~ Home, (057, 0F)
via G + 16|07 ou mg 1 OF = G @ Of — OF est la deuxiéme projection. La
bijection inverse est (¢ : O™/ — OF) — G = ker(¢ +1d : OL7 @ Of — OF). On
voit donc que ce sous-foncteur est représentable : par V(03! ~7) = Ag(mfr). On

conclut d’aprés la proposition 1.5 avec le lemme suivant. ([l

Lemma 2.10. Les Pj; — P forment un recouvrement ouvert de P.

Démonstration. Soit G € P(T), i.e. G C OF et O /G est localement libre de rang
7. Soit Ty C T lelieu ot G € Py : c’est le lieu ot O — OF /G est un isomorphisme,
et c’est donc un ouvert de T" d’aprés le lemme 2.8. De plus, pour tout point ¢ de T,
t € Ty pour au moins un J. CQFD. |

Example 2.11. On note P(£) = Grass(£,1) et P2 = P(O%™). Si & est locale-
ment libre de rang 1, P(£) = S. En général, il y a sur P = P(£) un faisceau
inversible universel quotient de £p : on le note Ep - Op(1l). Se donner un mor-

phisme f : X — P revient & se donner un quotient £x — L, et ce quotient est alors
le pull-back de £p — Op(1). En particulier, £ = f*Op(1).

Troisiéme partie 3. Le schéma de Hilbert
3. L’ENONCE ET SES COROLLAIRES

Theorem 3.1. Soient S un schéma, £ un Og-module localement libre, et X un
sous-schéma fermé de P(E) qui est plat et de présentation finie sur S. Le foncteur

T o { | Z sous-schéma fermé de Xt }

0 :
(Sch/S)" — Ens : plat de présentation finie sur T
est représentable par un S-schéma que I’on note Hilbx g.

Corollary 3.2. Soient X et Y des S-schémas projectifs et plats. Le foncteur
(Sch/S)% — Ens : T — Homyp (X7, Y7)

est représentable par un S-schéma que I’on note Homg(X,Y).
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Démonstration. L’application qui & un morphisme associe son graphe induit une
bijection entre Homy (X7, Y1) et ’ensemble des sous-schémas fermés (car Y — T
est séparée) Z de Xp xp Yr = (X xg Y)r tels que la projection X1 xp Ypr —
X7 induise un isomorphisme de Z sur Xp. Puisque Xp est plat sur T, de tels
sous-schémas le sont également. On obtient ainsi un plongement Homg(X,Y) —
Hilbx,y,s- Le lemme 2.2 montre que ce morphisme est représentable par des
immersions ouvertes. O

4. PREUVE DU THEOREME

4.1. Réduction & X C PY, S = SpecA, A noethérien. Le probléme est local
sur S, et l'on peut donc supposer que S = SpecA et £ ~ OSN'H, ie. P(&) ~ PY.
Comme X est de présentation finie sur A, tout est déja défini sur un sous-anneau
de A qui est de type fini sur Z, donc noethérien : on remplace A par ce sous-anneau.

4.2. Polynomes de Hilbert. Pour tout faisceau coherent F sur X et tout point
s € 5, on pose

X(Fo) = (—1) dimy) H (X, Fy).

i
Lemma 4.1. C’est bien défini, et la fonction

n = ¢(Fs)(n) = X(Fa(n)) = Y (1) dimp) H (X, Fs)
est polynomiale de degré inférieur ou égal o la dimension du support de F.
Démonstration. Voir plus bas. O
Lemma 4.2. Si F est S-plat, les fonctions
s X(F)(s) = x(Fs) et s— o(F)(s) = o(Fs)
sont continues, i.e. localement constantes sur S.

Démonstration. Voir plus bas. ([l

Pour tout sous-schéma fermé Z de X qui est de présentation finie sur S, le Ox-
faisceau Oy est cohérent, et plat sur S ssi Z D’est. On pose ¢(Z) = ¢(Oz). Pour
tout polynome ¢ € Q[z], on définit un sous-foncteur de Hilby,g par

Hilb% ((T) = {Z € Hilbxs(T) : $(Z) = ¢ sur T} .
Il résulte alors immédiatement du lemme précédent que :

Proposition 4.3. Les Hilb?(/s forment un recouvrement ouvert de Hilbxs.

Il suffit donc de montrer que chacun des Hilbf( /g est représentable.

4.3. Caractére borné de Hilb?

s+ On fixe un polynome de Hilbert ¢ € Q[X].

Lemma 4.4. Il eziste un entier m(¢) > 0 tel que pour tout m > m(¢), pour tout
VAS Hilbi/S(T) correspondant a une suite exacte de Ox,-modules

0—-ZIz—0x, -0z —0,

les propriétés suivantes sont vérifiées :
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(1) la suite de Op-modules
0 — fiZz(m) = fiOx,(m) — fuOz(m) — 0
est exacte,
(2) f«Ox(m) est localement libre et f,Ox.(m) = fOx(m)r,
(3) f«Oz(m) est localement libre de rang ¢p(m), et
(4) f*fiZz(m) — Zz(m) est surjective.

Démonstration. Voir plus bas. O

4.4. Fin de la preuve. Soit m > m(¢) comme ci-dessus et 7 = ¢(m). Alors
& = fLOx(m) est localement libre. D’aprés (1 — 3) ci-dessus, tout Z € Hilbi/s(T)
définit une suite exacte

0— f*IZ(m) - f*OXT(m) ~Er — f*OZ(WL) — 0

ou le quotient Q(Z) = f,Oz(m) de Er est localement libre de rang r. On obtient
donc ainsi un point Q(Z) de Grass(&,r)(T). Cette construction est fonctorielle :
on en déduit un morphisme

Hilb?

N/s Grass(&,r).

D’aprés (4), ce morphisme est injectif : la connaissance de Q(Z) permet de recon-
struire f,Zz(m) — f,Ox,(m), donc aussi

[ fZz(m) — [ [ Oxz(m) — Ox,(m)
et (4) nous dit que I'image de ce morphisme n’est autre que Zz(m). Il ne reste plus
qu’a tordre par (—m) pour obtenir Zz, donc le point Z de Hilbf(/S(T). Soit d’autre
part @ un élément quelconque de Grass(E,r)(T), correspondant & une suite exacte
0-K—&=fiOx,(m)— Q—0.
Définissons un idéal cohérent Z(Q) de Ox,. par la formule
Z(Q)(m) = image de f*f.K — f* fiOx,(m) — Ox,(m).

Soit Z(Q) le sous-schéma fermé de X1 défini par cet idéal. Alors Q appartient &
limage de Hilbi/S(T) si et seulement si (1) Z(Q) est plat sur T et (2) ¢(Z(Q)) = ¢.

La premiére condition définit un ouvert Ty de T' d’aprés [1, TV, 11.3.1] et la
seconde un ouvert T, de T par continuité du polynome de Hilbert : notre morphisme

serait-il donc relativement représentable par des immersions ouvertes? Non : il y a
une subtilité. L’ouvert T3 ci-dessus est

T'=T-f(Z(Q)—Z(Q)1) ouZ(Q)1={z€Z(Q):Z(Q) est plat sur S en z}.

C’est bien le plus gros ouvert de T au-dessus duquel Z(Q) est plat, mais cet ouvert
ne représente pas la condition “Z(Q) est plat sur 77 : sit € T — Ty, Z(Q): est plat
sur t = Speck(t) puisque tout est plat sur un corps! La vraie preuve repose sur une
étude plus explicite de ces conditions, voir Grothendieck dans [5, IV].

5. VERIFICATIONS COHOMOLOGIQUES

On se propose ici de vérifier ce que nous avons admis plus haut concernant la,
cohomologie des schémas propres ou projectifs. On commence par quelques rappels.



REPRESENTABILITES 9

5.1. Cohomologie des Schémas affines et applications.

Proposition 5.1. Soit X un schéma affine et F un Ox-module quasi-cohérent.
Alors H'(X,F) = 0 pour tout i > 0.

Démonstration. Voir [6, IT1.3] pour X = SpecA avec A noethérien, et [1, ITII, 1.3.1]
dans le cas général. 1l suffit de montrer que si I est un A-module injectif, alors I
est acyclique. En effet : s1 7 = M, on choisit une résolution injective 0 — M — I°
du A-module M, alors 0 — M — I® est une résolution acyclique du faisceau M,
donc

H*(X,F) = H'T(X,1*) = H*(I*) = [M,0,--].

Dans le cas Noethérien, Hartshorne montre que T est flasque. (I

Corollary 5.2. Soit f: X — Y un morphisme affine et F un Ox-module quasi-
cohérent. Alors RIf,F =0 pour q > 0.

Démonstration. C’est le faisceau associé au préfaisceau U — HI(f~1(U), F), lequel
est trivial sur les ouverts affines pour ¢ > 0. O

Corollary 5.3. Soit f: X — Y un morphisme affine et F un Ox-module quasi-
cohérent. Alors H1(X,F) = HI(Y, fL.F) pour tout ¢ > 0.

Démonstration. La suite spectrale E5'? = HP(Y, R1f,F) = HP1TI(X, F) dégéneére.
(I

Proposition 5.4. Soit X un schéma séparé quasi-compact et F un Ox-module
quasi-cohérent. Alors H1(X,F) se calcule par la cohomologie de Cech d’un recou-
vrement ouwvert affine fini.

Démonstration. Le complexe de Cech faisceautisé est une résolution de F par des
faisceaux de la forme ¢+ (F|U) pour des ouverts ¢ : U — X. Ces ouverts sont
des intersections finies des ouverts affines du recouvrement, et ils sont donc affines
puisque X est séparé. Cette méme hypothése garantit que ¢ : U — X est un
morphisme affine, donc H?(X, 1, F|U) = H¥(U,F) = 0 pour j > 0 d’aprés le
corollaire ci-dessus et la proposition. O

5.2. Cohomologie des schémas projectifs et applications.

Proposition 5.5. Soit A un anneau noethérien et X = PY. Alors

(1) H(X,0x(j)) =0 sii £ 0,N,

(2) HO(X7 OX(])) = {P € A[S()? e asN] : degP = ]}}

(3) HN(X,0x(j)) ~{P € (so---sn) " Alsg -+ ,s5'] : deg P = j}.
Démonstration. On calcule la cohomologie du faisceau quasi-cohérent F = @;ezO0x (j)
sur X, en utilisant la résolution de Cech du recouvrement ouvert standard de X par
les X (s;) = SpecA[%, .-+, 2X]. Ce qui nous rameéne a un calcul explicite d’algebre
linéaire, pour lequel on renvoie & [6, ITL.5] (ou & [1, IIT, 2.1]). O

Corollary 5.6. Soit F un faisceau cohérent sur X C P%_. Alors HY(X, F) est un
A-module de type fini, H* (X, F) = 0 pour tout i > N et H*(X,F(j)) = 0 pour tout
i>0etj>0.
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Démonstration. Puisque H'(X,F) = HY(PY, 1, F) d’aprés le corollaire 5.3, on peut
supposer que X = P% . En calculant la cohomologie de H*(X, F) & la Cech comme
ci-dessus, on voit que H*(X,F) = 0 pour tout i > N. D’aprés la lemme suivant, il
existe une suite exacte de Ox-module cohérent

(5.1) 0—G—0x(nfF—=F—=0
qui donne pour tout j € Z une suite exacte longue
o HY(X, Ox(n+ ) — HI(X, F(j)) — H¥(X,6() — -
On conclut facilement par récurrence. O

Lemma 5.7. Soit F un faisceau cohérent sur X C PY. Il existe alors un entier n
tel que F(n) est engendré par ces sections globales.

Démonstration. Cest un résultat di a Serre, cf. [6, II, 5.17]. On se raméne immé-
diatement & X = P&, on recouvre X par les X(s;), on écrit F|X; = M, pour un
module M; de type fini sur A[Z%?7 e Z—N], on choisit des générateurs m; ; de M;. Le
point clé est : il existe un entier n tel que la section sf @m,; ; de Ox (n)@F = F(n)
sur X; s’étend en une section globale (pour tout 4, j). L’ensemble de ces sections
globales permet alors de définir un morphisme O — F(n). La restriction de ce
morphisme & X (s;) est trivialement surjective. O

Corollary 5.8. La caractéristique d’Euler-Poincaré x(F) est bien définie et addi-
tive sur les suiles exactes courtes de faisceaux cohérents.

Dans la suite de ce numéro, on suppose que k est un corps, X un sous-schéma
fermé de PJ et F un faisceau cohérent sur X. Pour toute fonction ¢ : Z — Z, on
pose Ap(n) = ¢(n) — ¢p(n — 1). On a donc ¢ € Q[X]| <= A¢ € Q[X] et alors
deg ¢ = deg A¢ + 1, avec la convention deg0 = —1.

Proposition 5.9. La fonction ¢(F)(j) = x(F(j)) est polynomiale en j de degré
d(F) inférieur ou égal o la dimension dim(F) du support de F.

Démonstration. On peut supposer k algébriquement clos, puisque cohomologie et
dimension du support commutent aux changements de bases k — k%9, On raisonne
alors par récurrence sur la dimension du support de F. Si F = 0, la proposition
est trivialement vraie. Sinon, il existe d’aprés le lemme suivant une suite exacte
0— F(-1) - F = G — 0 avec dimG < dim F. Par récurrence, on sait donc que
#(G) est un polynome de degré d(G) < dimG (en convenant encore que dim0 =
—1). Mais P’additivité de x sur les suites exactes courtes de faisceaux cohérents
montre par ailleurs que A(¢(F)) = ¢(G), donc ¢(F) est un polynome de degré
d(F)=d(G)+1<dimG+ 1 < dim F, cqfd. O

Lemma 5.10. Soit k un corps algébriqguement clos, X C Pfgf et F # 0 un faisceau
cohérent sur X. Alors il existe une section s de Ox (1) induisant une suite exacte
0— F(-1) > F -G — 0 avec dimG < dim F.

Démonstration. On peut supposer X = P 1l suffit de choisir s tel que I’hyperplan
H(s) = X — X(s) de P}’ ne contienne aucun des points associés de 7. Pour chaque
point associé x de F, choisissons un point fermé y(z) dans 7, et soit 0 — W(z) —
kNt — Q(z) — 0 la suite exacte associée 4 y(z). La réunion des hyperplans W (z)
est distincte de kN1 (car k est infini). Tout élément s de kNt = I'(X, Ox (1))
qui n’est pas dans la réunion de ces W(z) convient. En effet, y(xr) ¢ H(s) par
construction, donc a fortiori ¢ H(s) pour tout point associé = de F. O
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Le polynome de Hilbert ¢(F) est déterminé par les dimensions de tous les groupes
de cohomologie H*(X,F(j)). A Uinverse, nous verrons que la connaissance de ¢ =
¢(F) permet de borner ces dimensions. D’ores et déja, notons que :

Proposition 5.11. On a H (X, F(j)) = 0 pour tout i > d(F).

Démonstration. On peut derechef supposer k algébriquement clos. On raisonne par
récurrence sur d(F). Si d(F) = —1, i.e ¢(F) =0, alors F = 0. En effet, ¢(F)(j) =
dim H°(X, F(j)) pour tout j > 0 d’aprés le corollaire 5.6, et pour I'un quelconque
de ces 7, il existe k € N tel que F(j+k) soit engendré par ses sections globales : ces
derniéres étant nulles, F(j + k) = 0 donc F = 0. Si d(F) > 0, F # 0 et 'on peut
utiliser le lemme précédent pour obtenir une suite exacte 0 — F(—=1) = F — G — 0
avec d(G) = d(F) — 1. Cette suite exacte donne donc

= XG4 1)) — HY(X, F () — H' (X, F(j+1)) — H'(X,G(j +1) — -

Pour i > d(F), i—1 > d(G) et les deux termes extrémes sont triviaux par récurrence,
donc H*(X,F(j)) ne dépend pas de j. Mais on a déja vu que c’est trivial pour
7> 0 : c’est donc trivial pour tout j. (]

5.3. Faisceaux m-réguliers et applications. On dit d’un faisceau F qu’il est
m-régulier si et seulement si dimy, H*(X, F(j)) = 0 pour tout i +j = m avec i > 0.
Tout F est donc m-régulier pour tout m > 0. Si d(F) = 0, F est m-régulier pour
tout m € Z. D’aprés 5.5, Ox est m-régulier pour tout m > 0 lorsque X = PV,

Lemma 5.12. Si F est m-régulier, alors

(1) F est n-régulier pour tout n > m,

(2) HY(X,F(n)) ® H'(X,0(1)) — H(X,F(n+1)) est surjectif, et

(3) F(n) est engendré par ses sections globales.
Démonstration. Comme ci-dessus, on peut suppose k algébriquement clos et raison-
ner par récurrence sur dim F, le cas F = 0 ou dim F = 0 étant trivial. Si F # 0,

on fixe une suite exacte 0 — F(—-1) — F — G — 0 comme ci-dessus, avec
dim G < dim F. Considérant

= H(X.F() = H(X.0() = H* (X, F( = 1) = -

on voit, que G est m-régulier, et vérifie donc (1—3) d’aprés 'hypothése de récurrence.
Considérant alors

on voit par récurrence sur n que F est bien n-régulier pour tout n > m, i.e. (1).
Pour (2), on utilise le diagramme commutatif suivant, avec toujours n > m :

HY(X,F(n)® H'(X,0(1)) — HY%X,G(n))® H(X,0(1))
/! 1 !
0 — HUX,F(n) - HO(X, F(n+ 1) - HO(X,G(n + 1))

Dans le carré, la premiére fleche horizontale est surjective car H*(X, F(n—1)) = 0,
la deuxiéme fléche verticale est surjective par I’hypothése de récurrence, et il en
résulte facilement que la premiére fleche verticale est également surjective, i.e. (2).
Enfin pour (3), il s’agit de vérifier que H°(X, F(n)) ® Ox — F(n) est surjective,



REPRESENTABILITES 12

ou encore en tensorisant par Ox (1), que la derniére fleche verticale du diagramme
suivant est surjective :

HO(X, F(n)) © HY(X,0x (1)) © Ox  —  HO(X, F(n)) © Ox (1)
1 1
HY(X,F(n+1))® Ox — F(n+1)
Mais la premiére fleche verticale I’est d’aprés (2), donc (3)p41 <= (3), lorsque

n > m. Or on sait qu’existe k € N tel que F(n)(k) = F(n+k) est engendré par ses
sections globales, et on conclut par une récurrence descendante de n+k an. O

5.4. Bornes. Le but de cette sous-section est de montrer le résultat suivant :

Lemma 5.13. Il existe une fonction (¢1, d2) — m(p1, ¢2) telle que pour tout corps
k, pour tout N et tout couple de sous-schémas fermés Z C X C P{CV, les trois
faisceauz de la suite exacte 0 — I, — Ox — Oz — 0 sont m-réguliers pour tout

m 2 m(p(Z),d(X)) ot §(Z) = p(Oz) et $(X) = ¢(Ox).
Démonstration. Puisque Op est 0-régulier d’aprés 5.5, le diagramme
O—>I%—>(’)p—>(’)x—>0

l [ !

OHI%HOPHOZHO
(qui donne Tz ~ Z%/T%) montre qu'il suffit de prouver le lemme suivant. O

Lemma 5.14. Il existe une fonction ¢ — m(p) telle que pour tout corps k, pour
tout N et tout sous-schéma fermé X de P = P¥ | le faisceau Ix C Op est m-
réqulier pour tout m > m($(X)).

Démonstration. On peut supposer k-algébriquement clos, X # (), et raisonner par
récurrence sur d(X) = deg ¢(X). Soit donc X avec & = ¢(X) non constant. Ap-
pliquant le lemme 5.10 au Op-faisceau cohérent Ox, on obtient une section s de
I'(P,0p(1)) qui donne un diagramme & ligne et colonne exacte

I(-1) — Op(-1) — Ox(-1)

! 1 !
T — Op — OX
! ! !

II — OP/ — OX/

ot P/ ~ PN"1 T =TIx et T = Ix,. D’aprés ce diagramme, ¢(X') = Ad, et
on peut donc appliquer 'hypothése de récurrence & X’. Soit m > max(m(A®),1).
Puisque 7’ est m-régulier, 'exactitude de la premiére colonne donne immédiatement
HY{(P,Z(j)) = H(P,Z(j + 1)) =--- =0 pour i +j > m et i > 2, ainsi que

a(g)

0— HY(P,Z(j — 1)) — H°(P,Z(j)) () H(P,Z'(j)) — HY(P,Z(j — 1)) — HY(P,Z(j)) — 0

pour 1+ j > m. Or d’aprés 5.12, la fleche 3(j) du diagramme commutatif

HO(P,Z(j)) ® H'(P,0p(1)) "% HOP,T'(j)) @ HO(P,Ox (1))
! | 1 8(5)
HO(P,Z(j + 1)) oty HOP,T'(j + 1))

est alors surjective, d’oul l'on tire que «(j) surjective implique «(j + 1) surjective.
Par conséquent, la dimension de H!'(P,Z(j — 1)) est, pour j + 1 > m, strictement
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décroissante puis stationnaire égale & 0. En particulier, H*(P,Z(j —1)) = 0 dés que
j > m+dimy HY(P,Z(m —1)). Comme H'(P,F(m — 1)) =0 pour i > 2,

H(T)(m — 1) = dimy, H(P,Z(m — 1)) — dim, H*(P,Z(m — 1))
avec HO(P,Z(m — 1)) C H(P,Op(m — 1)) de dimension < ¢(Op)(m — 1), donc
dimy, H(P, F(m — 1)) < 6(Op)(m — 1) — 6(T)(m — 1) = d(m — 1).
Finalement, Z est m + k-régulier pour tout & > ®(m — 1). On peut donc prendre
m(®) = m(A®) + ¢(m(A®) — 1)
en initialisant par m(cst) = 1. O

5.5. Cohomologie et changement de base. D’aprés Mumford [8, §5], qui ré-
sume merveilleusement bien les résultats les plus utiles de [1, III, 2].

Lemma 5.15. Soit A un anneav noethérien, S = SpecA et X un S-schéma propre.
Pour tout Ox-faisceau cohérent F plat sur S, il existe un complexe fini de A-
modules localement libres de rang fini

CO N Cl NS
tel que pour toute A-algébre B,
H*(X,F®B)=H"(C*® B).

Démonstration. On part du complexe de Cech de F lié & un recouvrement de X
par des ouverts affines. C’est un complexe fini et plat C° — C! — --- — C", et par
construction, H*(C* ® B) = H*(X,F ® B) pour toute A-algébre B. Il s’agit de
trouver un complexe homotopes C®* — C*® vérifiant les conditions de I’énoncé. C’est
14 un résultat de pure algébre homologique, pour lequel on renvoie & la preuve de
Mumford, cf [8, §5]. O

Corollary 5.16. Soit S un schéma, X un S-schéma propre et de présentation
finie, F un Ox-module cohérent et plat sur S. Alors

est localement constante sur S.

Démonstration. C’est local sur S et ¢a descend au cas noethérien, i.e. on peut
supposer que S = SpecA est noethérien, appliquer le lemme précédent pour obtenir
un complexe fini C* de A-modules localement libres de rangs finis calculant la
cohomologie de F, et alors x(Fs) = >.(—1)'rangC?, qui est localement constant
parce que chacun des termes l’est. (I

Corollary 5.17. Soit S un schéma, X un S-schéma propre et de présentation
finie, F un Ox -module cohérent et plat sur S. Soit i € N tel que pour tout s € S,

Vj>i: HI(X,,Fs) =0.

Alors R7f, F = 0 pour tout j > i et RV f,.F est de formation compatible au change-
ment de base pour tout j > i. Si de plus i = 0, alors f.F est localement libre.
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Démonstration. Le probléme est local sur S et descend au cas noethérien, donc
on peut supposer que S = SpecA avec A noethérien. On applique alors le lemme,
qui fournit un complexe fini C* de A-modules localement libres de rangs finis (que
Pon peut si I'on veut supposer libres en passant & un S plus petit), calculant la
cohomologie de F ® B sur X ® B pour toute A-algébre B. On choisit ce complexe
de longueur minimale, disons r. L’hypothése de la proposition devient : pour tout
s € Settout j > i, H(C®* ® k(s)) = 0. Si r > i, cette hypothése implique que
C™=! — C" est surjectif (d’aprés Nakayama). On peut donc en choisir un scindage,
Cr— ! =D 1@ C", et le complexe C° — C' — ... — C"2 — D"! est alors
homotope & C* : cela contredit la minimalité de r, donc r < 3.
Soit T un S-schéma. Alors RY fr«Fr est le faisceau associé au préfaisceau

Uw H(f7'(U), Fr).

Pour U = SpecB, on a H’ (7' (U), Fr) = H(Xp, Fg) = H(C* ® B), qui est nul
sij >1. 517 =1,

H'(C*®B) = coker (C"' ® B — C" ® B) = coker (C""' — C")®B = H'(C*)®B

d’ott on déduit aisément que R’ fr, Fr = R'f,Fr = H{(C*)p. Sii=0,C* = CO
est libre de rang fini et f,F est le Og-module libre associé a C°. O

5.6. Preuve du lemme 4.4. Soit S = SpecA avec A noethérien et X un sous-
schéma fermé et S-plat de PY.

Lemma 5.18. 1[I existe un entier m(¢) > 0 tel que pour tout m > m(¢), pour
tout S-schéma T et tout Z € Hilbi/S(T) correspondant 4 une suite eracte de
Ox . -modules

0—-ZIz—0x, —0z—0,
les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) la suite de Op-modules
0— fiZz(m) — fiOxr(m) — f.Oz(m) — 0

est exacte,
(2) f.Ox(m) est localement libre et f,Ox,(m) = fOx(m)r,
(3) fLOz(m) est localement libre de rang ¢(m), et
(4) f*fiZz(m) — Zz(m) est surjective.
Démonstration. D’aprés le lemme 5.13, il existe une constante m(¢) ne dépendant
que du polynome ¢ tel que dans la situation de 1’énoncé, pour tout ¢ > 0, tout
Ge{Zs,0x,0z}, tout m > m(¢) et tout t € T, G; est m-régulier, et en particulier

H(X,,Gs(m)) = 0. Alors R'f,G(m) = 0 pour tout i > 0, et chacun des f,G(m) est
localement libre sur 7', de formation compatible au changement de base. De plus,

¢(m) = x(Oz(m);) = dimyy) H°(Zy, Oz,(m)) = rangf,Oz(m).

Enfin, (4) peut se vérifier localement sur 7', ou cela résulte par Nakayama de I’énoncé
analogue du lemme 5.12. O
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Quatriéme partie 4. Le schéma de Picard
6. LE FONCTEUR Picy/g

Pour tout schéma X, on note Pic(X) le groupe des classes d’isomorphismes de
faisceaux inversibles £ sur X. Pour X/S, on définit un foncteur contravariant

Px/s:(Sch/S)” — Ens  Px,5(T) = Pic(X x5 T).

Ce foncteur n’a aucune chance d’étre représentable : ce n’est pas un faisceau (pour
la topologie de Zariski sur Sch/S). Par exemple, un faisceau inversible de la forme
f*L € Pic(X) pour L € Pic(S) n’est pas nécessairement trivial, mais il le devient
aprés passage i un recouvrement ouvert suffisamment fin de S. Cela nous condurait
A étudier plutot

Pick /s : (Sch/S)® — Ens  Pick,g(T) = Pic(X x5 T)/f1Pic(T),

mais est-ce vraiment le bon choix ? La réponse est oui, sous certaines hypothéses.

En fait, le bon choix serait bien siir, et en toute circonstance, de considérer
le faisceau associé au préfaisceau Px,s, un faisceau que I’on notera Picx,s. De
I'isomorphisme (classique) Pic(X xsT) ~ HY(X xgT, G,,), on déduit une formule
aussi compacte que difficile & exploiter, & savoir Picy,s(T) = H(T, R' fr.Gn)-
Pour aller plus loin, on considére la suite spectrale de Leray

HY(T,R f,G,) = H (X x5 T,G,)
qui marche si X/S est quasi-compact et quasi-séparé, et donne
0— HYT, f,Gm) — H (X xsT, Gm) ~ Pic(X xsT) — Picx/s(T) — H*(T, f+Gm) — H>(XxsT,Gumn).

Le groupe H'(T, f,G,,) est en général plus gros que f*Pic(T) ~ f*H*(T, G,,). La
suite exacte ci-dessus montre donc que le morphisme Pic’y /(1) — Picx/s(T) n’est
en général ni injectif ni surjectif, mais nous permet de donner des critéres pour qu’il
le soit : si fLOx = Og universellement (i.e. fr.Oxx,r = Or) cette suite exacte se
raccourcit en

0 — Pic,s(T) — Picx/s(T) — H*(T,Gp) — H*(X x5 T,Gyp).

Sideplus f : X — S aunesection e : S — X, la derniére fléche est un isomorphisme
donc Pic?X /s = Picx/s. En ce qui concerne la premiére propriété : elle est vraie pour
X = Pg , et plus généralement dans le cadre suivant.

Lemma 6.1. Si f : X — S est propre, plat, de présentation finie, a fibre géométrique-
ment intégre, alors f,Ox = Og universellement.

Démonstration. Le probléme est local sur S : on se raméne d’abord au cas ou
S = SpecA avec A noethérien. On utilise le lemme 5.15 pour obtenir un complexe
fini de A-module localement libre de rang fini C* qui calcule la cohomologie de Ox.
Quitte & restreindre encore S, on peut méme supposer que chacun des C? est libre.
Soit B = ker(C? — C') = H(X, Ox). Pour tout point géométrique s de S, X est
géométriquement intégre, donc H(X,, Ox.) = ker(C° @ k(s) — C* @ k(s)) est une
k(s)-algebre intégre, et de dimension finie puisque X est propre, donc c’est k(s). En
particulier, le rang de C° — C! est constant : quitte & restreindre encore S, on peut
supposer qu’un mineur fixé de la matrice de ce morphisme est partout non-nul, ce
qui fournit une décomposition C* = B@ D et C' = D @ C''. En particulier, B est
projectif, et localement libre de rang 1 sur A, donc isomorphe & A. a
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Nous allons montrer :

Theorem 6.2. Soit S un schéma, X C P(E) un sous-schéma fermé qui est plat, de
présentation finie, a fibre géométriguement intégre sur S, et qui admet une section
e: S — X. Alors le foncteur

Picy/s : (Sch/S)? — Ab : T — Pic(X x5 T)/f*Pic(T)

est représentable par un S-schéma que I’on note encore Picy/g.

7. LE FONCTEUR Divy/s

7.1. Définition. Soit X un S-schéma. Un diviseur de Cartier effectif relatif (dCer)
sur X/S est un sous-schéma fermé D de X qui est plat sur S et dont 'idéal Zp, C Ox
est un Ox-faisceau inversible. On note

Divy/s: (Sch/S)" — Ens

le foncteur qui & T associe ensemble des dCer sur X xg T/T. Il n’est d’ailleurs
pas tout & fait clair que c¢’est un foncteur : il faut pour cela utiliser la platitude de
Op sur S, qui implique que la formation de Zp commute au changement de base.
L’intérét pour nous de ce foncteur est qu’il est muni de deux morphismes

PiCX/S — DiVX/S — Hilbx/s

qui a D sur X7 /T associent respectivement I'image de Ox (D) = Zp" dans Picx,s(T)
et le sous-schéma fermé D C X. Ce dernier est en effet plat sur T par définition, et
de présentation finie puisque Zp est inversible (et donc localement sur X engendré
par un élément).

7.2. Le morphisme Divy,s — Hilbx/g.

Proposition 7.1. Pour X propre, de présentation finie et plat sur S, le morphisme
Divy,s — Hilbx/s est relativement représentable par des immersions ouvertes.

Démonstration. Soit Z C X plat et de présentation finie sur S, 7 C Ox l'idéal
de Z, ¢ : Homp, (Z,0x) ® T — Ox le morphisme canonique et Y la réunion des
supports du noyau et conoyau de ¢. Alors Y est fermé dans X, donc U = S — f(Y)
est ouvert dans S puisque f : X — S est propre. Sur U, ¢ est un isomorphisme
donc Z est inversible, et H est un diviseur de Cartier effectif relatif. Si maintenant
T — S est un morphisme quelconque tel que Hr C Xr est effectif relatif sur T,
alors H; C X, est effectif pour tout ¢t € T, donc Z; C Ox, est inversible, donc ¢, est
un isomorphisme, Y; = () (ce n’est pas évident), et T — S se factorise par U. O

Corollary 7.2. Soit S un schéma, X C P(E) un sous-schéma fermé et plat de
présentation finie sur S. Alors Divx s est représentable par un S-schéma.

7.3. Le morphisme Divyx,s — Picx,s. On reprend les hypothéses et notations
du théoréme. Soit £ un faisceau inversible sur S et Dy C Divx/g le sous-foncteur
de Divy/g qui a T/S associe 'ensemble des diviseurs de Cartier effectifs relatifs D
de X x5 T/T tels que Ox (D) = Ly dans Picx,g(T), i.e. Ox (D) ~ L1 ® fz M sur
X X g T pour un faisceau inversible M sur T'.

L’inclusion Zp — Ox induit par tensorisation par IBl = Ox (D) une inclusion
Ox — Ox(D), qui elle-méme correspond a une section globale réguliere sp de
Ox (D). Puisque D est plat sur S, cette section est méme T-réguliére. Choisissons un
recouvrement ouvert T; de T' qui trivialise M, puis un isomorphisme ¢; : Ox (D) ~
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L1 au-dessus de T;, de sorte que ¢;(sp|X xgT;) est une section T-réguliere de L1
sur X X gT;, i.e. un élément de T'(T;, f,.L*) ot L* C L est le sous-faisceau formé des
sections S-réguliéres de L. Ces sections sont, comme les ¢;, bien déterminées modulo
les sections inversibles de Ox,. sur X x g Tj, i.e. modulo I'(T}, f,O0%) = I'(T;, 0F).
Elles se recollent en une section globale bien définie s(D) € (T, f,.£L*/O%) du
faisceau quotient f,L*/OZ sur T.

Inversement, une telle section globale s se reléve sur un recouvrement ouvert
convenable T; de T en des sections de f,L* sur T;, qui fournissent & leur tour
des inclusions Oxx 1, — L1, puis Eil — OxxsT;, dont les images se recollent
en un idéal inversible bien défini Z(s) de Oxx 7, lequel donne enfin un diviseur
D C X xg T, qui est plat sur T" puisque les sections de départ sont T-réguliéres.
En résumé, on a donc :

Dp(T) ~T(T, f.L*]OF).
Pour aller plus loin, on peut utiliser ceci :

Proposition 7.3. Soit f : X — S propre et de présentation finie, F sur X cohérent
et S-plat. Il existe un Og-faisceau cohérent Q tel que f . F ~ QV sur Sch/S.

Démonstration. C’est local sur S, et 'on suppose derechef S = SpecA avec A
noethérien. On applique le lemme 5.15, qui nous donne un complexe fini C* de
A-modules localement libres de rangs finis (et méme libres si I'on restreint encore
S) calculant la cohomologie de F. En particulier pour toute A-algébre B,

(f5).Fp = ker(CO® B — C1 @ B).
Définissons @ = coker (Hom4 (C*, A) — Hom,(C?, A)). Donc
Hom(C', A) ® B — Homu(C°, A)® B — Q ®4 B — 0.
Mais Hom 4 (C*, A) ® B = Homp(C* ® B, B) puisque C* est libre de rang fini, donc
Homp(C' ® B, B) — Homp(C°® B,B) — Q ®4 B — 0.
En appliquant encore Hompg(e, B), on trouve donc
0 — Homp(Q ®4 B, B) —-C"9B—C'®B

et (f5)«Fs = Homp(Q ®4 B, B) = I'(SpecB, Q%) ot Q = Q. O

Revenons & nos moutons, et soit QY ~ f,£. En examinant la preuve ci-dessus,
on voit que

F(T, f*ﬁx) C F(T, f*[:) ~ HOHIOT(QT, OT)
correspond aux morphismes surjectifs par fibres (donc surjectifs par Nakayama),
ie.
(T, foL™) ~ Hom%l;J(QT, Or).
L’action de I'(T, OF) la-dessus est 'action évidente, d’ou 'on déduit que
D (T) =T(T, f.L*]OF) = Grass(Q,1)(T) = P(Q)(T).

Remark 7.4. On retrouve en fait un résultat familier : pour une variété projec-
tive lisse X sur un corps algébriquement clos k, munie d’un faisceau inversible
L, Vensemble des diviseurs de Cartier D qui sont linéairement équivalents & L
(i.e. tel que O(D) ~ L) est en bijection avec I’espace projectif T'(X, L) — {0} /k*
des droites de I'(X, L), par application qui & une section s € I'(X, L) associe
D(s) = {x € X|L;/Ox 4 - sx # 0}. Noter que I’ensemble des droites de I'(X, L)



REPRESENTABILITES 18

est bien en bijection avec I’ensemble des quotients de dimension 1 du dual @ de
D(X, L) = T(k, f.L).

Modulo une petite généralisation de la proposition 2.9, on a donc :

Proposition 7.5. Le morphisme Divyx,s — Picx, s est relativement représentable.

&. FIN DE LA PREUVE DU THEOREME 6.2

8.1. Analyse. On ne sait toujours pas que Picx,g est représentable, mais on sait
maintenant que les trois autres foncteurs du diagramme cartésien

DiVX/S XPicX/SDiVX/S — DiVX/S

!

DiVX/S — PiCX/S
le sont. Peut-on reconstruire Picx,s & partir des trois autres termes ?
Example 8.1. Considérons une situation analogue dans la catégorie des ensembles.
On se donne donc une application f : D — P et on forme le produit fibré

DxpD — D

! |
D — P

Le sous-ensemble R = D xXp D de D x D définit sur D une relation d’équivalence,
Papplication f : D — P se factorise en une injection D/R < P et le diagramme

R — D
! !
D — DJ/R

est cartésien et cocartésien. Le diagramme d’origine est donc co-cartésien si et
seulement si f : D — P est surjective.

8.2. Surjectivité. On voudrait donc que Divyx,s — Picy,g soit surjectif dans
un certain sens. Il y a d’abord une obstruction élémentaire a cette surjectivité. Si
I'on prend par exemple X = P! sur S = Speck, le faisceau inversible Ox(—1) est
de degré —1, et il n’est donc linéairement équivalent & aucun diviseur effectif. Plus
généralement, les faisceaux Ox (D) ont au moins une section globale, ce qui n’est
pas le cas de tous les faisceaux inversibles £ sur X ! Avec les notations de la section
précédente, il se peut que @ =0, i.e. Dy = P(Q) = 0!

On remédie a cette obstruction en utilisant la structure de groupe sur Picx/s.
Soit £ € Picy/s I’élément qui correspond au faisceau inversible Ox (1) provenant
du plongement X C P(£). Découpons Picy,g en fonction du polynome de Hilbert
¢ = ¢(L), calculé relativement au plongement X — P(&) (ce polynome ne change
pas si 'on remplace £ par f* M, puisqu’il se calcule de toute fagon sur les fibres). On
obtient comme précédemment pour le schéma de Hilbert un recouvrement ouvert
et fermé Picx s =[] Pic?( /g : bour notre probléme de départ, il suffit maintenant

de vérifier que chacun des Pici /s est représentable. Or

Picf(/s +m-&= Picf([ S] ou ¢lm](z) = ¢p(m + x)

et il suffit donc de montrer que Picf([;g est représentable pour n > 0. Mais pour un
polynome de Hilbert ¢ fixé, on montre comme dans la section 5.6 le lemme suivant.

/
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Lemma 8.2. Il existe un entier m(¢) tel que pour tout m > m(@), les faisceauz
inversibles L qui apparaissent dans (les points géométriques de) Picf(/s sont tous
m-réguliers.

Démonstration. Cf [2, 6, Exp. XIII, Lemma 2.11]. Si l'on survole la preuve que
I’on a donnée pour le schéma de Hilbert, on voit qu’il y a été fait usage - en plus
des techniques applicables & tous les faisceaux cohérents - de deux hypotheéses : les
polynomes de Hilbert étaient fixés, et les faisceaux cohérents concernés étaient des
sous-faisceauz d’un faisceau fixé (& savoir Ox). Ici, on relache la seconde hypothése,
mais on restreint notre attention aux faisceaux inversibles. Des techniques de dualité
sont alors applicables, qui permettent de mieux controler les polynomes de Hilbert
qui apparaissent dans les récurrences ! (I

Remplagant ¢ par ¢[m] avec m > m(¢), on peut donc supposer que tous les
faisceaux inversibles £ qui apparaissent dans les Picf( / 5(T) vérifient : RfL=0
pour i > 0 et fi.L est localement libre sur T' de rang ¢(0) > 0, de formation
compatible au changement de base. Le faisceau Q de la section précédente est alors
Q = f.LY et la fibre D, ~ P(Q) # () est projective lisse sur 7.

Soit D(¢) C Divy/g l'image inverse de Picf(/s. Le morphisme ¢ : D(¢) —
Picf( /g €st alors surjectif dans le sens habituel pour les faisceaux (pour la topologie
de Zariski), a savoir : pour tout 7" sur S et £ € Pic?( / 5(T'), il existe un recouvrement

ouvert T; de T tel que L|T; € Pici/S(Ti) se releve dans D(¢)(T;) : il suffit avec les
notations précédentes de choisir un recouvrement ouvert 7; qui trivialise le faisceau
localement libre Q sur T, puis de choisir une section de P(Q)|T; ~ P%(O)_l au-
dessus de T;. On en déduit aisément que le diagramme cartésien

D(¢) XPicf(/S D(¢) —  D(¢)

! |
D() - Pic g

est maintenant aussi co-cartésien dans la catégorie des faisceaux (pour la topologie
de Zariski) sur Sch/S : en particulier, le faisceau Picf(/s y est maintenant unique-

ment déterminé par les deux autres, ce qui est de bon augure pour sa représentabil-
iteé.

8.3. Quotients.

Theorem 8.3. Soit S un schéma noethérien, X un S-schéma quasi-projectif, R C
X xg X wune relation d’équivalence dans X tel que p1 : R — X soit propre et
plat. Alors (1) le S-schéma quotient X/R existe et il est quasi-projectif sur S, (2)
[ X — X/R est surjectif propre et plat, et (3) R= X xx/r X.

C’est un théoréme de Grothendieck [5, ITT, Théoréme 6.1], dont voici la preuve
in extenso : on se rameéne au cas fini par des quasi-sections convenables de X pour
R, la démonstration étant analogue & la construction des groupes algébriques dans
le Séminaire Chevalley. Le cas fini est effectivement assez élémentaire, puisqu’alors
tout est affine : les constructions de conoyaux pour des morphismes affines sont
équivalentes & des constructions de noyaux pour des morphismes d’anneaux! Mais
lexplication de Grothendieck me semble bien courte! Heureusement, il y a une
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autre preuve, décrite dans [4, §8, Théoréme 12| qui provient de [3, Theorem 2.9].
L’idée sous-jacente provient de la remarque suivante :

Remark 8.4. Soit X un ensemble, H = P(X) 'ensemble des sous-ensembles de X,
et Z C X x H le sous-ensemble universel de X, c’est-a-dire Z = Upcyg P x {P} :
pour tout ensemble T', pour tout sous-ensemble Q de X x T, il existe une unique
application f : T — H tel que Q = (Id, f)~1(Z), a savoir f(t) = {z : (z,t) € Q}.
Soit maintenant R C X x X une relation d’équivalence sur X et f : X — H 'unique
morphisme tel que R = (Id, f)~1(Z). Alors X/R = f(X) C H et I'image inverse
de f(X) C H par X x H — H est le graphe I'y C Z de f.

Ceci suggere la construction suivante. Soit H = Hilby g, soit Z le sous-schéma
universel fermé de X x g H (Z est propre et plat sur H), et soit f : X — H l'unique
morphisme tel que (Id, f)~1(H) = R C X xg X, qui est bien un sous-schéma fermeé
de X x g X qui est propre et plat sur X. Le graphe de f est un sous-schéma fermé de
X Xg H, et méme de Z, et on voudrait construire le quotient X/R comme I'image
de f dans H, ou encore comme un sous-schéma fermé X/R C H dont I'image
inverse via Z — H serait ce graphe de f, ce qui nous raméne & un probléme de
descente déja plus abordable. Mais de toute facon : il faut pour mener & bien ce
programme déja connaitre 'existence de Hilbx /g dans le cas ot X/S est seulement
quasi-projectif (et plus nécessairement plat), ce que font Altman et Kleinman dans

[3]-
8.4. Conclusion. En appliquant le théoréme ci-dessus & D(¢)/S et R = D(¢) X p; o

D(¢), on trouve un S-morphisme propre surjectif et plat £ : D(¢) — P’ qui fait de

P’ le conoyau de la double fleche R = D(¢) dans la catégorie Sch/S des S-schémas.

Or nous avons vu que £ : D(¢) — P faisait de méme de P = Picf(/s le conoyau de

cette méme double fleche, mais dans la catégorie beaucoup plus grosse Fais/Szq.

des faisceaux sur Sch/S pour la topologie de Zariski. Dans cette catégorie, on a

donc un morphisme P — P’, mais on ignore encore 8’ s’agit d’un isomorphisme.
Pour conclure, il faut travailler dans une catégorie intermédiaire :

Sch/S C Fais/S¢p,r C Fais/Sz,,

C’est la catégorie des faisceaux fppf, i.e. les faisceaux F (pour la topologie de
Zariski) qui vérifient en outre la propriété suivante : pour tout morphisme 77 — T
qui est fidélement plat et de présentation finie, F(T') est le noyau de la double
fleche F(T') = F(T' x7 T"). C’est une sous-catégorie pleine de Fais/Sz,,. Il n’est
ni trivial, ni trop difficile de démontrer que tous les foncteurs représentables sont
effectivement des faisceaux fppf.

On montre alors que (1) P est un faisceau fppf, et (2) tout morphisme fppf (dans
Sch/S) est un épimorphisme (dans Fais/Sp,¢). On en déduit que £ : D(¢) — P et
0" : D(¢) — P’ sont des épimorphismes dans Fais/S¢,,, puis que £ et ¢’ sont toutes
deux égales au conoyau de la double fleche R = D(¢). En particulier, P = P’ est
représentable.

9. PROPRIETES DU SCHEMAS DE PICARD

Proposition 9.1. S5i X — S est propre, lisse, & fibres géométriguement connexes
(et admet une section), alors Picx g vérifie les critéres valuatifs de séparation et
de propreté.

X/S
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Démonstration. 11 s’agit de voir que si S est le spectre d'un anneau de valuation
discréte R de corps des fractions K, alors Picy,s(R) — Picx,s(K) est bijective,
ou encore puisque Pic(R) = Pic(K) = 0, de voir que Pic(X) — Pic(Xk) est
bijective. Soit £ un faisceau inversible sur X tel que L£| Xk est trivial. Il existe
donc dans H°(Xk,L|Xk) = H°(X,L) ®r K une section s qui engendre £|X
en tous les points de Xk, et on peut supposer que cette section est dans le R-
module H°(X, £). Soit 7 le point générique de la fibre spéciale (laquelle est lisse et
connexe, donc bien irréductible) ; anneau local Ox , est un anneau de valuation
discréte, une extension non-ramifiée R — Ox , de R, et L, est un Ox ,-module
libre de rang 1, et £, ®r K est engendré par s, sur Ox,, ®r K : on peut donc
aussi supposer que s engendre £ en 7 : elle engendre alors £ en tous les points de
codimension 1 dans X, ce qui est suffisant pour vérifier qu’elle engendre £ partout.
Donc Ox — L est surjective, puis bijective, et £ est trivial. Dans l'autre sens : les
groupes Pic(X) et Pic(Xk) sont tous les deux engendrés par les diviseurs de Weil,
et tout diviseur de Weil sur Xk s’étend bien str en un diviseur de Weil sur X, donc
Pic(X) — Pic(Xk) est également surjective. O

Lemma 9.2. Avec les mémes hypothéses, Lie(Picx/g) ~ R'f.Ox.

Démonstration. Par définition,
Lie(Picy/s)(T) = ker (Picx,s(T[e]) — Picx/s(T))
ott T[e] est le T-schéma SpecOrle] et Orle] = Or & Ore avec €2 = 0. Donc
Lie(Picy,s) = ker (R f.(Ox[e]*) — R' f.(0%)) .
Mais on a une suite exacte 0 — Ox — Oxl[e]* — O% — 1, qui donne
0— f.Ox — f.Ox[e]* — £.0% — R'f.Ox — Lie(Picx/s) — 0
Les trois premiers termes sont
0— Og — Ogle]* — 0F — 0

puisque f,Ox = Og, cqgfd. O

Cinquiéme partie 5. Schémas abéliens
10. SCHEMAS ABELIENS

Un schéma abélien sur S est un schéma en groupes A/S qui est propre de présen-
tation finie, lisse, & fibres géométriquement connexes.

10.1. Rigidité et applications.

Proposition 10.1. Soient S un schéma connexe noethérien, et a : X — Y un
morphisme de S-schéma. On suppose que mx : X — S est propre, plat, vérifie
mx+Ox = Og universellement, admet une section e : S — X. On suppose aussi
que Y — S est séparé. Si « est constant sur une fibre, i.e. a(X;) est un singleton
pour un point s de S, alors a est constant, i.e. « = nowx pour la sectionn = «oe
demy:Y — S.

Démonstration. Soit Z le schéma des coincidences de a et f =nomx : X — Y.
C’est un sous-schéma fermé de X, puisque Y est séparé. Soit ¢ € S tel que Xy C Z
ensemblistement, U = SpecA un voisinage ouvert de ¢t dans S, P I'idéal premier
de A correspondant & t, t(n) = SpecAp/P"Ap, a(n),B(n) : Xymn) — Yim) les
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morphismes induits par « et 3. Par hypothése, les applications sous-jacentes & «(n)
et G(n) sont identiques, notons v(n) cette application commune. D’autre part, les
sections e et 1) définissent des suites

O_>L/_’0Yt(n> — O — 0

—0 e 0—-Z —Ox,,, =0

Nt(n) €t(n)

Les morphismes Oy, ., — 7(n)«Ox,,, sont tous les deux compatibles avec ces suites
exactes et le morphisme induit Oy, — 7(n)+O,,,, est le méme dans les deux cas.
Mais puisque 7(n),Ox, ., = 17X, +OX, () €6 TX, 00+ O,y = Ot(nys V()xZe = 0.
Donc () = By(n)- Choisissons un voisinage V' = SpecB d’un point de X; dans
71')_(1([]) et soit I I'idéal définissant Z N V. Puisque X;,) NV C ZNV, on a donc
IBp C P"Bp. Ceci étant vrai pour tout n, il en résulte que IBp = 0. Mais alors Z
contient un voisinage ouvert de la fibre X, de mx dans X, voisinage que l'on peut
supposer tubulaire puisque 7x est propre donc fermé. Soit alors S’ le plus grand
ouvert de S tel que 75! (S’) C Z. C’est non-vide puisque cela contient s d’aprés ce
qui préceéde. Et dautre part t € 8’ <— X, CZ <= te€ S—nx(X —2) qui
est fermé puisque 7y est fidélement plat donc ouvert : S’ est donc un ouvert fermé
non-vide du connexe S, donc 8’ =S5, Z =X et a = . O

Corollary 10.2. Soient S un schéma, A/S un schéma abélien, G/S un schéma
en groupes séparé et de présentation finie, f : A — G un S-morphisme qui envoie
le neutre de A sur celui de G. Alors f est un morphisme de S-schémas en groupes.

Démonstration. La question est locale sur .S, que 'on peut supposer affine connexe
et noethérien. Alors A est aussi connexe, puisque 7,04 = Og. On considére le A-
morphisme a : A x5 A — G xg A défini par (z,y) — (f(xy)f(y)"Lf(x)"1,y), qui
est constant égal & (eg,eq) sur A x {e4}. On applique la proposition précédente a
ce A-morphisme, avec la section A — A xg A défini par y — (e4,y) : on obtient

a(z,y) = (eq,y), donc f(zy) = f(x)f(y) pour tout z,y. O
Corollary 10.3. Tout schéma abélien A/S est commutatif.
Démonstration. On applique le corollaire précédent & f: A — A, f(x) =271, O

Corollary 10.4. La structure de groupe sur A/S est uniquement déterminée par
sa section neutre eq : S — A.

Démonstration. On applique le méme corollaire & f : (A,m) — (A,m'), f(z)
T

ol

Proposition 10.5. Soient A et B deux S-schémas abéliens. Le foncteur
Hom, (A, B) : (Sch/S)° — Ens T — Homy_g4, (A7, Br)

est représentable par un S-schéma en groupes commutatifs discrets sans torsion que
I’on note Hom,.(A, B).

Démonstration. Pour la représentabilité, il suffit de montrer que le morphisme
Hom,. (4, B) — Hom(A4, B)

est relativement représentable, d’aprés la proposition 1.1 et le corollaire 3.2. Soit
donc f : A — B un morphisme de S-schéma. Pour tout T/S, fr : Ar — Br est
un morphisme de T-schéma en groupe si et seulement si fr(ea) = ep, d’aprés le
corollaire 10.2, i.e. si et seulement si T — S se factorise & travers le sous-schéma
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(fermé) des coincidences de foey et eg : S — B. Donc Hom, (A, B) est un S-
schéma en groupes (commutatifs), notons le H et soit F': Ay — By le morphisme
universel. Montrons que H/S est discret, i.e. la section triviale ey : S — H est
une immersion ouverte et fermée. Pour tout point s de ey (S5), Fs : A; — Bs est
trivial, donc F : Ay — By est trivial au-dessus de toute la composante connexe de
s dans H, laquelle est donc contenue dans eg(s), qui est donc bien une réunion de
composantes connexes de H. Montrons enfin que Hom,.(A4, B)(T) est sans torsion :
il g’agit de montrer que si f : Ay — Brp est un T-morphisme (de T-schémas en
groupes) tel que [n]f = 0 pour un entier n > 1, alors f = 0. Or sur un point
géométrique quelconque s de S, [n]fs = 0, donc fs(As) C Bs[n] qui est fini, donc
fs(As) = 0 car Ay est connexe, donc fs = 0. Alors f = 0 sur toute la composante
connexe de s, et finalement f = 0. O

10.2. Le morphisme A. Soit £ un faisceau inversible sur A, et

M=m*(L)@p{(L) ' @ps(L)~" sur Axg A
ou m,p1,p2 : A Xg A — A sont la multiplication, la premiére et la seconde projec-
tions, donc

Mlea(S) xs A= [0]"L =~ M|A x5 ea(S)

ou [0] = eof : A — A.Posons, pour y voir plus clair, T = A et considérons AxgA =
A xgT = Ar comme un T-schéma abélien, en particulier comme un 7-schéma,
sur lequel on a donc un faisceau inversible M qui donne un élément de Pic4,g(T).
Soit P le S-schéma qui représente Picy s et P € Picy,g(P) I'élément universel.
Il existe alors un unique S-morphisme A(L) : T — P tel que A(L)*(P) = M dans
Pic,/5(T). Revenant 4 T'= A et P = Pic,,g, on a ainsi obtenu un S-morphisme
A(,C) A — PiCA/S.

C’est un morphisme de S-schémas en groupes : puisque Pic 4 /g est séparé d’aprés la
proposition 9.1, il suffit de vérifier que A(L) envoie la section neutre e4 : S — A
sur la section neutre de Pic,,g, ce qui résulte de la seconde des deux formules
ci-dessus. Pour tout point s € A(S), A(L)(s) € Picy/g(S) est le pull-back de Q
par le morphisme

(Id,A(L))o(Id,s): A— AxgA— AxgH

ou encore le pull-back de M par (Id,s) : A — AxgA. Ormo(Id,s): A — Aestla
translation x +— Tg(x) = z+s, p1o(ld,s) : A — A est I'identité et poo(Id,s): A —
A est le compose so f: A — S — A, donc A(L)(s) = T}L® L7 dans Picy,s(S).
Plus généralement, pour tout 7/S et t € A(T'), on obtient :

AL)(t) = T (Ly) ® L' dans Picy,5(T).
On déduit immeédiatement de cette formule d’une part que pour tout =,y € A(T),
T LOL ~TILOL ' RTLOL™ dans Picy,s(T)

(c’est le théoréme du carré), et d’autre part que 'application qui & £ associe A(L)
est un morphisme de groupes,

A PiC(A) - Homs_GT(A, PiCA/S).
En faisceautisant ce dernier, on obtient finalement un morphisme

A PiCA/S - HOmGT(A,PiCA/S).
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10.3. Les théorémes. Soit G un S-schéma en groupes qui est localement de présen-
tation finie. Pour tout s € S, on obtient donc un k(s)-schéma en groupes G qui est
localement de type fini, et en particulier localement noethérien : ces composantes
connexes sont donc ouvertes (et fermées), i.e. des sous-schémas ouverts et fermeés
de Gs. L’élément neutre 15 € G4(k(s)) est un point k(s)-rationnel, donc ferme.
On note GY la composante neutre de G : ¢’est un sous-schéma en groupe ouvert
et fermé de G, connexe et méme géométriquement connexe puisqu’il contient un
point k(s)-rationnel. On note enfin G° = U,GY, qui n’est & priori... qu'une partie
de I'ensemble sous-jacent au schéma G.

Soit A un S-schéma abélien projectif. La discussion ci-dessus s’applique au S-
schéma en groupe G' = Picy s : on a construit ce dernier en le recouvrant par
des ouverts fermés Picf1 /s dont on vérifie - en reprenant toutes les démonstrations,
que ce sont bien des schémas de présentation finie sur S. On obtient ainsi un sous-
ensemble Pic%/s de Picy/g.

A ce stade, on ignore encore si le foncteur Hom,.(A, Picy,g) est représentable
(il I’est). Cependant, on sait que Pic, /g est séparé (d’aprés la proposition 9.1), et
on montre alors facilement, comme dans la proposition 10.5, que le morphisme S —
Hom,.(A,Picy,s) qui correspond 4 la section neutre est relativement représentable
par des immersions ouvertes et fermées. Il en est donc de méme du pull-back de ce
morphisme par A, qui n’est autre que I'inclusion ker A < Pic4 5. Par conséquent, le
noyau ker A est un sous-schéma en groupes ouvert et fermé de Pic4/s. On a donc
une inclusion Picg‘ /s C ker A. Nous allons montrer simultanément les résultats
suivants.

Theorem 10.6. (1) Picgl/s =ker A, (2) Picg/s est un S-schéma abélien.
Definition 10.7. On note A® = Pic%/s : C’est le schéma abélien dual de A/S.

Puisque A/S est a fibre géométriquement connexe, tout morphisme A — Picy /g
se factorise par A = Pic% /s- Compte-tenu de ce qui précede, notre morphisme A
induit donc un monomorphisme
NS,/s — Homg, (A, AY)

ott NSy/5 = PicA/s/Pic%/S est le (S-schéma en) groupe de Néron-Séveri. Nous
verrons que ce morphisme est relativement représentable. La preuve du théoréme ci-
dessus repose en définitive sur la construction d’éléments non-triviaux de NSy,
les polarisations, qui joueront un role essentiel dans la suite. Ces éléments sont
fournis par la théorie des faisceaux inversibles S-amples sur A, via le troisiéme
point du théoréme suivant.

Theorem 10.8. Si L est S-ample,
(1) Rif.L =0 pour tout i > 0,
(2)
(3) A(L): A— At est une isogénie de degré (rangf,L)?.
(4) Pour tout n > 3, f*fLL®" — LO" est surjectif et induit une immersion

fermée (LO™) 1 A — P(f LO") (i.e. LO™ est trés S-ample).

Identifions Pic,s(T) = Pic(A xsT)/p5Pic(T) au sous-groupe de Pic(A xsT)
formé des éléments £ qui sont normalisés par la condition Llea(S) xg T ~ Or.

f+L est localement libre de formation compatible au changement de base, et
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Soit P le faisceau inversible ainsi rigidifié sur A xg A* qui correspond a I’inclusion
A" — Picyg. On a donc Plea(S) xs A' ~ Oy (par la normalisation choisie)
et P|A xg ea:(S) € f*PicS (puisque A" — Picy g est un morphisme de S-
schémas en groupes), d’ou 'on déduit facilement que P|A xg eq:(S) ~ O4. Ce
faisceau inversible s’appelle le faisceau de Poincarré. On peut le voir aussi comme
un faisceau inversible... sur le A-schéma abélien A xg A?, ce qui nous donne un
morphisme de S-schéma A — Pic4:/g. Ce dernier est compatible avec les sections
neutres par construction, et ¢’est donc un morphisme de S-schémas en groupes. Il se
factorise nécessairement & travers le sous-schéma en groupe ouvert A = Pic?qt e
on obtient donc ainsi un morphisme canonique 6 : A — A*,

Theorem 10.9. C’est un isomorphisme § : A — A?.

10.4. Le cas d’un corps. On suppose ici que S = Speck ou k est algébriquement
clos. Soit A/k une variété abélienne de dimension g.

10.4.1. Cohomologie de M # 0 € ker A et applications. Soit d’abord M un faisceau
inversible sur A tel que A(M) =0, i.e.
m* M =piM@psM dans Pic(A x A)/p5Pic(A).

ou encore : m*M ~ pf M ® p; M ® p5L pour un faisceau inversible £ sur A. Alors
m*M|{0} x A =M ~ M® L donc L = 0 et 'égalité ci-dessus est déja valable
dans Pic(A x A). En faisant le pull-back par ([n],[1]) : A — A x A, on obtient
n+ 1'M ~ [n]*M @ M, d’ou l'on déduit immeédiatement par récurrence que
[P M =~ M™.

Lemma 10.10. Si M # 0, H (A, M) = 0 pour tout i > 0.

Démonstration. Par récurrence sur i. Supposons d’abord qu’il existe s € HY(A, M)
avec s # 0. Alors s définit un morphisme O4 — M qui est injectif (car M est

localement libre et A intégre), non-surjectif (car M # 0), donc M ~ O(D) pour
un diviseur effectif D sur A. Mais alors

Ip > Mt ~[-1]*M ~ O(-D)

admet aussi une section non-nulle, ce qui contredit ’hypothése M # 0. Supposons
ensuite démontré : H (X, M) = 0 pour tout j < i # 0. Puisque m*M ~ piM ®
p3M, la formule de Kunneth donne

H'(Ax A,m* M) = &, 4 j,= H (A, M) @ H2(A, M) = 0.
Mais A — A x A — A donnée par a — (a,0) et (a,b) — a + b induit 'identité
HY(A,M) — H(Ax A,m*M) — H'(A,M)

donc H (A, M) = 0. O
Corollary 10.11. Si L est ample, alors

(1) Le noyau de A(L) : A — Picy/g est fini.

(2) L’mage de A(L) est le noyau de A : Picy,g — Homg, (A, Picy/s).
Démonstration. (1) Soit B = ker A(£)Y_, la composante connexe réduite de ker A(L).
C’est un sous-schéma en groupe de A qui est fermé donc propre sur k, connexe, et

réduit donc génériquement lisse donc lisse : bref, c’est une sous-variété abélienne de
A. Pour tout b € B, T} L ~ L sur A, donc a fortiori 7. (£|B) ~ L|B sur B, i.e. L|B
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est dans le noyau de A, ainsi que (£|B)®" pour tout n > 0. Puisque £ est ample,
L|B Pest encore et H°(B, (L|B)®™) # 0 pour n > 0 d’aprés 5.12, donc (£|B)®"
est trivial pour n > 0 d’aprés le lemme précédent. Donc Opg est un faisceau ample,
ce qui ne peut se produire que si B est fini : donc B =0 et ker A(L) est fini.

(2) Soit M € Pic(A) tel que A(M) = 0. On considére sur A x A le faisceau
inversible K = m*£L @ pi L7t @ p5(L~! ® M~1). On a donc K|{a} x A = T,L ®
LoM et K|Ax{a} = T,LL™!, qui sont encore dans le noyau de A (puisque
A est connexe, donc A(L)(a) = T,LR L™ € Pic%/s C ker A). Supposons que pour
tout a € A, K|{a} x A # O 4. D’aprés le lemme précédent et le yoga du changement
de base, on a donc Rip,, K = 0 pour tout i > 0. La suite spectrale de Leray

HY (A, Rip,K) = H (A x AK)
nous donne alors H(A x A,K) = 0 pour tout i > 0. D’autre part, nous avons
vu que le noyau de A(L) était fini. En dehors de ce noyau, on a donc K|A x {a}

non-trivial, de sorte que par le méme raisonnement, R'pe,K|A — K(L£) = 0. Il en
résulte que la deuxiéme suite spectrale de Leray

HY(A, RipyK) = H™ (A x A K)
dégénére en H(A, Rips, K) = HY(A x A,K), d’ott 'on tire R'pe, K = 0 pour tout
i. Le yoga du changement de base nous donne alors H*(A x {a},K|A x {a}) =0
pour tout ¢ et tout a. On obtient une contradiction en prenant ¢ =0et a =0. O

Le corollaire montre en particulier que PicOA ;s = ker A. On note At ce sous-
schéma en groupes (ouvert et fermé) de Pic4/g. C’est un schéma en groupes propre
et connexe sur k : il ne lui manque plus que la lissité pour étre une variété abélienne.
Or, on sait que

Lie(A") ~ H'(A,04) et dimA’ = dim A.
La premiére assertion vient de 9.2, et la seconde résulte du corollaire ci-dessus. La

lissité de A! résultera donc du calcul de la cohomologie de O 4, I’élément trivial du
noyau de A : il nous faut voir que dimg H*(A4,04) = g.

10.4.2. Cohomologie de O4 et applications. Plus généralement :
Lemma 10.12. Pour tout i > 0, dimy H'(A,O4) = C’f]
Exercise 10.13. Donner une preuve élémentaire dans le cas des courbes elliptiques.

Démonstration. Soit P le faisceau de Poincarré sur A x A, C’est donc le faisceau
inversible normalisé sur A x A* qui correspond a I'inclusion A* = Pic! /s — Picyys.
Il vérifie P|{0} x A® = 0 (par normalisation) et P|A x {a} = P, ot a — P, est
exactement l'identification A = Pic% /S

Puisque py : A x At — A! est propre, lisse et surjectif, ce faisceau inversible
(donc cohérent) P de A x A! est plat sur A%, de sorte que on peut appliquer a
cette situation le yoga du changement de base propre. Le lemme 10.10 montre que
H*(Ax{a}, P|Ax {a}) = 0 pour tout a € A* — {0}, donc R*ps, P|A* —{0} =0, i.e.
tous les faisceaux cohérents R'py, P sur A? sont concentrés en 0, et la suite spectrale
HY(AY, Rips,P) = HH (A x Al P) dégénére en

H'(Ax A", P) = H°(A", R'p2,P) = (R'p2.P)s = H'(A x SpecR, P|A x SpecR)

ot R = O 4t g est 'anneau local de A* en 0, un anneau local noethérien de dimension
g et de corps résiduel k. Soit C°© — C' — ... — (9 le complexe de R-modules
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localement libres donc) libres de rang fini qui calcule la cohomologie de P|AxSpecR
universellement sur R). On a donc

10.1) HY(Ax A", P) = H'(Ax SpecR,P|A x SpecR) = H'(C*),
10.2) et  HY(A,04) = H'(Ax{0},P|Ax{0})=H(C*@rk).

La premiére formule nous dit notamment que les H*(C*®) sont déja des k-espaces
vectoriels, et en particulier, des R-modules artiniens (=de longueur finie). Or :

(
(
(
(

Lemma 10.14. Soit R un anneau local régulier de dimension g et C* un complexe
de R-modules libres de rang fini tel que H*(C®) est artinien. Alors

0-C"=C'—... 5 C9— HI(C*) -0
est exacte.
Démonstration. C’est un lemme d’algébre commutative, cf. [8, Page 127]. ]

On ne peut pas appliquer directement ce lemme, parce que l'on ne sait pas
(encore) que notre anneau R est régulier. Par contre R,..q est régulier : c’est ’anneau
local en 0 de Af_,, qui est un groupe algébrique réduit, donc (génériquement lisse
donc) lisse. D’autre part, on voit facilement que les R,.q-modules Hi(C" ® Ryed)
sont encore artiniens, et méme des k-espaces vectoriels (par exemple en reprenant

tout I'argument avec A’ remplacé par AL ,!). Donc,
0— OO ®R7‘ed - Cl & Rred — s Og ®Rred - HQ(C‘ ®Rr€d) — 0

est exacte. De méme, on vérifie que les R,cq-modules H i(CA" ® Ryeq) sont encore

artiniens, et méme des k-espaces vectoriels (ou X = Homp (X, R) est libre de rang
fini si X Dest), donc

0 - 69®Rr6d - ag71 ®Rred s 60®Rred - HO(6®Rred) s 0
est exacte. Mais Ho(é' ® Ryeqd) = Ho(a ® Ryeqd) ®k = Ho(a ® k) est le conoyau de
Hompg(C', R) ® k — Hompg(C°, R) @ k

et c’est donc le k-dual du noyau HO(C® @ k) = HO(A,04) ~ k. Bref, C* ® Ryeq est
une résolution du corps résiduel k de R,..q par des R,..q-modules libres de rangs finis.
Ces résolutions sont toutes homotopes, et il y en a une bien connue qui s’appelle la
résglution de Koszul K*®. On en déduit que C*®R,..q4 est homotope & K , € donc C*®k
a K*®*®Fk : ce qui permet de calculer H*(A,04) = H*(C* ® k) = H*(K* ® k). On
trouve la bonne formule pour la dimension. En particulier, dimy, H'(A,O4) = g,
donc A' est lisse et R,.q = R dans tout I'argument ci-dessus. La formule (10.2)

démontre le lemme 10.12. O
Lemma 10.15. H(A x AY,P) =0 sii# g et HI(A x A, P) = k.
Démonstration. Cela résulte de la formule (10.1). O

Corollary 10.16. Le morphisme de bidualité § : A — A est un isomorphisme.

Démonstration. Par définition, P sur A x A! est le pull-back par (d,1d) de son
analogue Q sur A% x A*. Si § n’est pas une isogénie, son noyau contient des sous-
schémas en groupes F' de A de degré d(F') arbitrairement grand, P est le pull-back
d’un faisceau inversible par A x A* — A/F x At, donc d(F) | x(P) = (=1)9, une
contradiction, donc § est une isogénie. Le méme argument montre que cette isogénie
est de degré 1, i.e. un isomorphisme. O
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10.4.3. Cohomologie des faisceauz amples. On rappelle la formule suivante, qui ré-
sulte classiquement du théoréme du cube et figure dans le cours de M. Hindry :
pour tout £ € PicA et n € N,

712+n

L~ £ @ 1L
Or pour tout = € A,
TA(L@ 1LY ~ TrLe[-1)T L
~ T[T L' eL) e -1 Lt
~ TLR(TLoL M) e[-1 Lt
~ L@[-1]*L7

donc [—1]*L ~ L et [n]*L ~ L™, ot ~ dénote I'équivalence algébrique, i.e. modulo
Pic%/s. Si de plus A(L) : A — A? est surjective, par exemple si £ est ample, on
peut donc trouver un = € A tel que A(L")(z) = [n]*£®£_"2, le. LW @ L ~
n]*L ® £, donc T,L™ ~ [n]*L.
Lemma 10.17. Si L est inversible ample sur A, alors H'(A, L) =0 sii > 0.
Démonstration. Puisque £ est ample,

HY(A,[n]* L) ~ H(A, T} L) ~ H/(A, L") =0
pour tout n > 0 et ¢ > 0 d’aprés le corollaire 5.6. Puisque [n] : A — A est fini,

H'(A, [n]"L) = H'(A, [n].[n]"L) = 0

pour tout n > 0 et ¢ > 0. Mais si n est premier & la caractéristique de F, L est un
facteur direct de [n).[n]*L, donc H*(A,L) =0sii > 0. O

Le calcul du degré de A(L) pour £ ample résulte alors immédiatement du lemme
suivant, valable plus généralement pour tout £ non-dégénéré, i.e. tel que A(L) :
A — A? soit une isogénie.

Lemma 10.18. Si L est non-dégénéré, deg A(L) = (x(£))?.
Démonstration. Posons a = (Id, A(L)): A x A — A x A+. On a donc
P =m*Lpi Lt @psL!

donc puisque « est fini et plat,

X(a*P) =dega - x(P) = x(m"L@pi L™ @psL7).
On voit comme plus haut que tous les

Rp (m* LopiL ' @psL™") = Ripy  (m* Lops L)@ L7
sont & support de dimension 0, donc R'p; «(m*L @ p5L£~1) aussi, et
H(AXx Am*LRpi L @psLY) ~ H(A o) ~ H(Ax A,m*LpsL™1).
Mais Iisomorphisme 6 : A x A — A x A donné par 6(a,b) = (a + b, b) vérifie
O (P L@psL™) =m LopsL!

d’ot 'on tire en utilisant la formule de Kiinneth que

H(AX Am Lopi L @psL™") ~ @, i H (A, L) © H' (A, L7Y).
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I en résulte que x(M*L @ pi L7t @ psL71) = x(L£) - x(£7!). On a donc :
X(L) - X(£71) = x(P) - deg A(L) = (=1)? - deg A(L).
En appliquant ceci & £&™, n > 0, on trouve
X(LE™) - x(L7OM) = (=1)Pn* - deg A(L).

Pour £ ample, on a vu que n — x(L£®") est un polynome, et la formule ci-dessus
montre qu’il est homogéne de degré g. En particulier x(£71) = (=1)9x(L), donc
deg A(L) = x(£)2. Pour le cas général, il faut savoir que n +— x (L") est encore un
polynome. (]

Remark 10.19. On a vu dans la preuve ci-dessus que pour £ ample et n > 0
X(£Z™) = dimy, H(A, £L2™) = n9x(L).

10.4.4. Rappels. Soit X/k une variété propre et lisse, £ un faisceau inversible sur
X et E = H°X,L). Le support du conoyau du morphisme £ ® Ox — L est un
fermé de X. On note X (£) I'ouvert complémentaire. Par construction, le morphisme
canonique £ ® Ox )y — L|X(L) est surjectif : on obtient donc un morphisme
(L) : X(L£) = P(FE) tel que L ~ +(L£)*Op(1). D’autre part, nous avons vu que
Pensemble |£] des diviseurs effectifs D qui sont linéairement équivalents a £ (i.e.
tels que £ ~ Ox (D)) est en bijection avec ’ensemble (I’espace projectif) des droites
de E, via P’application qui & s € E associe le diviseur D(s) de s, & savoir le lieu
(fermé) de X ot le morphisme Ox — L n’est pas surjectif. Cette bijection permet
de décrire diverses propriétés de «(L£). On dit que |£] est (1) sans point base, (2)
sépare les points, (3) sépare les vecteurs tangents ssi (1) pour tout x € X, il existe
D e |L] tel que = ¢ D, (2) pour tout =,y € X, il existe D € |L] tel que x € D mais
y ¢ D ou linverse, et (3) pour tout = € X et t € T, X, il existe D € |L] tel que
x € Dmaist ¢ T,D. Alors (1) <= X(L)=X,(1+2) <= X(L)=X et (L)
est injective, et (1 —3) <= X(L) = X et ¢(£) est une immersion fermée. Cf. |6,
Chap III, Prop. 7.3].

10.4.5. Application. On revient au cas qui nous intéresse : X/k = A/k est une
variété abélienne. Pour appliquer les résultats ci-dessus, il faut savoir construire
des éléments dans |£] : on utilise pour cela le lemme suivant.

Lemma 10.20. Soit D € |L] et x1, -+ ,x, € A. Alors
Z:ci =0dans A — ZT;D € |L%"|.
i=1 i=1
Démonstration. Cela résulte de A(L)(x1 + -+ + x,) = 0, puisque
ALY (2) ~T LR LT ~TrO(D)® O(D)™' =O(T,;D) 2 O(D)™*
donc >, T} D ~rD € |L®7]. O
En voici une premiére application :

Proposition 10.21. Soit £ un faisceau inversible. Les conditions suivantes sont
équivalentes : (1) L est ample, (2) A(L) est une isogénie et HO(A, L) # 0, (3) |L®?|
est sans point base et 1(LZ?) : A — P(H (A, L®?)) est un morphisme fini.
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Démonstration. (3) = (1) est un résultat général de géométrie algébrique, cf. |1, III
2.6.1 ou 4.4.2]. Pour (1) = (2), supposons que L est ample. On sait alors que A(L)
est une isogénie (corollaire 10.11), que x(£L®") = nIx(L) = dimy, H(A4, L") (re-
marque 10.19), et que x(£L®") > 0 pour n > 0 (lemme 5.7), donc dimy, H°(A, L) #
0. Pour (2) = (3), on choisit D € |£], qui existe d’aprés (2). Alors pour tout z € A,
TxD + T*,D € |£L%?| d’aprés le lemme précédent. Soit alors y € A. En comparant
simplement les dimensions, on voit que le support de [£1](D — y) est distinct de A.
Si x € A n’est pas dans ce support, alors y n’est pas dans celui de 7D + 7*,D,
donc |£%?| est sans point base. Soit ensuite H = H°(A,£L®?), 1 : A — P(H) le
morphisme ¢(£L®?). Pour tout * € A, notons C(z) la composante connexe de x
dans t~1¢(z). Le lemme de rigidité appliqué au A-morphisme C(z) x A — P x A
défini par (y,a) — (¢(y +a),a)) montre que t(y + a) = ¢(z + a) pour tout a € A et
y € C(z). Donc ¢ est invariant par 7,_,,, donc £L2? aussi, et z—y € ker A(L®?) pour
tout x € A,y € C(z). En particulier, tous les C'(z) sont finis (donc C(z) = {z})
puisque ker A(L®?) Iest. Donc ¢(£?) est quasi-fini (et propre) donc fini. O

Les mémes techniques permettent de montrer que toute variété abélienne sur
un corps algébriquement clos est projective. En travaillant encore plus, on montre
méme que

Proposition 10.22. Pour tout £ ample sur A et tout n > 3, |L%"| sépare les
points et les vecteurs tangents, de sorte que L(LZ") : A — P(HO(A, LZ™)) est une
immersion fermée.

Démonstration. Cf. [8, §17]. O
Exercise 10.23. Prouver cette proposition lorsque A(L) est un isomorphisme.

Montrons comment cela marche lorsque A = E est une courbe elliptique. On sait
que |2-0| contient D, = (z) + (—z) pour tout € A. Donc si z,y € A avec x # ty,
sont distincts, on a & € D1, et y ¢ D, : on en déduit que |2-0| est sans point base
et 1(2:0) : E — P(H"(E,0(2-0)) a pour fibre les couples (z, —z), donc 0 est ample.
Puisque dimy H°(E, Og(0)) = 1, l'isogénie A(0) : E — E! est un isomorphisme :
E est auto-duale. On sait que |3 - 0| contient D, , = (z) + (y) + (—z — y). Donc si
x,y € A avec x # y, on peut choisir z # z,y, —x —y. Alors z € D, , maisy ¢ D, .,
donc |3 - 0| sépare les points. On montre de méme que |3 - 0] sépare les vecteurs
tangents, donc ¢(3 - 0) est un plongement projectif. Mais on peut faire mieux : on
sait que dimy H°(E,Og(n -0)) = n pour n > 0, 1 pour n = 0, et ces espaces
vectoriels forment une suite croissante. Choisissons

X € HY(E,0g(20))-H°(E,05(0)) et Y € HY(E,Op(3-E))—H"(E,Op(2-E)).

En considérant ’ordre du pole en 0, on voit donc que

HY(E,05(1)) = k-1

HY(E,0p(2) = k-1®k-X

HY(E,053)) = k-10k-Xo®k-Y

HY(E,0p(4) = k- 10k- X0k - YOk -X?
HY(E,0p(5)) = k-10k-Xok Yok -X?0k-XY

3 ou

X
H°(E,0gp(6) = k-l@k-X@k~Y@k-X2®k-XY@k-{Y2
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d’ott I'on déduit que Y2 = aX3 + bXY +cX +dY + e avec a,b,c,d,e €k, a # 0.
Utilisant la base (X,Y,1) de H°(E,Og(3)) = H pour identifier P(H) ~ P2 on
voit que I'image du plongement (3 -0) : E < P(H) ~ P2 est la courbe elliptique
(plongée) définie par cette équation de Weierstrass.

Exercise 10.24. Traiter en détail ce cas des courbes elliptiques.

10.5. Preuves sur S quelconque. Soit A un schéma abélien sur S. Tous les
énoncés sont locaux sur S, que 'on peut donc supposer affine, et méme Noethérien,
et tel que A se plonge dans un PJSV . Le théoréme 10.8 résulte immédiatement des
résultats ci-dessus, d’aprés le yoga du changement de base. De méme, Pic% /s =
ker A : c’est donc un sous-schéma ouvert et fermé de Pic,,s. Pour tout s € S,
(Pic% /8)s = PicUAS /s €st connexe, donc contenu dans un unique sous-schéma ouvert
et fermé Picﬁs/s de Picy_/,, a savoir celui pour ¢ = ¢(A;). Puisque s — ¢(A;) est
localement constant sur S qui est quasi-compact, Pic% /g est donc entierement con-
tenu dans la réunion (disjointe) d’un nombre fini de certains Pic‘f‘ /s~ Ces derniers
étant de type fini sur S, il en est de méme de Pic) /s- Puisque Pic’ /s est fermé
dans Picyys, Pic% /s vérifie le critére valuatif de propreté local : ¢’est donc un
S-schéma en groupes propre sur S, dont on sait déja que les fibres sont lisses et
géométriquement connexes. Choisissons un faisceau inversible et S-ample sur A,
par exemple £ = O4(1). Alors A(L) : A — Picy s induit un morphisme surjectif
AL) : A — Pic% /s qui est une isogénie fibre & fibre, et en particulier plat par
fibres. Il résulte alors de [1, IV, 11.3.11] que Pic%/s est plat sur S, donc aussi lisse
d’apres [1, IV, 17.5.1] : c’est donc bien un S-schéma abélien.

Sixiéme partie 6. Le schéma de Siegel/Mumford
11. LE THEOREME DE MUMFORD

Soit A/S un schéma abélien. Une structure de miveau n sur A est un isomor-
phisme x du S-schéma en groupes constant (Z/NZ)? sur le S-schéma en groupes
A[n]. Une polarisation de degré d? est une isogénie A : A — A de degré d? (il faut
donc que A'/S existe) telle que pour tout point géométrique s de S, \s est de la
forme A(L) pour un faisceau inversible ample sur L.

Theorem 11.1. Soit g,d, N > 0 des entiers. On consideére le foncteur Mfl.,n

A/S schéma abélien de dim g
(Sch/Z)" — Ens : S (A, kN | K : (Z/nZ)2 ~ Aln] struct. niv. n p [ ~
A: A — A? polarisation de deg d>

Sin > 3, ce foncteur est représentable par un Z-schéma que l'on note Mfl’n,

Remark 11.2. Ce schéma n’a pas de points en caractéristique p | n : le schéma ainsi
obtenu est donc en fait un Z[+]-schéma!
12. RIGIDIFICATION

12.1. Analyse. Soit S un schéma, A/S un schéma abélien projectif et A : A — A*
un morphisme de schémas en groupes. Le composé du morphisme A : 4 — A?
avec l'inclusion A! = Pic%/s — Picy g est un A-point du S-schéma Picyg, et
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correspond donc & un faisceau inversible normalisé P(A) sur A = A xg A (normalisé
par P(N)|ea(S) xg A ~ O4). Cest le pull-back du faisceau de Poincarré P par
(Id,)\) : A xs A — A xg A'. L’image inverse de P()\) par la diagonale A : A —
A x g A est un faisceau inversible L(A\) = A*P()) sur A vérifiant % L()\) ~ Og. Ce
faisceau inversible définit donc un morphisme A(L()\)) : A — A' de S-schéma en
groupes. En faisceautisant cette construction, on obtient un diagramme :

Homg,, (A, A") L, Picy/s A, Homg,,. (A, A").
Proposition 12.1. On a2A =AoLoA.

Démonstration. Il faut montrer que 2A(x) = Ao L o A(z) pour tout T/S et © €
Pic,/5(T'). Par changement de base, on se raméne au cas ot S = T, et on peut
supposer que = est représenté par un faisceau inversible £ sur A, normalisé par
e L ~ Oy. Soit X = A(L). Alors P(\) = m*L @ pi L7 @ psL71, donc L(A) =
[2]*L£ @ L£L72. On veut voir que A(L()\)) = 2A(L) dans Homg_g,. (4, A?), et il suffit
par rigidité de le montrer pour un point géométrique de chaque composante connexe
de S : ce qui nous raméne au cas ou S est le spectre d’un corps algébriquement clos.
On veut alors que L(\) @ £L72 ~ [2]*£ ® £L~* soit dans le noyau PicOA/S de A, ou

encore que [2]*£ ~ £* : on a vu plus haut que [n]*L ~ £"° pour tout n, cqfd. O

Corollary 12.2. Si A\ : A — A! est une polarisation de degré d?, alors (0)
A(L(N) = 2, (1) L()\) est S-ample, (2) le Os-module E(\) = f(L(\)®?) est
localement libre de rang 69d, et (3) le morphisme canonique f*E(N\) — L(\)®3 est
surjectif et induit une immersion fermée (\) : A — P(E(N)).

Démonstration. Pour (0), il suffit (par rigidité) de le vérifier en un point géométrique
s de chaque composante connexe de S, ou cela résulte du fait que par hypothése,
As = A(Ls) pour un faisceau inversible ample £, sur A. Donc 2A; = 2A(L;) =
AoLoA(Ls) = A(L(Ns)). Pour (1) : En utilisant [1, IV, 9.6.4] (qui dit que "ampli-
tude peut se vérifier sur les fibres), et [1, IV, 2.7.2] (qui dit que "amplitude descend
par les morphismes fidélement plats), on est & nouveau ramené au cas des points
géométriques s de S comme ci-dessus, ot Ay = A(Ly), donc L(\s) = [2]*Ls @ L2,
avec [2]*L, ~ L% Or on sait aussi que A(L2) est surjective, de sorte quil existe
x € As (ou plutot A(s)) tel que T, L2 @ L2 ~ [2]*Ls @ L4, done L(\s) ~ T, L2,
qui est bien ample. Donc L(\)®" est ample pour tout n > 1, Rif,(L(\)®") = 0
pour tout i,n > 1, fi(L(A\)®") est localement libre de formation compatible avec
le changement de base. Soit d,, son degré. Alors A(L()\)®") = nA(L()\)) = 2n\
est de degré (2n)29d? = d2, donc d,, = (2n)9d. De plus, L(\)®" est trés ample si
n > 3, i.e. est engendré par ses sections globales et induit une immersion fermée
(LN)®™) : A — P(f«(L(N)®"). QED, avec n = 3. O

Definition 12.3. Une rigidification de (A, A) est un S-isomorphisme
0:PEN) ~PY
ou N =69d — 1. On note ¢(A,0) = 6 o 1(\) le plongement correspondant :

t(\,0): A— PY.
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On obtient ainsi un sous-schéma fermé de P qui est plat sur S, i.e. un S-point
t(A, A\, ¢) du S-schéma de Hilbert Hilbpg/s. Son polynome de Hilbert est

g

o(s,r) = Z(—l)i dim H* (A, ¢(A, 0)*Opx ().

=0

Notons que sur P(E())), on a maintenant deux quotients remarquables :
FYEMN) = Openy(1) et Oply), = 07 (Opy (1))

On sait d’autre part que : si S est connexe, tous les faisceaux inversibles sur Pg
sont de la forme (’)ng (r) ® f*L pour un faisceau inversible £ sur S, cf. |9, Lecture
13]. Cet énoncé est d’ailleurs équivalent a Picpzsy/s ~ Zg, et on peut déja noter
avec les techniques dont on dispose qu’effectivement LiePicpg /s = R'f0Os=0
d’apres 9.2 et 5.5. On en déduit facilement que 6*(Opy (1)) ~ Op(e)(1) ® f*L. En
prenant le pull-back par t(A\) : A — P(£), on trouve

LA 0)"(Opy (1)) = LN @ f*L
et en prenant le pull-back par la section e4 : S — A, on trouve finalement
e(X,0)"(Opy (1)) = L

ot e(\,0) = 1(A,0) o es. Dans tous les cas, on a donc (pour r > 1)
g
¢(3a 7“) = Z(_l)i dlmk(s) Hi (Asa L()‘s)®3r) = dlmk(s) HO (Asa L(/\s)®3r)
i=0
Mais (dimy(s) HO(As, L(Xs)®37))? = deg A(L(Xs)®*") = deg 6r\ = (6r)%9d?, donc
o(s,m) =é(r) ou d(X)=69d- X9.

Donc (A, )\, 0) € Hilbld;N/S(S).
S

12.2. Le foncteur de Mumford rigidifié. Les considérations précédentes per-

mettent de définir, pour tout g,d,n > 1, un foncteur de Mumford rigidifié,

A/S schéma abélien de dim g
% (Z/nZ)? ~ Aln] struct. niv. n
A : A — A? polarisation de deg d?

0:P(E(N) ~ PY rigidification
avec N = 69d — 1. Posant ¢(X) = 69d - X9, on dispose alors de morphismes

MY, — RMYJ  — RMY, = RMJ - Hilbj,

RMY  :Sch’ = Ens: S 4 (A kA0

ot les fleches sont respectivement ’oubli de la rigidification €, ’oubli de la structure
de niveau «, et la derniére (A, \,0) — (A, X\, 0) = 1(\,0)(A) C PY.

Lemma 12.4. RMY — Hilng est relativement représentable.
Corollary 12.5. RMY est représentable.

Démonstration. (du lemme) Il est utile de décomposer ce morphisme en deux, en
introduisant

Hilbf:’,’}V : Sch” — Ens S {(276) 1 Z € Hilng(S) ete:S— 7 section}



REPRESENTABILITES 34

et les morphisme ¢/ (A, X\, 0) = (N, 0)(A,ea), (Z,e) — Z, de sorte que

(RMY -~ Hilb}, ) = (RM - Hilbg\ — Hilbj, )

Le morphisme Hilbg’}V — Hilb,f, ~ est relativement représentable : c’est une tau-

tologie. Plus précisément, Hilbg’}V est représentable par le sous-schéma fermé plat

universel de PV x Hilb},,. Pour RMY — Hilbyy, jaffirme tout d’abord que
¢’est un monomorphisme. En effet, (pour tout schéma S), si on connait (1) le
plongement ¢ : A — PX et (2) la section neutre e4 : S — A, on peut successive-
ment reconstruire : (a) la structure de S-schéma en groupes sur A, puisqu’elle est

déterminée uniquement par ey, (b) le faisceau inversible
L(\)®3 = L*Opg(l) ® f*L L= e*OPg(—l)

donc aussi (c) le morphisme 6\ = A(L(\)®3) et le morphisme )\ : A — A?, puisque
Homg_ (A, A?) est sans torsion et (d) le faisceau inversible £(\) = f,(L(\)®?) sur
S. Mais on a aussi : (e) I’épimorphisme O+ — *Opy (1), que I'on peut tordre
par f*L£ pour obtenir f*£N*! — L()\)®3, puis pousser sur S pour obtenir

LN LN E(N) = L)

Enfin, on obtient (f) 0 : P(E(\)) — P(LNT!) ~ PV en applique P a ce dernier
morphisme.
On va maintenant définir des sous-foncteurs intermédiaires

RMZZHS(_’HAL(_)f_)Hl(_)HO:HilbeN

et montrer que chaque étape est relativement représentable.

- Hi(S) ={(X,e) e Ho(S5)|f : X — S est propre et lisse}.

Soit (X,e) € Hp(S) et ' =5 — f(X —U) ou U est 'ouvert de X des points ou f
est lisse. Alors S’ est ouvert dans S car f est propre donc fermé et f est lisse sur
S'SiT — Set fr: Xpr — T est lisse, alors pour tout point ¢t de T sur s de S,
fr + X¢ — t est lisse, donc fs : X5 — s est lisse (d’apres [1, IV, 17.7.1] pour faire
court), donc f : X — S est lisse aux points de X, (d’apres [1, IV, 17.5.1]), donc
X, CcU,se S et T — S se factorise par S’. Le morphisme H; — Hjy est donc
représentable par des immersions ouvertes.

- Hy(S) ={(X,e) e H{(S)|f : X — S est propre, lisse et géo. connexe}.
Soit (X, e) € Hy(S). Lafonction s — c(s) = dimy,s) H° (X, Ox, ) est semi-continue
du bon coté d’aprés le yoga du changement de base, donc S’ = ¢~%(1) est ouvert
dans S. Les fibres de f sont connexes (et lisses) donc géométriquement connexes
au-dessus de S'. Si T — S et fr: X — T est a fibres géométriquement connexes,
alors ¢(t) = 1 pour tout ¢ de T', donc ¢(s) = 1 pour tout s dans 'image de T' — S,
i.e. T — S se factorise par S’. Le morphisme Hs — H; est donc représentable par
des immersions ouvertes.

- H3(S) = {(X,e) € Hy(S)|X/S est un schéma abélien de neutre e}.

Soit (X, e) € Ha(S). Soit H le S-schéma universel pour I’existence de morphismes
m: X xXgX > Xeti: X > Xetmyg: XgxgXg— Xy, ig: Xg — Xy
les morphismes universels. Les conditions qui expriment le fait que mg est une loi
de groupe sur Xy de neutre ey et d’inverse ¢1g s’expriment par la commutativité
de certains diagrammes de morphismes de S-schémas propres et plats construits
A partir de mpy, ig et eq, et sont donc représentables par des sous-schémas de
coincidences de sections des H-schémas qui représentent ces types de morphismes.
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Par exemple : soit H' le H-schéma universel pour I’existence de morphismes Xy —
Xp. Les deux morphismes x — m(z,i(x)) et  — e définissent des sections H —
H’, et le sous-schéma des coincidences de ces deux sections représente la condition
1 est un inverse A droite pour m. Le morphisme H3s — Hs est donc relativement
représentable.

Pour (v : A — PY) € H3(S), on pose M = *Opy (1) et L =e*Opy(—1).

— Hy(S) = {(A,X: A — AY)|A € H3(S) et LN)®? ~ M ® L}.
Soit A € H3(S). Soit H le schéma universel pour les morphismes A : A — A’
Sur Ap, on a maintenant deux faisceaux inversibles normalisés, & savoir L(\)®?3 et
M @ L. Tls donnent deux sections H — Picy,5. Le sous-schéma des coincidences
de ces deux sections représente la fibre de Hy — Hjz sur A.

— H5(S) = {(A, X, 0)[(4,\) € Hy(9), 0:P(EN) ~PY t.q. t(\,0) =1}
Soit (A, \) € Hy(S). Soit H le schéma universel pour 6 : P(E()\)) — P et ¢’ :
PY — P(£(N)). Soit H' le sous-schéma de H ot o6’ = Id et §' 0 = Id (c’est un
schéma de coincidence). Soit H” le sous-schéma de H' ott ou()) : A — P, est le
plongement de départ (c’est encore un schéma de coincidence). Alors H” représente
la fibre de Hs — Hy sur (4, \). CQFD. O

Lemma 12.6. Le morphisme RMY, — RM] est relativement représentable.
Corollary 12.7. RM], est représentable.

Démonstration. (du lemme) Soit (A4, X, 0) € RMY(S), H le schéma universel pour
les morphismes « : (Z/nZ)?* — Ap[n] et ' dans 'autre sens, H' le sous-schéma
de H ou 00’ = Id et 0'0 = Id. Alors H' représente la fibre de RMY , — RM sur
(A, )\, 0). On peut aussi partir de H = A[n]?9 et découper dedans 'ouvert A[n]?9*
des Z/nZ-générateurs. O

g g
13. LE MORPHISME RMdm — Md,n

C’est la partie la plus difficile de la construction : on sait que RM?M est
représentable (pour tout n), et il faut maintenant descendre cette représentabil-
ité & M, (pour n > 3). Il faut donc se débarrasser du choix de I'isomorphisme
0 : P(E(N)) — P& : on le fait en divisant par le groupe des automorphismes
PGLy41 5 de Pg . Les notes ci-dessus donnent quelques informations rudimen-
taires sur cette construction de Mumford, qui lui valut la médaille Fields. Pour
plus de détails, il faut lire [10]!

13.1. Fibrés principaux. Soit S un schéma que ’on supposera noethérien, G un
S-schéma en groupe plat et de type fini sur S, X un S-schéma sur lequel G agit
par p : G xg X — X. On dit que X est un G-fibré principal de base X si et
seulement si p : X — X est un S-morphisme fidélement plat et quasi-compact tel
que (g,z) — (g - , ) induit un S-isomorphisme G xg X ~ X X% X.

Prenons pour G le groupe des automorphismes G = PGL(V) des automor-
phismes de P(V) oit V est un Og-module libre de rang N + 1 (donc P(V) ~ Pyt
et G = PGLyy1,9), et faisons agir G diagonalement sur X = (P(V))". Si r est
trop petit, tous les points de X ont un stabilisateur non-trivial dans G, donc X
n’est pas un G-fibré principal. Si r est suffisamment grand, en revanche, il y a
un ouvert X,., de X qui est essentiellement défini par la condition suivante :
(D1, ,Dy) € Xpeg(T) si et seulement si pour toute décomposition Vi & Vo = Vi
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telle que pour tout 7, D; C V3 ou D; C Va, alors V3 = 0 ou Vo = 0. Les points
géométriques de X, sont les points dont le stabilisateur dans G est trivial, ce qui
signifie que X4 est le plus gros sous-espace de X qui a quelque chance d’étre un
G-fibré principal. En utilisant la définition ci-dessus, Mumford parvient a recouvrir
Xreg par des ouverts aflines stables sous G dont il montre que ce sont bien des
G-fibrés principaux (de base affine). On en déduit par recollement que X, est
bien un G-fibré principal, mais la base Ymg de ce fibré n’est pas séparée ! Mumford
définit alors un ouvert Xy de X,¢4, dont il montre qu’il est G-stable, et un G-fibré
principal de base quasi-projective sur S [10, Chapter 3|. La définition de la condition
de stabilité qui définit cet ouvert stable est I’'un des apports essentiels de Mumford.

13.2. La technique de Mumford. La technique de Mumford pour démontrer la
représentabilité de RMf’Ln lorsque n > 0 repose sur les deux propositions suivantes.

Proposition 13.1. Sl existe un morphisme de schémas 7: RMj | — X qui fait
de RMg’n un PGLy11-fibré principal, avec X quasi-projectif sur SpecZ. Alors

(1) les données universelles (RA,, RAy, Rry) sur RMy) | descendent a X et

(2) les données descendues (A, Ay, ky) font de X un schéma qui représente
MY .

Démonstration. Admettons (1), qui reléve des techniques de descente : on veut de-
scendre les données universelles (RA,, R\, Rk, ) le long du morphisme fidélement
plat et quasi-compact RMZW — X. Les données de recollement proviennent de I'ac-
tion de G = PGLy4; sur RM[gLn, RA, etc, cf. [10, Proposition 7.6]... Montrons
(2). On commence par :

(2a) Si (A, A\, k,0) € RMJ, (S5), alors Auts(A, A ,0) = {1}. En effet, de tels
automorphismes sont dans Autg(A) et doivent préserver le plongement (A, 0) :
A— PY.

(2b) Si (A, N\, k,0) € RM] (S), alors Auts(A4,\, k) = {1}. En effet, soit v
un tel automorphisme. Alors v(A, A, k,0) = (A, \, k,¢0) pour un automorphisme
g € PGLy41(S) de PY. Donc (A, A\ k,90) ~ (A, )\ k,0) dans RMY (S), ie.
g+ (AN, k,0) = (A, A\, K, 0) pour Paction de PGLy+1(S) sur RMY , (S). Mais alors
g = 1 (puisque Paction est libre par hypothése) donc g = 0 et v € Auts(A, A\, k, ),
donc v = 1.

(2¢) Si (A, X, k) € MY, (5), il existe au plus un morphisme f : S — X et au plus
un isomorphisme F : (A, X\, k) — f*(Au, A, fiu). En effet, soit (f1, F1) et (fa, Fb)
deux telles paires. Supposons d’abord que les f; se factorisent par g; : S — RM?Z,n‘
Alors les deux g7 (RA., R\, Rky, RO,,) sont isomorphes au 6-prés, i.e. les deux g;
sont conjugués par un élément de PGLy41(S5), donc les deux f; = m o g; sont
égaux, disons & f, et F; = Fy : (A, A\ k) — f*(Au, Ay, £u) par 2c. Dans le cas
général, on note que m : RMY, — X admet des sections aprés un changement de
base fidélement plat et quasi—cdmpact, par exemple par 7 lui-méme. Donc (f1, F1) =
(fa, F2) aprés un tel changement de base, et (f1, F1) = (f2, F») par descente.

(2d) Si (A, A\, k) € M7, (5), il existe un unique morphisme f : S — X et un
unique isomorphisme F' : (A, A\, k) — f*(Ay, Ay, k). En effet, on montre Pexistence
localement en recouvrant S par des ouverts S; qui trivialisent £(X), et le choix sur
chaque S; d’une telle trivialisation £(A)|S; ~ Og *1 fournit un relévement local
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(A[Si, A[Si, k]S, 0;) € RMY  (Si), donc un g;, F; puis un (f; = 7o g;, F;) comme
ci-dessus. L’unicité de (2¢) permet de tout recoller.

A fortiori : si (A, A, k) € M, (5), il existe un unique morphisme f : S — X tel
que (A, A\, k) = f*(Au, Ay, k), 1.e. X représente M7 . O

Proposition 13.2. Soient S un schéma noethérien, X,Y des S-schémas de type
fini muni d’une action d’un méme S-schéma en groupe G, plat et de type fini sur
S, ¢: X =Y un G-morphisme de S-schémas. On suppose que : (1) Y est un G-
fibré principal de baseY quasi-projective sur S, (2) X admet un faisceau inversible
L € PicYX qui est ample sur Y. Alors X est un G-fibré principal de base X
quasi-projective sur S.

Démonstration. [10, Proposition 7.1] On veut descendre le Y schéma X en un Y-
schéma X, i.e. on veut faire de la descente relativement au morphisme fpgc Y — Y.
Il nous faut pour cela une donnée de recollement sur ce Y-schéma X, c’est-a-dire
un isomorphisme entre pi X et p3 X, o p; : Y X5vY — Y sont les deux projections.
Or le diagramme commutatif

GxsX = X .- X7

! ! B
GxsY = Y — Y

ou les fleches = sont ’action et la seconde projection est une telle donnée de
recollement, puisque G XgY ~ Y x3 Y et que les deux carrés donnés par les
fleches doubles sont cartésiens. On vérifie que cette donnée de recollement est une
donnée de descente. L’hypothése (2) permet alors de descendre simultanément la
paire (X, £) en une paire (X, L) qui vérifie toutes les propriétés requises. O

On veut appliquer cette proposition & G = PGLy;; = Aut(P") agissant sur
X =RMj . On prend d’abord Y = (PN)"* avec I’action diagonale de G, et pour
¢ le morphisme défini par les n?9-sections de la structure de niveau :

(AN 5,0) € RMY () — [T,ez/mzyet N 0)(5(2)) € Yi(S) = (PN)™(S).

Ce morphisme est évidemment G-linéaire. Mumford montre que pour n > 0 ce
morphisme atterrit dans louvert ouvert Yy C Y., de Y [10, Proposition 7.7],
qui vérifie bien les hypothéses de ’énoncé (il faut encore dire ce que ’on prend
pour faisceau inversible £ sur RMY  , et comment on définit dessus des données de
recollement, cf. [10, Proposition 7.4]).

13.3. Conclusion. Au final, les techniques ci-dessus permettent de montrer que
Mé’l’n est représentable pour n >> 0, plus précisément pour n > 69d\/g!, cf. 10,
Theorem 7.9]. Pour conclure, il faut choisir des entiers k auxiliaires et travailler
avec le morphisme M, — MY au-dessus de Z[-;:]. Pour k > 0, MY, est
représentable, et la représentabilité de MY s’en déduit en quotient par 'action du
groupe fini, constant '

ker GL(2g,Z/nkZ) — GL2y(Z/nZ).
(Ce passage au quotient n’est pas trop difficile & analyser). On obtient ainsi la

représentabilité de MY pour n > 3, mais seulement au dessus de Z[ﬁ] Il reste a
recoller ces modeéles en choisissant k1, ke > 0 avec (k1, ko) = 1!
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Septiéme partie 7. Compléments
14. FAISCEAUX AMPLES

Un faisceau inversible £ sur un schéma X est ample ssi (1) X est quasi-compact
et quasi-séparé, et (2) pour un n > 0, il y a des sections globales £1,--- , ¢, de L®"
qui engendrent £®" et sont telles que X (¢;) est quasi-affine. Il est alors vrai que
pour tout n > 0 et toute section £ de LZ™, X ({) est quasi-affine. Il est en revanche
faux que pour tout n > 0, L& engendre X, mais c’est tout de méme vrai pour
tout n > 0.

Si X est maintenant un S-schéma, un faisceau inversible £ sur X est S-ample
si et seulement si il existe un recouvrement ouvert affine S; de S tel que L|S; est
ample. Les deux notions (absolues et S-relatives) coincident lorsque S est affine.
Dans tous les cas, X doit étre quasi-séparé!

Partons de f : X — S quasi-compact et quasi-séparé. Soit £ un faisceau in-
versible sur X. Alors f,(£®™) est quasi-cohérent pour tout n et M = & f,(L®")
est gradué, ce qui nous donne donc un S-schéma P(L) = Proj(M) (attention :
conflit de notation avec P(&) pour &€ sur S!). Supposons d’abord S affine. Pour
toute section ¢ de L®" sur X, vu comme une section de Op(n) sur P(£), on a

L(X(£),0x) =T(P(£)(¢),Op).
Mais par construction P(£)(¢) est affine. On obtient donc
X (¢) — Specl’'(X(£),Ox) =P(L)(£) — P(L).

Revenant au cas général, notons U (L) = UU,, o1 U,, est 'ouvert de X ou f* f,(LZ") —
LB est surjective. Alors £ nous fournit un S-morphisme U (L) — P(L) et : L est
S-ample si et seulement si U(L) = X et X — P(L) est une immersion ouverte.

15. DESCENTE

Une bonne référence : [4, Chapter 6]. Pour un formalisme plus avancé (catégories
fibrés, gerbes et champs/stacks), il faut SGA'!

15.1. Abstract nonsense. Etant donné un morphisme f: S’ — S, il y a de nom-
breux contextes dans lesquels on a une notion de changement de base : 4 un objet X
sur S, on peut associer un objet X’ = f*X sur S’. Par exemple, X pourrait étre un
faisceau sur S, un morphisme de faisceaux sur S, un schéma sur S, un morphisme
de schémas sur S, ou méme une structure beaucoup plus complexe, tel que : une
classe d’isomorphismes de variétés abéliennes polarisées munies d’endomorphismes
et/ou de structures de niveau... Il y a une premiére gamme de questions récur-
rentes pour le changement de base : si X/S a une propriété P, est-ce que X'/S’
a aussi cette méme propriété ? Est-ce que telle ou telle construction commute & ce
changement de base ? La descente envisage typiquement les questions inverses, par
exemple : si X'/S’ & une propriété P, est-ce que X/S a aussi cette méme propriété ?
Et pour commencer : si ’on dispose seulement de Pobjet X'/S’, existe-t-il un objet
X/S tel que X' ~ f*X. Autrement dit : quelle est I'image essentielle du foncteur
X f*X7

On voit tout de suite que cette question est mal posée. Soit en effet S” = 5’ x g5’
et p; : 87 — S’ les deux projections. Alors pour tout objet X' = f*X sur 5, les
deux objets p7 X’ et p3 X’ sur S” sont canoniquement isomorphes. On introduit
alors la catégorie des objets X’ sur S’ qui sont munis d’une donnée de recollement,
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i.e. d’un isomorphisme ¢ : pf X’ ~ p3 X’. Notre question devient : quelle est I'image
essentielle de X — f*X dans cette nouvelle catégorie ?

On voit aussi tout de suite qu’il y a une condition nécessaire pour que (X', ®)
appartienne a cette image. En effet pour X’ sur S’ et ¢ : p1 X’ ~ p5 X’ une donnée
de recollement, on peut encore faire le pull-back de ¢ par les trois projections
P12, P13, P23 : S — 87, 0u 8" = 5" x5 5 x5 S’. On obtient des isomorphismes
P29+ i X — X', pisd 0 i X — @G X et pisd 5P — g5d o q1,q2,G3 :
S — S’ sont les trois projections. Lorsque X' = f*X et ¢ est la donnée de
recollement canonique, la condition de cocycle pis¢d = p33¢ 0 Piad : ¢1d — a¢;
est vérifiée. En général, on dit que ¢ est une donnée de descente si et seulement
si cette condition de cocycle est vérifiée. La catégorie qui nous intéresse sera donc
plutot la catégorie des objets sur X’ munie d’une donnée de descente (c’est une
sous-catégorie pleine de la précédente). Notre question devient : quelle est 'image
essentielle de X — f*X dans cette nouvelle catégorie? On dit que la descente est
effective si X — f*X est essentiellement surjectif. Dans tous les cas intéressants, ce
sera méme une équivalence de catégorie (je ne connais pas de terminologie adaptée
a ce cas).

Example 15.1. Soit S un espace topologique, S; un recouvrement ouvert de S,
S'=1IS;, f: 5" — S et pour objets : les faisceaux d’ensembles. Un faisceau F’ sur
S’ est une famille de faisceaux (F7), ou F/ est un faisceau sur S;. Le foncteur F +—
[*F = F' associe & F la famille de ces restrictions F; = F|S;. On a S” =[], ;,
ot S;; = S; NSy, et les deux projections sont py : S;; < Si et pa: Sy — S;. Une
donnée de recollement sur F' = (F/) est donc une collection d’isomorphismes ¢; ; :
FilSij = F;|Si,j, et la condition de cocycle est ¢;k[Si jk © ¢i;[Si .k = PiklSi ks
ou Sk =S;NS;NSk. Si F' = f*F, la donnée de descente canonique est 'identité
F|S;,; = F|S;;. Dans ce cas, il est bien connu que F — f*F est une équivalence
de catégorie : la descente des faisceaux pour S’ — S est effective.

15.2. Descente fpqc.

Theorem 15.2. Soit f : S’ — S un morphisme fidélement plat et quasi-compact.
Alors

(1) Pour les faisceauz quasi-cohérents : F — f*F est une équivalence de caté-
gorie.
(2) Pour les schémas relativement affines : X — f*X est une équivalence de

catégorie.

(3) Pour les schémas relativement quasi-affines : X — f*X est une équivalence
de catégorie.

(1) Pour les schémas générauz : X — f*X est pleinement fidéle.

(5) (Pour S" et S affines) Une donnée de descente ¢ : pi X' ~ p5X' est effec-
tive si et seulement si X' admet un recouvrement par des ouverts affines
stabilisés par ¢.

(6) (Pour S’ et S affines) Une donnée de descente ¢ : pf X' ~ p5 X' est effective
st et seulement st X' admet un recouvrement par des ouverts quasi-affines
stabilisés par ¢.

Démonstration. On se borne ici & considérer le cas ou S’ et S sont affines : le cas
général s’en déduit grosso modo en considérant un recouvrement ouvert affine S;
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de S et pour chaque ¢ un recouvrement ouvert affine fini Sz{.,j du quasi-compact
F71(S;); les techniques élémentaires de recollement sur des recouvrements ouverts
(comme dans I’exemple ci-dessus) permettent de passer de S a [[S;, de S" a[[ 5] ;,
et le cas affine s’applique a ]_[S{yj — S; (c’est 14 que l'on se sert de I’hypothése
de quasi-compactité : pour que [[S] ; soit affine). Soit donc S = SpecA et 5’ =
SpecB. Les hypothéses sont alors : B est une A-algébre fidélement plate.

Montrons que F — f*F est pleinement fidéle. 1l faut donc voir que pour F
et G quasi-cohérent sur S, si ¢’ : f*F — f*G est un morphisme compatible avec
les données canoniques de recollement, alors ¢’ = f*¢ pour un unique morphisme
¢ : F — G, ce qui se traduit par I’exactitude de

Homg(F,G) — Homg (f*F, f*G) = Homg» (¢* F, g*G)
ouS” = S’ ><5~S’ = SpecB®yBet g: 5 — S est le morphisme structural. Posant
F =M, G = N, il faut donc montrer 'exactitude de
Homy(N,M) - Homp(N®sB,M®4B) = Hompg ,s(N®sBR4B, MR, BR 4 B)
11 suffit pour cela de montrer ’exactitude, pour tout A-module M, de
M—-M®@sB=M®®sB®aB.
Puisque A — B est fidélement plat, il suffit de vérifier exactitude de
(M ®aB) = (M®aB)®@sB=(M®sB®aB)®sB.
Posons A= B, B= B ®4 B vu comme A-algébre par b+— 1 ®b, et M =M ® B
vu comme A-module par b-m =m ® b. Le diagramme ci-dessus est alors
Mo MRUB=>MABRaB

qui est donc du méme type que précédemment. On a pourtant avancé, puisqu’on sait
maintenant que A — B admet une section, a savoir le produit B= BB — B=A
(qui correspond bien sur a la diagonale A : 8" — 5" xgS" du diagramme de départ).
Notant Z le noyau de cette section, notre diagramme est maintenant

MoMOEMIKULI=>MOEMOULIDMOUL DM @4 T2

ot les fleches sont m — (m,0) et (m1,m2 @) — (M1, ma ®1,0,0) ou (Mmq,0, M2 ®
i,0) : c’est trivialement exact.

Exercise 15.3. Formaliser ’argument final ci-dessus en montrant quesi f : S' — S
admet une section e : S — 5’ alors X' — e*X’ est un quasi-inverse de X — f*X,
qui est donc une équivalence de catégorie (entre “objets sur X” et “objets sur X’
munis d’une donnée de descente relative & S” — S”)!

Montrons ensuite que F — f*F est essentiellement surjectif. Il faut donc voir
que si M est un B-module muni d’une donnée de descente ¢ : M ®p p, (B4 B) ~
M ®p,p, (B ®a B), i.e. d’un isomorphisme B ®4 B-linéaire ¢ entre M ®4 B et
B ®4 M qui vérifie une certaine condition de cocycle, alors M ~ N ® 4 B pour un
A-module N. Vu le calcul précédent, il est clair qu’il faut poser

N =ker((¢pot1,i2): M= B®s M)

ol t; : M — M ®saBetia: M - B®y M sont les morphismes évidents.
Il faut vérifier que 'application canonique N ®4 B — M est un isomorphisme
de B-modules (ce morphisme étant compatible avec les données de descente par
construction méme de N) . Il suffit & nouveau de le vérifier aprés le changement de
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base fidélement plat A — B, i.e. on peut supposer que A — B admet une section.
Toute donnée de descente étant alors effective, on peut donc aussi supposer que M
est d&ja de la forme M = N’ ®4 B, et que ¢ est I'identité de N’ ® 4 B®4 B. Alors

N =ker ((t1,02) : N'®4 B= N ®4 B®a B) =N’

donc M = N ®4 B!

On a donc montré le (1) de la proposition. On en déduit le (2) en utilisant
(Panti)-équivalence de catégorie A — SpecA entre les faisceaux quasi-cohérents
de Og-algebres et les S-schémas affines (et bien sir, idem sur S’). Le (4) et le (5)
en résultent assez facilement. Pour le (3), on note que X’ est quasi-affine sur S’
ssi X' — X;f-f = Specf,Ox est une immersion ouverte quasi-compacte : une
donnée de descente sur X' induit une donnée de descente sur X, qui descend
donc en un schéma affine X, s sur S d’aprés (2). Le morphisme ¢ : X/, — Xqyy
vérifie ¢~ tq(X’) = X’ (cela résulte formellement de la compatibilité des données
de recollement sur X’ et X;ff), et ¢(X') est ouvert puisque q : Xéff — Xoyy est
fidélement plat. Le (6) résulte de (3) comme le (5) de (2). O

Remark 15.4. La forme la plus utilisée du (6) est la suivante : supposons toujours
que S’ — S est fideélement plat et quasi-compact. On considére les paires (X, L)
formées d’un S-schéma quasi-compact et d’un faisceau inversible S-ample £ sur X.
Alors (X, L) — (f*X, f*L) est une équivalence de catégorie. Partant d’une paire
(X', £") munie d’une donnée de descente, 'idée est grosso modo d’utiliser la donnée
de descente sur £’ pour découper dans X’ des ouverts quasi-affines stables par la
donnée de descente sur X'.
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STRUCTURES

Dans cette seconde partie du cours, nous allons envisager diverses structures
supplémentaires que l'on peut rajouter & nos problémes de modules. Cela aboutira
a la définition des problémes de modules de type PEL.

Premiére partie 1. Endomorphismes
1. ENDOMORPHISMES

Soit O une Z-algébre qui est un O-module libre de rang fini. Une action de O
sur un S-schéma abélien A est un morphisme d’anneau ¢ : O — Endg(A). On dit
aussi que A/S est un O-schéma abélien. La proposition suivante nous permettra
d’ajouter de telles structures sur nos problémes de modules.

Proposition 1.1. Soit A/S un schéma abélien. Le foncteur F : (Sch/S)? — Ens
qui @ un S-schéma T associe Hom gy, (O, Endp (A7) est représentable.

Démonstration. Soient eq,--- ,e, une Z-base de O, e;e; = > oyjker la table de mul-
tiplication de O, Sy le schéma qui représente T — Endr(Ar), S1 = S§ le schéma
qui représente T — Homg, (O, Endr(Ar)), ty : O — Endg, (As,) le morphisme de
groupe universel, F; ; = v (e;e;) et Fij = >, ajjrtu(er). Ce sont des endomor-
phismes Ag, — Ag,. Soit Sy le sous-schéma ouvert et fermé de Sy ou E; ; = Fj 5
pour tout ¢,j. Alors Sy représente T —Hom a,,,, (O, Endr(Ar)). O

Remark 1.2. Si A/S est un O-schéma abélien projectif, A? est naturellement muni
d’une action de I’anneau opposé O°PP. Si x est une involution de O, on peut donc
a nouveau considérer A'/S comme un O-schéma abélien. Dans ce contexte, on
dira d’un morphisme X : A — A? qu’il est (O, *)-linéaire s’il est compatible avec ces
structures, i.e. A(oz) = 0**\(z). Dans les problémes de modules ot apparaissent & la
fois des O-structures et des polarisations, on demandera toujours que la polarisation
soit ainsi (O, )-linéaire.

Deuxiéme partie 2. Modules de Tate

Si A est une variété abélienne de dimension g sur un corps de caractéristique # p,
son module de Tate T, A = limA[p"] est un Z,-module libre de rang 2g muni d’une
action de Galg. Cet énonceé n’est pas trés précis : il faut fixer d’abord une clotire sé-
parable k*°? /k pour définir T),(A, k*°?) = ImA[p"](k*") et Iaction de Gal(k*" /k)
sur T, (A, k°°P) : la classe d’isomorphisme du couple (T,(A, k*°?), Gal(k*°? /k)) ne
dépend pas du choix de la clotire algébrique.

Si maintenant A est un schéma abélien sur une base S plus générale, on peut
de méme choisir un point géométrique s de S et former T),(A, s) = limA[p"](s) : si
p # car(k(s)), c’est encore un Z,-module libre de rang 2g, et 'on peut faire agir
dessus le groupe des automorphismes de k(s)/k(sp), out sp € S est le point base
de s. Mais il est évident que ce groupe d’automorphismes dépend fortement du
choix de s. Par exemple, supposons que S est le spectre d’un anneau de valuation

1



STRUCTURES 2

discréete O de corps des fractions K et de corps résiduel k (avec cark # p). Le
groupe d’automorphismes ci-dessus peut alors étre Galyx ou Galg, selon que 'on
prend s = K°°P ou s = k°“P au-dessus respectivement du point générique et du point
fermé de S = SpecO. Cependant, on sait dans cette situation que la réduction définit
un isomorphisme T,(A, K°P) — T, (A, k**P) qui est compatible avec le morphisme
de groupe Gal(K*?/K) — Gal(k*¢?/k) induit par I'isomorphisme Gal(K""/K) ~
Gal(k*°?/k), ou K™ est I’extension maximale non-ramifiée de K dans K*P. Ceci
suggére que le bon couple serait plutot (T,(A4, K™"), Gal(K™"/K)).

Et en effet, sur n’importe quelle base S connexe ou p est inversible, il existe un
groupe fondamental w(S, s) qui agit sur T, A, tel que la classe d’isomorphisme de la
paire (T, As, (S, s)) est bien définie. Dans les deux exemples précédents, le groupe
(S, s) est exactement celui que 'on veut, & savoir Gal(k*¢?/k) si S = Speck, ou
Gal(K™ /K) si S = SpecO.

2. LE GROUPE FONDAMENTAL

Definition 2.1. Soit S un schéma connexe, REt/S la catégorie des revétements
étales de S, s un point géométrique de S, et F(s) : (REt/S) — Ens le foncteur
(covariant, pour une fois) qui & E/S associe E(s). Le groupe fondamental de S de
point base s est le groupe des automorphismes de ce foncteur : w(S, s) = AutF(s).

Un élément o € (.5, s) est donc donné par une collection (o) g ou pour chaque
revétement étale E — S, op est un automorphisme de I’ensemble fini E(s), ces
automorphismes étant compatibles avec les fleches de REt/S. En particulier : pour
tout E € REt/S, 'application ¢ — og munit E(s) d’une structure de w(S, s)
ensemble. On obtient ainsi une factorisation F(s) = O o G(s) ou

G(s): (REt/S) — (S, s) — EnsFini
et O est le foncteur d’oubli de la 7(S, s)-structure.
Proposition 2.2. C’est une équivalence de catégorie.

Pour construire le quasi-inverse, nous avons besoin de la notion d’objet Galoisien :

Lemma 2.3. Soit E/S un revétement étale connexe et G = AutgE. On dit que
E/S est Galoisien ssi les conditions équivalentes qui suivent sont vérifiées.

(1) |Gl =[E:S]

(2) |G| = |E(s)]

(3) Lapplication E x G — E xg E définie par (e, g) — (e, ge) est un isomor-
phisme.

(4) L’application E(s) x G — E(s) x E(s) définie par (e,g) — (e, ge) est un
1somorphisme.

(5) Laction de G sur E(s) est simplement transitive.

Démonstration. On a (1) <= (2) puisque [E : S] = |E(s)], et (3) = (4) = (2)
est évident. Pour (1) = (3), on note que le morphisme est (a) toujours étale, et (b)
toujours géométriquement injectif, car si (e, ge) = (e’,g'e’), alors e = €’ et ge = ¢’e,
donc le schéma des coincidences de (g,¢’) sur E est non-vide (il contient le point
géométrique e). Puisque ce schéma est aussi ouvert et fermé dans E (comme la
diagonale dans E x g E dont il est le pull-back par (g,¢’), cf. [1, IV, 17.4.2]), c’est
donc E tout entier, puisque F est connexe, donc g = ¢’. On conclut : un morphisme
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étale injectif est une immersion ouverte [1, IV, 17.9.1]. Donc par comparaison des
rangs sur S, ¢’est un isomorphisme. O

Lemma 2.4. Tout revétement étale connexe est dominé par un revétement étale
connexe Galoisien.

Démonstration. Soit E — S, F = E(s), D = E¥ donc D(s) = F(F, F). Soit C
la composante connexe de D qui contient Idr € D(s). C’est inclus dans le com-
plémentaire dans D de Uensemble {(df)ser|3f1 # foldy, = dy,} puisque ce com-
plémentaire, ouvert et fermé, est une réunion de composantes connexes et contient
Idg (). Tout élément o de C(s) induit donc une permutation de F' = E(s), qui & son
tour induit un automorphisme o de D = E¥'| lequel envoie Idr € C(s) C D(s) sur
o € C(s) C D(s), donc C sur C. On obtient ainsi une application C(s) — AutsC
qui est une section de I'application AutsC — C(s) qui & o associe o - Idp. Puisque
cette derniére est toujours injective, on en conclut bien que C/S est Galoisien. I
reste & choisir f € F = E(s) pour projeter C sur E via la “f-ieme projection”
EF - E. O

Si E — S est Galoisien, deux groupes agissent sur E(s) : w(S,s) via 0 — op et
Gal(E/S), ce dernier simplement transitivement. Par définition méme de 7(S, s),
ces deux actions commutent. Le choix d’un point de E(s) induit donc un morphisme
w(S,s) — Gal(E/S)°. On déduit du lemme qu’il existe une famille filtrante de
revétements Galoisiens connexes qui est cofinale dans la catégorie des revétements
étales connexes (cela pose toutefois des problémes d’univers qu’il faut résoudre).
Le choix de points géométriques compatibles dans cette famille fournit alors une
identification de 7(S, s) avec la limite projective des Gal(E/S)°. Il n’est alors pas
trés dur de construire le foncteur inverse ci-dessus : au (S, s) ensemble transitif
Gal(E/S)°, on va bien sir associer le revétement Galoisien connexe E de S.

Example 2.5. Pour S = Speck, les revétements étales connexes Galoisiens de S
sont les F = Speck’, pour k' /k extension Galoisienne finie, et on obtient un systéme
cofinal de tels revétements en se restreignant aux k&’ dans une cléture algébrique k
fixée de k. Prenant s = Speck, on trouve donc

7T(S, 3) = @Aut(E/S)O = @Aut(k’/k) — G&l(k‘seP/k)

oll k*°P est la cloture séparable de k dans k. De méme, pour S = SpecO le spectre
d’un anneau de valuation discréte, ou méme d’un anneau de Dedekind, les revéte-
ments étales de S sont les E = Spec®’ pour O’ I'anneau des entiers d’une extension
Galoisienne partout non-ramifiée K’ du corps des fractions K = FracO. Prenant
s = SpecK, on trouve donc encore 7(S,s) = Gal(K™"/K), ot K™ est I’extension

non-ramifiée maximale de K dans K. En particulier, 7(SpecZ,s) = {1}!

3. MODULES DE TATE
3.1. Définition. Soit A/S un schéma abélien, s un point géométrique de S.

Lemma 3.1. Si N est inversible sur S, la multiplication par N sur A est un
morphisme étale, donc A[N] est un S-schéma étale et A[N|(s) un (S, s)-module.

Démonstration. On peut le vérifier sur les fibres géométriques, ol on sait déja que
la multiplication par N est un morphisme fini et plat de degré N29. On applique
le critére pour formellement étale : il faut voir que si © € A(kle]) vérifie T =
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Ny € A(k), il existe un unique y € A(kle]) tel que Nz = z et y se réduit sur 7.
Commencons par relever arbitrairement 7 en y (puisque A est lisse), et translatons
tout par y : cela nous raméne au cas o * = 0, ¥y = 0. Il faut alors voir que :
pour tout x € LieA = ker (A(kle]) — A(k)), il existe un unique y € LieA tel que
Ny = x. Mais LieA est un k espace vectoriel et IV est inversible dans k : cqfd. [

Si p est inversible sur S, on pose
T,(A,s) = limA[p"](s)
Vp(4,s) Tp(A,5) ®Q
Ce sont donc des Z,, (resp. Qp)-modules libres de rang 2¢g munis d’actions continues
de 7(S5,s). Si S est un Q-schéma, on pose
Ty(As) = limA[N](s)
Vi(As) = TiAs)©Q
Ce sont donc des Z (resp. Af)-modules libres de rang 2¢g munis d’actions continues
de m(S,s). Si S est un Z(y)-schéma, on pose

. L
TP (A,s) = (]Vl}]gl:lA[N](S)

Vf(A,S) = T?(A,S)(X)Q

Ce sont donc des ZP (resp. A’})—modules libres de rang 2g munis d’actions continues
de 7(S, s).

3.2. Dualité. Pour tout S-schéma en groupe G commutatif, fini et plat sur S, on
note

D(G) = Hom(G, Gy,

Proposition 3.2. C’est un S-schéma en groupe commutatif, fini et plat sur S,
et Uapplication canoniqgue G — D(D(G)) définie par g — (f — [f(g)) est un
isomorphisme de S-schéma en groupes qui préserve le rang.

Démonstration. Le probléme est local sur S, que 'on peut donc supposer affine,
disons S = SpecA, et tel que G — S soit de rang constant, disons n, et méme libre
de rang n, donc G = SpecB pour une A-algébre B qui est un A-module libre de
rang n. La structure de A-algébre commutative sur B se traduit par l’existence de
morphismes de A-modules

e:A— B et pu:B®sB— B

vérifiant diverses propriétés, tandis que la structure de S-schéma en groupe com-
mutatif sur G se traduit par 'existence de morphismes de A-modules

e:B—A e p:B—B®sB

vérifiant des propriétés “opposées”. Soit B’ = Hom (B, A) le A-dual du A-module
B. Les structures ci-dessus induisent donc des morphismes de A-modules

e€:B —A et y:B —-—B @B
ainsi que

e’ A—B et p':B ®sB — B
le tout vérifiant des propriétés duales. On vérifie que le couple (e*,p*') munit
B’ d’une structure de A-algébre commutative, et que (¢/, ') munit le S-schéma
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D/'(G) = SpecB’ d’une structure de S-schéma en groupe. Il est clair que D’ o
D/'(G) ~ G, et il reste donc a voir que D’ = D. Or un morphisme de S-schéma
en groupe « : G — Gy, s n'est autre qu'un morphisme a : G — A} de S-schéma
tel que (1) aleq) = 1g et (2) a(grg2) = a(g1)a(gz). Les morphismes de S-schémas
a: G — A} correspondent aux morphismes de A-algébres o* : A[T] — B, i.e. aux
éléments b = o*(T') de B, et les conditions (1) et (2) se traduisent respectivement
par (1') eg(b) =1 dans A et (2') u(b) =b® b dans B ®4 B. On veut donc

{beB:eg(b)=1cet pgb) =bxb} =D'(G)(S) =Homa_q,(B', A).

Mais B ~ Homa_pmoeq(B’,A) par b — & = (f — f(b)), et & : B® — A est
un morphisme de A-algébres si et seulement si (1') yoels = Id: A — A, ie.
es(b) =1, et (2) 6y o p(fr ® fa) = 6 (f1)ds(f2) pour tout fi, f» € B, i.e.

(f1 ® f2)(ug; (b)) = f1(b) f2(b)

pour tout fi, fo € B’, condition qui est clairement équivalente a pf(b) = b ® b,
comme on voit en choisissant une A-base de B. O

Remark 3.3. Pour plus d’information sur cette dualité, on peut consulter 'excellent
article de Tate [4] dans le livre sur Fermat.

Proposition 3.4. Soit o : A — B une isogénie de S-schéma abéliens (projectifs) et
a' 1 Bt — A! Visogénie duale. Il existe un accouplement e, : ker ax gkera! — G, g
qut induit des isomorphismes

kera' ~ D(kera) et kera ~ D(kera').
Démonstration. Pour tout S-schéma T,
(kera")(T) = kera*: Pic%/S(T) — Pic%/S(T)
= kera”: Picg/s(T) — Picy,s(T)
~ kera”*:Pic(B xgT) — Pic(A xsT)

Cela résulte respectivement des diagrammes commutatifs

0 — Picyg(T) — Picgs(T) — Homy(Br,BY)

l 1 l
0 — Pic),4(T) — Picays(T) — Homp(Ar, Al)

ou la derniére fleche verticale est f +— o' o f o a (qui est injective : il suffit par
rigidité de le vérifier sur les points géométriques de T, oi1 o o f o a = 0 implique
foa = 0 puisque A est connexe et ker of fini, qui implique & son tour f = 0 puisque
o est surjective), et

0 — Pic(T) — Pic(BxsT) — PiCB/S(T) — 0

| ! l
0 — Pic(T) — Pic(AxsT) — Picys(T) — 0

On doit donc déterminer le noyau de a* : Pic(B) — Pic(A4), i.e. ensemble des
classes d’isomorphismes de faisceau inversible £ sur B tels que o*L ~ O4. Clest
un probléme de descente (de O4 le long de o : A — B), et le noyau cherché est
donc en bijection avec I’ensemble des données de descente sur O4 relativement a
a : A — B, lesquelles correspondent & leur tour (puisque A xg A ~ kera xg A)
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aux “actions linéaires de ker a sur O 4 au-dessus de ’action par translation de ker o
sur A”; i.e. aux actions linéaires

o kera xg (A x5 Ag) — (A xg AL)
au-dessus de m : kera xg A — A. Un tel morphisme p s’écrit donc
uo(kya,x) = (k+ a, p1(k,a) - x)
pour k € kera, a € A et x € AL, avec u; : kera xg A — Gy, 5 qui se factorise
nécessairement par p : ker o — Gy, 5 puisque fier axOkeraxsa = Okero. Donc
(ker a*)(S) = ker(a* : PicB — PicA) = Homg_g(ker a, G, 5) = D(ker a)(S)
et on conclut en remplagant S par 7. O

Exercise 3.5. Montrer que cette définition coincide avec celle du cours de M.
Hindry lorsque S est le spectre d’un corps algébriquement clos. Cf. [3, §20].

Remark 3.6. On peut démontrer que A* = Ext'(A, G,,,5) dans une catégorie de
faisceau abélien convenable ou 0 — keraw — A — B — 0 est exacte. Appliquant
RHom(e, G,,) & cette suite, on trouve

0 — Hom(B, G,,) — Hom(A, G,,) — Hom(ker a, G,,) — Ext' (B, G,,) — Ext'(4,G.,)
Les deux premiers termes sont triviaux, et le reste donne

0 — D(kera) — B" — A*
i.e. D(ker a) = ker a'.

En appliquant ceci a I'isogénie [n] : A — A, dont 'isogénie duale [n]’ est encore
[n] : A® — At (il suffit de le vérifier sur les points géométriques par rigidité, ot 'on
utilise [n]*L£ ~ L®™ pour L € Pic%/s), on trouve l’accouplement de Weil

A

ey Aln] x5 A'[n] — pin.s.

Ces accouplements sont compatibles lorsque n varie. Si n est inversible dans S, les
schémas ci-dessus sont des revétement étales de S, et I'on obtient donc pour tout
point géométrique s de S un accouplement parfait et (S, s)-équivariant

en(s)  AlnJ(s) x A'[n)(s) — pn(s).

n

Prenant n = p* avec p inversible dans S et faisant varier k, on obtient donc finale-
ment un accouplement parfait de Z,[7(S, s)]-modules

(0,01 1 Ty(A, 5) x Tp(A",5) — Ty, ).

Il résulte assez facilement des définitions que pour tout morphisme de S-schéma
abélien a : A — B, le diagramme suivant est commutatif :

<.7.>;)4 : TI)(Aa S) X TP(AtaS) - TP(U7S)
(3.1) al ot 1 I

(0,0), 1 Tp(B,s) x Ty(Bys) — Ty(us)

P

Pour tout A : A — A, on obtient aussi un accouplement de Z,[7(S, s)]-modules

(o,0)p : Tp(A5) X Tp(A,s) = Tp(s) (), = (@, Tp(A5) (),

p

qui est encore parfait si A est une isogénie et p t degA. Le cas intéressant est
celui ot on prend A = A(L) pour un faisceau inversible £ sur A. On note alors
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(o, 0>§ = (e, 0)2(0. Si a: A — B est un morphisme de S-schéma abélien et £ un
faisceau inversible sur B, le diagramme suivant est commutatif :

(0,005 Ty(As) x Tp(Ays) — Tplu,s)

(3.2) ' ! ! H
(o.0); : T,(B,s) x Tyo(B,s) — Tylu,s)

En effet, on vérifie facilement que A(a*L) : A — A? est o o A(L) o «, donc

(ala), a): = (@), A(L) 0 a(y))? = (z,0' 0 A(L) o aly))” = (z.y)2 "~
Proposition 3.7. Pour tout faisceau inversible L sur A, (e, 0>§ est anti-symétrique.
Démonstration. On peut supposer S = s, et il suffit de montrer que

en (2, A(L)(x)) =1
pour tout n et tout x € A[n]. Si E O(D) pour un diviseur D sur A, A(L)(z) =

TL® L1 = OA(T,'D = D) et [n]*A(L)(x) = Oa([n]* T} D — ["D) = Oy
Choisissons g € K(A) tel que div(g) = [n]*T>D — [n]*D. Alors e/} (z, A(L)(x)) =
Trg/g, et il faut montrer que Ty g = g. Posons E = [n|*D et ch0181ssons y tel que

ny = x, de sorte que
div(g) = [n]*T)D — [n]*D =T/[n]"D — [n]"D =T E - E
Puisque nz =0, 7)E = E donc

n—1 n—1

div(H T39)=> Tl E-TE=T}E-E=0

donc h =[], T;+g est constant, et en particulier 1 = 7*h/h = T}g/g. O

Corollary 3.8. Pour toute polarisation A, (e, 0>; est anti-symétrique.

Le lemme suivant montre que ’on peut imposer la (O, )-linéarité d’un mor-
phisme X : A — A? par une condition au niveau des modules de Tate.

Lemma 3.9. Soit O un anneau agissant sur A/S, x une involution de O et X :

A — At Alors X est (O,x)-linéaire si et seulement si (ox, y} = (x,0 y) pour tout
0€ 0, z,ycTy(A,s).

Démonstration. On a (ozx, y>;—<x, o*y>;‘ = (oz, Ay)?—(z, Ao*y)? = {(x, (o' A — /\0*)y>2,
donc
Vo,y € Ty(A,s): <0x,y);‘ = <x,0*y>; < o'\ =M\o" sur T,(4,s)
<= o'\ = \o* dans Hom(A, A")
CQFD. O
3.3. Compléments. Calculons 'accouplement <o7o>;D sur A xg At, ot P est le

faisceau de Poincarré. Tout d’abord, appliquant (3.2) 4 o : A — A xg A ou &
a:A— Axg At on trouve

(,0), (4,0))) =0 ={((0,2"),(0,4"))”
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pour tout =,y € T,(A, s) et z',y" € T, (A%, s), puisque a*P est trivial dans les deux
cas. D’autre part,

A(P): Axg A" — (A xg A) = A x5 A
est isomorphisme (a, a’) — (a*,a). Donc pour z,y € T, (A, s) et at,y" € T,(A", s),

(@2, (w,9)), = {(@,0),0,9))) —((3,0),(0,2"))
AxgAt _ AxgAt

<(x’0)a(yta0)>p <(y70)7($t70)>p

t\A t\A
= (wy), —(a'),
ol la derniére égalité résulte de (3.1). Appliquons alors (3.2) a la transposition
7(at,a) = (a,a?), en notant que 7P est le fibré de Poincarré sur A® xg A :

((@.2"). (")), = (o), ), © = (et — ()

d’ot1 I’on déduit en prenant y = 0 et 2° = 0 que
A A?
<9c7yt>p + <yt,x>p =0.
Si L est un faisceau inversible sur A, A = A(L) : A — At et z,y € T,(4, s),
At A L L A At
Nayy), = (2,M), = (z.y), =~ (y.2), =y A\2), = A\z,y), .

;‘t est parfait, \' = X sur T),(4, s) donc A = A sur A, et A\' = Asur A

par rigidité. On a ainsi démontré que le morphisme A : NS4, — Hom,,.(4, A?)
atterrit dans la partie symétrique.

Puisque (o, o)

4. STRUCTURES DE NIVEAUX

4.1. Définition. Soit O une Z-algébre, x une involution de O, p un nombre premier
inversible dans S, A, un O, = O ® Z,-module qui est un Z,-module libre de
rang 2g, ¥p : A, X Ay — Z, une forme symplectique non-dégénérée telle que
Yp(ox,y) = Vp(x,0*y) pour tout o € O, et x,y € A,, et K un sous-groupe du
groupe des similitudes O,-linéaires de (Ap, ¥p).

Definition 4.1. Soit S un schéma connexe ou p est inversible et (A, A, ¢) un S-
schéma abélien (projectif) polarisé muni d’une action de O. Une structure de niveau
K sur (A, )\, ¢) est la donnée, pour un point géométrique s de S, d’'une K-orbite
[k] = kK d’isomorphismes de Op-modules k : A, =, T,(A, s) tels que
(I): il existe un isomorphisme T}, (p, s) ~ Z, qui fait commuter le diagramme
Py Ay X A, — Z,

! ! !
(o) Tp(As) x Ty(Ads) — Tylus)

(II): pour tout o € 7(S, s), il existe k(o) € K tel que 0 o k = Kk o k(o).

Remark 4.2. Si la propriété (I) (resp. (IT)) est vérifiée pour un isomorphisme « :
A, = T,(A,s), elle 'est aussi pour tout s o k avec k € K. Dans (II), I’élément
k(o) = k7! o0 ok est unique, et application ¢ — k(o) est un morphisme de
groupes 7(S,s) — K. Modulo les automorphismes intérieurs de K, ce morphisme
de groupes ne dépend que de [x] = kK.
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Remark 4.3. Soit s’ un autre point géométrique de S. On sait alors qu’il existe des
isomorphismes 0 : m(S,s) — 7(S,s") et © : T,(A,s) — Tp(A,s') tels que

O(ct) = 0(0)O(t) et (O(t1),0(t2))) = (t1,ta))

pour tout o € w(S,s) et t,t1,ta € T)(A,s). Soit [k] = kKK une structure de niveau
K sur T,(A, s). Alors [O o k] = OkK est une structure de niveau K sur T),(4,s).
La paire d’isomorphismes (0, ©) n’est cependant bien définie que modulo Paction
de w(S,s) donnée par o - (0,0) = (8 0 Ad(c),0 0 0) : puisque QoK = OrK, cela
n’affecte nullement la construction de [© o). Une structure de niveau K donnée en
un point géométrique s de S détermine donc uniquement une structure de niveau
K en tout point géométrique s de S.

Remark 4.4. Silon ne suppose plus S connexe, une structure de niveau K sur A/S
est une collection ([ks/])ss de structures de niveau K sur Ag /S’ pour S’ € 7%(S).

Remark 4.5. Dans tous les cas, ’existence d’une structure de niveau K implique la
(O, %)-linéarité de la polarisation A : A — A’

Donnons deux cas particuliers de structure de niveau :

Lemma 4.6. On suppose S connexe. On note K(n) le groupe des similitudes sym-
plectiques O, -linéaires de (Ap,Yp) qui agissent trivialement sur A,/p"A,.

(1) Pour n =0, il existe au plus une structure de niveau K(0) sur A/S : c’est
Pensemble des isomorphismes (lorsqu’il y en a!) k= A, — Ty(A,s) qui
vérifient la condition (I).

(2) Pour n > 0, il revient au méme de se donner une structure de niveau
K(n) sur A/S ou un isomorphisme O,-linéaire & : (A, /p"A,)s — Alp"]
telle que pour un (resp. pour tout) point géométrique s de S, il existe un
isomorphisme O, -linéaire r : A, — T,(A, s) vérifiant la condition (I) qui
reléve R(s) :

%®(s) = k mod p" : Ay /PN, = A[p"](s) = T,(A, s)/p"T,(A, s).

Démonstration. (1) C’est évident. (2) Soit [k] une structure de niveau K(n) sur
A/S. Alors [k] induit un isomorphisme O,-linéaire de 7 (S, s)-modules
rmod p : Ay /p" Ay — A[p"](s)
qui induit & son tour un isomorphisme Op-linéaire de S-schémas (en groupes) étales
E:(Ap/p"Ap)s — Alp"]
qui vérifie évidemment les conditions de requises. Inversement, soit £ un tel isomor-
phisme. Soit X l’ensemble des relévements de %(s) en un isomorphisme O,-linéaires

kA, = T,(A, s) vérifiant la condition (I). Alors X est non-vide par hypothése,
c’est une K (n)-orbite par définition de K (n), et c’est stable sous (S, s) par con-
struction : c’est donc une structure de niveau K(n) sur A/S. O

4.2. Représentabilité.

Proposition 4.7. Soit K un sous-groupe ouvert (compact) du groupe des simil-
itudes symplectiques Op-linéaires K (0) de (A,,1vp). Pour tout S-schéma abélien
(projectif ) polarisé (A, i, \) muni d’une action de O, le foncteur Fi : (Sch/S)° —
Ens qui a T/S associe l'ensemble des structures de niveau K sur (A,1, \) est
représentable par un revétement étale d’un ouvert de S.
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Démonstration. Pour K = K(0), Fi est représentable par la réunion des com-
posantes connexes de S ot A, ~ T),(A, s) par un isomorphisme O,-linéaire vérifiant
la condition (I). Pour K = K(n), fixons une Z/p"Z-base (e1,--- ,e24) de A, /p™A,.
Soit S1 = A[p"] x5 -+ Xg A[p"] (2g facteurs), o; : S1 — Ag, [p"] = A[p"] Xs 51
la i-éme section et Ry : (Ap/p")s, — Ag, [p"] le morphisme qui envoie e; sur o;.
C’est un morphisme de groupes entre deux revétements étales (de méme rang con-
stant (p™)29) de S1, qui est lui-méme un revétement étale de S (de rang constant
(p”)492). Soit So la réunion des composantes connexes de S; dans lesquelles pour
un (ou tout) point géomeétrique s les deux conditions suivantes sont vérifiées : (a)
R1(s) est un isomorphisme et (b) cet isomorphisme se reléve en un isomorphisme
Op-linéaire K : A, — T, (A, s) vérifiant (I). Alors la restriction R de ®1 & Sz est un
isomorphisme O)-linéaire qui définit, d’aprés le lemme précédent, une structure de
niveau K (n) sur Ag,. Le foncteur Fx est alors représentable par So, qui est bien
un revétement étale d’un ouvert fermé de S.

Traitons enfin le cas général. Les K (n) forment une base de voisinages ouverts
de 1 € K(0), il existe donc n > 1 tel que K(n) C K. Soit S(n) le représentant, de
Frn) €t [Fu] € Fr(n)(S(n)) la structure universelle de niveau K (n). Le groupe fini
K = K/K(n) agit sur Fg (), donc sur son représentant S(n). Soit S le quotient de
S(n) pour cette action.

Exercise 4.8. Montrer que S existe dans tous les sens raisonnables du mot quo-
tient, est un revétement étale d’'un ouvert de S (l'image de S(n) dans S), et que
S(n) — S est un revétement étale de groupe K.

Soit 3 un point géométrique de S, s € S(n)(3) (qui existe puisque S(n) — S est
un revétement), et Ky, : Ay — Tp(A,s) = T,(A,S) un élément de la structure de
niveau K (n) correspondant & s. C’est donc un isomorphisme O pg-linéaire qui vérifie
(I) et (II) : pour tout o € w(S(n), s), il existe k(o) € K(n) tel que ook, = Ky,0k(0).
Le revétement étale galoisien S(n) — S induit une suite exacte

0 — m(S(n),s) — n(5,5) = K" —0

Soit o € 7(S,3) d’image k dans K*. Alors 0ok, : A, — T,(A,0s) = T)(A,3) est un
élément de la structure de niveau K (n) correspondant a ks, donc dans k., K (n)k C
kK. Donc k, K est stable par 7(S5,3), i.e. c’est un élément [x,] € Fx(S) qui ne
dépend évidemment pas du choix de s € S(n)(3).

Si deux morphismes f,g : T — S induisent le méme élément f*[r,] = g*[k.] €
Fr(T), ils sont égaux : si ces deux morphismes se factorisent par S(n) — S, les
morphismes relevés f', g : T' — S(n) induisent deux éléments de Fg () (T) qui ont
la méme image dans Fx(T) par hypothése, donc f' = kg’ pour un k € K, donc
f = g; sinon, il existe un revétement étale 77 de T tel que les deux morphismes
f,g : T" — T — S se factorisent par S(n) — S (et induisent le méme élément
de F(T")), donc f" = ¢ et f = g. Soit enfin T/S et [k] € Fx(T). Soit t un
point géométrique de T et x : A, — T,(A,t) dans kK. L’action de m(T,t) sur
kK (n) se factorise par un quotient 7(T,t)/m(T",t), donc []|T” est dans 'image de
Frm)(T'") — Fi(T"), il existe donc un morphisme f' : 7 — S(n) — S tel que
[k]|T" = f"™[ku]. Les deux morphismes 7" x7T" — T’ — S induisent par pull-back le
méme élément de Fi (T" X7 T") : ils sont donc égaux. Par descente des morphismes
le long de T" — T (qui est un revétement étale et a fortiori plat et quasi-compact),
/2T — S se factorise en f: T — S, et f*[k,] = [k] : S représente Fr. O
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4.3. Variantes. On peut aussi définir des structures de niveaux K pour un sous-
groupe K du groupe des automorphismes Aut(V), ¢,), ot V, = A, ® Q,. Ce sont
alors des K-orbites xK d’isomorphismes O ® Q,-linéaires x : V, — V,(A4,s)
vérifiant ’analogue de (I) et (II). On montre comme ci-dessus que le foncteur Fy
est relativement représentable lorsque K est un sous-groupe ouvert et compact, ou
méme vu (I) seulement compact modulo le centre de Aut(V),,v,).

Exercise 4.9. Pourquoi faut-il ajouter ici cette hypothése de compacité ?

On peut aussi fixer directement un O-module A qui est libre de rang 2¢g sur Z,
une forme symplectique non-dégénérée ¢ : Ax A — Z induisant % sur O, et travailler
simultanément avec tous les modules de Tate (i.e. avec T (A, s) ou V¢(A4,s)). Soit
G le Z-schéma en groupe des similitudes symplectiques O-linéaires de (A, ). Pour
un sous-groupe K de G(i) (resp. de G(Ay)), une structure de niveau K est alors
une K-orbite d’isomorphisme O-linéaire (resp. B-linéaire)

ki A= Ti(4,s) (resp. k: V = Vi(A,s))

qui vérifie analogue de (I) (compatibilité des accouplements & un facteur pres) et
(IT) (stabilité sous 7(.59, s). On a bien sfir posé A=A®RZ V=A2Q,B=08Q
etc... Cependant, il faut alors travailler avec des schémas abéliens sur des schémas
S ou tous les nombres premiers sont inversibles, i.e. avec des Q-schémas. Lorsqu’on
veut faire de la réduction modulo p, i.e. travailler avec des Z,)-schémas, on doit
donc plutot travailler avec T (A, s) ou V{(A,s), et des sous-groupes K de G(ZP)
ou G(A%).

Dans tous les cas, on montre comme ci-dessus que les foncteurs Fx que 1'on
obtient sont relativement représentables lorsque K est un sous-groupe ouvert et

compact (ou seulement compact modulo le centre) du groupe d’automorphismes ou
il vit.

5. SCHEMAS ABELIENS A ISOGENIE PRES

5.1. Définition.

Definition 5.1. Soit S un schéma. La catégorie Abg des S-schémas abéliens est la
sous-catégorie pleine de la catégorie des S-schémas en groupes dont les objets sont
les S-schémas abéliens. La catégorie Abg« des S-schémas abéliens a isogénie prés
est la catégorie dont les objets sont les S-schémas abéliens, mais ou I’on modifie les
groupes d’homomorphismes comme suit

Homppo (4, B) = Homap, (4, B) ® Q.
Si A et B sont deux S-schémas abéliens, on note en général
Homg(4, B) = Homapg(4,B) et Homg(A, B) = Homapo (4, B).
Le nom “a isogénie prés” provient du lemme suivant :

Lemma 5.2. Un morphisme o« : A — B dans Ab% est un isomorphisme si et
seulement si un multiple entier convenable na de o est une isogénie dans Abg.

Démonstration. Si « est un isomorphisme dans Ab%, il existe un entier n tel que
na est dans Abg. C’est encore un isomorphisme dans Abos, donc Vy(na,s) :
Vi(A,s) — V§(B,s) est encore un isomorphisme pour tout point géométrique s
de S. En particulier, le noyau de (na)s est fini, donc (na)s est une isogénie et
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na : A — B est une isogénie. Inversement, il s’agit de montrer que toute isogénie
«: A — B est un isomorphisme dans Abg. Le probléme étant local sur .S, on peut
supposer que ker & C A[n] pour un n > 1. Alors [n]4 se factorise par «, i.e. il existe
un morphisme §: B — A tel que [n]4 = o, et § est alors une isogénie. Il existe
donc aussi m > 0 et v: A — B tel que [m]|p = v o 3. Mais

[Mlaoy=vo[nja=70fBoa=[mlpoa

donc v = T dans HomY (A, B). Alors (£8) - =14 dans End%(A) et
1 m 1 1
. —_— = — . —_— = — = 1
a8 = (Za) (—p) = 18 =1p
dans End%(B), donc « est inversible dans Ab%. (]

5.2. Sur un corps parfait. L’intérét de cette catégorie apparait clairement lorsqu’on
travaille sur le spectre d’un corps parfait k, par exemple un corps de caractéristique
0, ou bien un corps fini, ou bien un corps algébriquement clos. On a alors :

Theorem 5.3. La catégorie Ab(,i est abélienne et semi-simple.

Une variété abélienne A sur k est dite simple si elle ne contient pas de sous-variété
abélienne B # 0, A. Si A est simple et o : A — B est un morphisme non-nul, alors
ker(a)?,, est une sous-variété abélienne propre de A, donc ker(a)?,, = 0 et a est
fini. Si de plus B est simple, A/ker a est une sous-variété abélienne non-nulle de
B, donc A/ ker o« = B et « est une isogénie, donc un isomorphisme dans Abg. On
en déduit que pour A et B simples, tout élément non-nul de Homg(A,B) est un
isomorphisme dans Ab{. En particulier, End}(A) est un corps.

Lemma 5.4. Toute variété abélienne A sur k est isogéne a une somme directe de
sous-variétés abéliennes simples.

Démonstration. Soit i : B — A une inclusion de variété abélienne sur k, i’ : A —

B! le morphisme dual, £ un faisceau inversible ample sur A, et j : C — A la
composante connexe réduite du noyau de i* o A(L) : A — Bt. C’est une sous-variété
abélienne de A et dim B + dim C' = dim B + dim C = dim A. De plus, x € BN C
implique x € B et it o A(L)(z) = i* (T LR L) =0, i.e. zfm)(i*£®i*£71) =0ou
encore A(i*L)(i(x)) = 0, donc i(z) € ker A(i*L) : B — B*, qui est fini puisque i*£
est ample sur B. Donc BN C est fini et B x C' — A est une isogénie. On conclut
par récurrence. (I

Le théoréme résulte formellement de ce qui précéde. Soit C = Abg, X I'ensemble
des classes d’isomorphismes d’objets simples de C. Pour tout [X] € X, on note C(X)
la sous-catégorie pleine de C formée des objets isomorphes & une somme directe finie
de copies de X. Le foncteur évident @x1exC(X) — C est essentiellement surjectif
d’aprés le lemme précédent, fidéle par construction, et plein puisque Hom{(X,Y) =
051 [X] # [Y] dans X. C’est donc une équivalence de catégorie, et il suffit de montrer
que C(X) est abélienne semi-simple pour tout [X] € X. Soit Dx = End}X, qui
est un corps gauche d’aprés la discussion qui précéde. Alors A — Hom’(X, A)
est un foncteur de C(X) dans la catégorie Mod‘gx des Dx-modules & droite de
D x-dimension finie, dont on montre facilement que c’est encore une équivalence de
catégorie. En particulier, C(X) est abélienne semi-simple puisque Moddgx Pest.
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5.3. Variantes. Pour diverses raisons, on voudrait aussi considérer une catégorie
de variétés abéliennes ot 'on n’inverse que les isogénies de degré premier & p, pour
un nombre premier p fixé. C’est la catégorie Ab% dont les objets sont encore les
S-schémas abéliens, mais ot I’on modifie maintenant les homomorphismes en posant

Homapr (A, B) = Hom (A, B) = Homg (A, B) ® Zy).

6. PROBLEME DE TYPE PEL, I

On définit ici ce qui sera le prototype de probléme de modules que l'on sera
amené a considérer dans la suite.

6.1. Le probléme de module sur Q. Soit B une Q-algébre semi-simple, x une
involution de B, V un B-module de Q-dimension 2g, ¢ : V x V — Q une forme
symplectique telle que ¥ (bv, w) = ¥ (v, b*w) pour tout v,w € V et b € B. On note
G le Q-schéma en groupes des similitudes symplectiques B-linéaires de (V, ) et K
un sous-groupe ouvert et compact de G(A ). On considére le foncteur

M : (Sch/Q)° — Ens

qui & un Q-schéma S associe I’ensemble des classes d’isomorphismes de quadruplet
(A2, [N, [1]) ot

— A/S est un S-schéma abélien ¢ isogénie prés,

~ 1: B — End%(A) est un morphisme de Q-algébre,

- N =QxC Hom%(A,At) une Q-droite engendrée par une polarisation A :

A — At

— [K] une structure de niveau K.
On rappelle que ce dernier élément consiste en la donnée, pour un point géométrique
s dans chaque composante connexe de S, d’'une K- orblte stable sous (S, s) d’iso-
morphlsmes B-linéaires 1 : V — Vi (A, s) pour lesquels il existe un isomorphisme

Ay = Vi(u, s) qui fait commuter le diagramme suivant :

~

b V. ooox V= A
) 1 l !
<.>.>f : Vf<A7 8) x Vf(A>S) - Vf(l’t’s)

Theorem 6.1. Si K est assez petit, ce foncteur est représentable par un Q-schéma.

On fixe dans V un réseau A tel que A est stable par K et ¥(A,A) C Z. On note
d? le cardinal de A/A. On choisit un ordre O dans B tel que O - A C A. On note

M’ : (Sch/Q)° — Ens

le foncteur qui & un Q-schéma S associe ’ensemble des classes d’isomorphismes de
quadruplets (A4, ¢, A, []) ou

— A/S est un S-schéma abélien,

— 1: O — Endg(A) est un morphisme de Z-algébre,

— A : A — A? est une polarisation,

— [K] est une structure de niveau K,
ou cette derniére structure est maintenant la donnée, pour un point géométrique s
dans chacune des composantes connexes de S, d’une K-orbite stable sous (S5, s)
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d’isomorphismes £ : A — T (A, s) tels qu’il existe un isomorphisme 7 — Tr(p,s)
qui fait commuter le diagramme

o~ ~ ~ ~

P A X A — Z
A ! 1 !
(0,05 Tp(Ays) x Tp(Ays) — Ty(ps)

Cette structure de niveau garantit donc que A est de degré d? et A/S de dimension
relative g. Si K est assez petit, disons inclus dans le groupe K(n) des similtudes
symplectiques O-linéaires de (A, 1)) qui sont I'identité module n > 3, cette structure
de niveau K induit une structure de niveau K (n), donc un isomorphisme

R(s): A/nA = A/nA ~ Ty(p, s)/nTy(u, s) = Aln)(s).

Choisissant une Z/nZ-base de (A/nA), on obtient donc une structure de niveau n
naive sur A/S. En résumé, on dispose d’un morphisme de foncteur M/ — Mfln
Montrons que ce morphisme est relativement représentable. Cela résulte des deux
lemmes suivants : le premier nous dit que les fibres de ce morphisme s’identifient
aux foncteurs considérés dans le second.

Lemma 6.2. Pour tout schéma abélien A/S et n > 3, tout automorphisme de A/S
qut agit trivialement sur A[n] est trivial.

Démonstration. ... O

Lemma 6.3. Pour tout [A, X\, K] € M (S), le foncteur qui a T associe I’ensemble
des structures (i, [k]) comme ci-dessus sur (Ar,Ar) telles que [k] reléve Rr est
représentable.

Démonstration. Soit S; le S-schéma qui représente T +— Hom g, (O, Endr(Ar))
(Proposition 1.1) et ¢; : O — Endg, (4g,) la structure universelle. Soit S le Sp-
schéma qui représente le foncteur qui a 7' associe I’ensemble des structures de
niveau K sur (Arp,t17, A7) (sans la condition de relévement, Proposition 4.7) et
[k2] la structure de niveau K universelle sur (Ag,,(1,5,,As,). Sur Ag,, on dispose
maintenant de deux structures de niveau n naive : Ky/5 : (A/nA)g, — A[n]s,, ou
R1 provient de K et Ry de [k2]. Soit S3 'ouvert fermé de Sa ou ces deux structures
de niveau coincident. Alors Ss représente le foncteur considéré. O

Il en résulte que le foncteur M’ : (Sch/Q)" — Ens est représentable. Consid-
érons maintenant le morphisme M’ — M qui correspond & l'inclusion des catégories
Abg — Abg. Nous allons montrer que c¢’est un isomorphisme, ce qui achévera la
preuve du théoréme.

Lemma 6.4. Pour tout Q-schéma S, M'(S) — M(S) est injective.

Démonstration. Soit [A;, Li, Ai, [r;]] deux éléments de M'(S) ayant la méme image
de M(S). Cela signifie qu’il existe un isomorphisme o : A; — A, dans la catégorie
Abg des S-schémas abéliens a isogénie prés qui est B-linéaire, vérifie Q- dgoa =
Q- o\ dans Hom%(A;, Ab), et

koK = Vi(a) o ki K dans Homgpg (?,Vf(Ag,s)) .

En particulier (puisque K - A= /A\),
Vi (@)(Ty(Ar,5)) = Vi(@) o k1 (R) = ka(R) = Ty (As, 5).
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Choisissons m > 1 tel que ma soit une isogénie §: A1 — As. Alors
Tr(B)(Tt(A1,8)) = mT(Asz,s))

donc B|A1[m] = 0 et 3 se factorise en o’ o [m] pour une isogénie o’ : A} — As. On
a
Ty(a')(Ty (A1, 5)) = Ty(Az, 5)

donc o est un isomorphisme dans Abg. En d’autres termes, I'isomorphisme «
(de Ab%) est déja dans Abg et y est encore un isomorphisme. C’est bien sir un
isomorphisme O-linéaire (par fidélité de A — T (A, s)) qui envoie [k1] sur [Ko] et Ay
sur... tA € Homg(As, AS) N Q- A2 pour un z € Q. Choisissons D > 1 tel que N =
Dz € Z. Alors DxXo = N)g et DAy sont des polarisations de méme degré D292
sur Ay, donc N > 0et N = D, ie. z = 1. Donc [Aq,t1, A1, [k1]] = [Asg, L2, A2, [K2]]
dans M'(S). CQFD. O

Lemma 6.5. Pour tout Q-schéma S, M'(S) — M(S) est surjective.
Démonstration. Soit [A, ¢, [A], [k]] € M(S). Pour tout point géométrique s de S,
T(s) = k- A C Vi(A,s)

est un réseau de V¢(A, s) stable sous 9] (puisque A Dest et k est E—linéaire), qui ne
dépend pas du choix de k € [k], et qui est donc aussi stable sous I'action de (.5, s)
sur V(A, s). En jonglant un peu avec les définitions de Ab% et V;(4, s), on montre
qu’il existe un isomorphisme o : B — A dans Ab% qui envoie T (B, s) sur T(s). En
transportant toutes les structures sur A & B via cet isomorphisme, on peut donc
supposer que B = A, i.e. T(s) =T;(A,s). Sio€ O C B et m > 1 est un entier tel
que mi(o) € Endg(A), alors

Ty(mu(0), )(T5 (A, 8)) = mTy(1(0), s)(Tf(A, s)) C mTy(A, s)
donc me(o) = 0 sur A[m] et me(o) = mo’ pour un o' € Endg(A), ie. t(o) €
Endg(A). Donc ¢ : O — Endg(A) est une O-structure sur A. Sur A, on dispose

aussi de la droite Q) ot A : A — A! est une polarisation. On sait d’autre part qu’il
existe un isomorphisme Ay — Vy(u, s) qui fait commuter le diagramme suivant

~ ~ ~

¥ A X AN - Z  c A
! ! !
(o.0)7 1 Tp(As) x Tp(Ass) — Tr(p,s) C Vi(u,s)

L’image de zZ par cet isomorphisme est de la forme u‘le (i, 8) pour un v € A; =

QX =QZ -ix, que P’on peut donc supposer dans QZ. Alors v\ est un morphisme
A — A' dans AbY et

(@, ViwA, s)y) = v (@, Vi) = v (2,9)} € Tr(, 5)

pour tout z,y € Tf(A,s), donc Vi(vA,s) envoie T¢(A,s) dans Tf(AL s). On en
déduit comme précédemment que v\ est un morphisme A — A!, et puisqu’un
multiple entier positif de v\ est une polarisation, v\ est encore une polarisation.
On peut donc supposer que vA = A, i.e. ¥ = 1 et l'on a alors un diagramme
commutatif

5. R x & o 7
R ! l !
(0,0)7 1 Tp(A;s) x Ty(As) — Tr(ps)
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Alors [A, ¢, A, [k]] € M/(S) est un relévement de [A, ¢, [A], [x]] € M(S). O

6.2. Le probléme de module sur Z,). L’approche précédente nous contraint a
travailler sur Q. Si 'on veut faire de la réduction en p, il nous faut donc “étendre”
ce probléme de module & Z,). Il nous faut alors travailler avec la variante V' (4, s)
des modules de Tate. La solution consiste alors a travailler dans les catégories Ab%
des “schémas abéliens a isogénie premiére a p prés”.

Conservant les notations de la section précédente, on suppose que K = KPK,
pour des sous-groupes ouverts compacts K? de G(Afc) et K, de G(Qy). On fixe en
outre un Z,)-ordre O,y dans B et un entier d, € N vérifiant I’hypothése technique
suivante : il existe dans V' un Og,-réseau Ay tel que P(A), Apy) C Zgpy et
A(Lp)/A(p) est de cardinal p??. On considére le foncteur

M? : (Sch/Z,)° — Ens

qui & un Z,-schéma S associe I'ensemble des classes d’isomorphismes de quadru-
plets (A, ¢, [\, [k]) ou
A/S est un objet de Ab% (un schéma abélien a “isogénie premiére a p pres”),
~ 1: Oy — End%(A) est un morphisme d’anneau,
[A] = Z,)A € Hom'y (A, A") est une Z,)-droite engendrée par une polarisation
X: A — At de degré p*¥rx avec (z,p) =1,

— [k] est une structure de niveau K? sur (A, ¢, [\])
ou cette derniére structure est maintenant la donnée, pour un point géométrique s
dans chaque composante connexe de S, d’'une KP-orbite stable sous 7(S,s) d’iso-

morphismes @f’p) = O(p) ®z,, Al-linéaires  : vr =, VE(A,s) tels qu'il existe un
isomorphisme A% — V7 (u, s) qui rende commutatif le diagramme suivant :

D) Ve x vr - A?
! ! !
(o,0)}": VP(Ajs) x VP(As) — Tf(us)

Theorem 6.6. Si K” est assez petit, ce foncteur est représentable par un Z,)-
schéma.

La preuve est identique & celle du théoréme précédent. On choisit dans V un
Z-réseau A qui étend A(y), dans B un Z-ordre O qui étend Oy,), et on montre que
M? = M'? pour un foncteur M'? qui classifie les quadruplets (A4, ¢, A, []) ou A est
un (vrai) S-schéma abélien, ¢ une action de O sur A/S, X une polarisation de degré
égal au cardinal de A+/A, et [k] une structure de niveau K? sur T;Z(A, s).

6.3. Comparaison des deux problémes de module sur Q. Il reste a répondre
4 la question suivante : dans quelle mesure le foncteur MP est-il une extension de M
(de Sch/Q &4 Sch/Z,)) ? On ne peut pas directement comparer les foncteurs M?|Q
et M. Pour le faire, il faut introduire encore des variantes, par exemple un foncteur
M qui classifierait les schémas abéliens & isogénie prés munis de polarisation, d’en-
domorphisme, et de structure de niveau K?, qui nous donnerait des morphismes
M? — M (correspondant & Ab% < Ab%) et M|Q — M|Q (oubli de la K-
structure). On peut aussi utiliser ce qui a déja été fait, et comparer directement les
variantes M’ et M'? de M et MP. Si I’on définit M’ via le choix de (A, O) C (V, B)
et M'P par (A(,),Op), on a alors directement un morphisme M’ — M'?|Q qui
correspond & l'oubli de la K-structure [k,] pour k, : Ay — Tp(A,s). Si K? est



STRUCTURES 17

assez petit (donc Autg(A4,[kP]) = {1}), les fibres de ce morphisme s’identifient
exactement aux foncteurs Fg, de la proposition 4.7. En particulier :

Lemma 6.7. Si K, est le groupe des similitudes symplectiques de (A, 1), alors
M’ — M'P|Q est relativement représentable par des immersions ouvertes et fer-
mées, donc M/SpecQ est un sous-schéma ouvert et fermé de la fibre générique de
M? /SpecZ ).

Troisiéme partie 3. Algébres de Lie
7. ALGEBRES DE LIE

7.1. Rappels. Soit G un S-schéma en groupe. Pour tout S-schéma T', on note
LieG(T) = ker (G(T'[e]) — G(T)).

On obtient ainsi un foncteur en groupe sur la catégorie des S-schémas. C’est en fait
réprésentable par un S-schéma en groupes commutatifs, et méme en Og-algébre
de Lie. Pour le voir, on étudie ce qu'est o € LieG(S). Par définition, c’est un
morphisme

a: S — G tel que acaug: S — Sl -G=¢:5—G.

. aug struct . . 4 .
Puisque S — Sle] — S induisent des homéomorphismes sur les espaces sous-

jacents, la composante topologique oy, de a n’est pas trés mystérieuse : c’est juste
etop. Tout est donc dans le morphisme de f ~10g-algebre

a Og — 6*05[6] =e,05 @ 6*05[6]

Onaa? =e#* +D-cot e : Og — €,0g est le morphisme de faisceaux de
f1Og-algeébres associé a e : S — G et ou D : Og — €,0g est un morphisme de
f~1Og-modules tel que
Ya,b € Og : D(ab) = e# (a)D(b) + ¥ (b)D(a)
On dit d’un tel morphisme que c’est une f~!(Og-dérivation. Si Z est le noyau de
e, onae” : Og — e,05 ~ Og/I. Donc D(I?+ f~1Os-T) = 0 et on peut voir D
comme un morphisme de f~1Og-modules D : Og/Z? + f~ 105 T — €,0g. Un tel
morphisme est uniquement déterminé par sa restriction & Z/Z2+ f~1O0s-Z — €,0g,
laquelle est équivalente & celle du morphisme de e ! f~10g = Og-module
e NZ/T*+ f10s5-T) — Os.
En considérant e comme le pull-back de A : G — G xg G par (Id,e), on voit que
NI/ + [10s-I) =" (AT /T?) = e (Qgys) = wiys
o J est idéal de Og« ¢ correspondant & la diagonale. On a obtenu :

LieG(S) = Homoey (wé/s, Og)

et plus généralement, LieG = (wg, /S)V. On peut vérifier que la structure de Og-
module ainsi obtenue est donnée par v — (e — ~e), et que la structure de groupe
sous-jacente & cette structure de Og-module coincide avec celle provenant de la
deéfinition initiale de LieG comme noyau d’un morphisme de groupe. Si G/S est
lisse de dimension relative g, Qé /s est un Og-module localement libre de rang g,

donc w(, g itou et LieG = V(wgq)-
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La structure de Og-algébre de Lie provient de linterprétation en termes de
dérivation : si Dq et Dy sont deux dérivations, le produit D1 Dy — Do D1 en est une
également. Nous n’aurons pas besoin du crochet, mais il faut mentionner que si G
est abélien, ce crochet est nul. Cette méme interprétation montre que si S = SpecC,
LieG(C) = TyG est V'espace tangent de G en 0.

7.2. Modules sur les algébres d’Azumaya. Soient A une Og-algébre (pas
nécessairement commutative) et £ un A-module. On suppose que A et £ sont
des Og-modules localement libres de rang fini. Alors I’application

a < F(T, .A) — det(a|£T) S F(T, OT)

induit un morphisme det(e|£) : ['(A) — I'(Og) = AL, ot I'(B) est le S-schéma
(affine, lisse, en groupes commutatifs) qui représente le foncteur T — I'(T, B). Ce
morphisme commute au changement de base : pour tout 7'/,

det(e|L)r = det(e|Lr) : T(Ar) = T(A)r — AL,
Sid:T(A) - T'(Og) est un S-morphisme fixé, on peut définir un sous-foncteur
C(d,L) : (Sch/S)? — Ens

du foncteur constant ponctuel S (qui & T'/S associe le singleton Homg (7, S)!) défini
par la condition C(d, £)(T) # () si et seulement si dr = det(e|L)r. Si le morphisme
d lui-méme est de la forme det(e|L’) pour un A-module £’ qui est localement libre
sur S, on note C(L’, L) ce sous-foncteur, qui est donc défini par la condition

C(L,L)(T) #0 < det(e|L)r = det(|L)r.

En général, j’ignore si ces foncteurs sont représentables, et je ne pense pas que ce
soit le cas.

Definition 7.1. On dit que A est une Og-algébre d’Azumaya si et seulement si
A est, localement pour la topologie étale sur S, isomorphe & un produit d’algébre
M, (Og).

Proposition 7.2. Soient A une Og-algébre d’Azumaya et L1, Lo deux A-modules
qui sont des Og-modules localement libres. Alors pour tout T sur S, C(L1, L2)(T) #
0 si et seulement si localement pour la topologie étale sur T, L1 ~ Lor comme
Ar-modules. De plus, C(L1,L2) est alors représentable par un ouvert de S.

Démonstration. Soit S’ — S un revétement étale tel que Ags ~ Hj M,,,(Osg). Pour
tout T/S, on note T =T xg S’ : c’est un revétement étale de T'. Supposons que
C(Ly, L2)(T) # B, done C(Ly, L2)(T") # (. Soit U = SpecR un ouvert affine de 77,
donc Ay = A avec A = Hj M, (R) et L; = E pour un A-module L; qui est un
R-module localement libre de rang fini, donc de la forme L; = [] L; j ot L; j est un
M,,,(R)-module qui est un R-module localement libre de rang fini, donc - d’apreés
Péquivalence de Morita - de la forme R™ ®p (LY ;) pour un R-module localement
libre L?’ ;- Quitte a restreindre encore U, on peut supposer que tous ces L; ; sont
libres sur R, disons de rang 7, ;. Puisque C(L1, £2)(U) # 0, det(a|L1) = det(a|L)
pour tout a € A, d’ot I'on déduit facilement que r1; = r2; pour tout j, donc
Ly ~ Lo, donc L1177 =~ Lo7+ localement pour la topologie de Zariski sur 77, donc
Ly ~ Lo localement pour la topologie étale sur 7. L’inverse est immédiat : si
L1 7 =~ Lo 7 aprés un changement de base fidélement plat et quasi-compact T/ — T,
alors det(Lq1)r = det(Ls)rs donc det(Lq)r = det(Lq)r. Enfin, soit £; g = [[Li;
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la décomposition de £; g correspondant a Agr = Hj M, (Os), et soit r; j le rang
de L; ;. C’est une application continue de S’ — N, donc

Sy ={s" €SN 1) =ra;(s)}
est un ouvert de S, Sy = S — w(S" — S5}) est un ouvert de S (puisque 7 : S" —

S est fini donc fermé), et cet ouvert représente C(Lq,Lo) d’aprés la discussion
précédente. ([

Proposition 7.3. Soient A une Og-algébre d’Azumaya, L un A-module qui est
un Og-module localement libre et d : T(A) — AL un S-morphisme qui est de la
forme det(L’) localement pour la topologie fpge. Alors C(d, L) est représentable par
un ouvert de S.

Démonstration. Exercice. O

7.3. Rigidification des algébres de Lie. On reprend les notations des problémes
de type PEL. On se donne donc une Q-algébre semi-simple B et un Z-ordre R de
B, et on considére des S-schémas abéliens A munis d’une action ¢ : R — End(A)
(il n’y a pas besoin de polarisations dans cette section). Soit £ = Lie(A) : c’est un
Og-module localement libre muni d’une action de la Og-algébre localement libre
(et méme libre) A = R® Og. On voudrait rigidifier ce A-module par une condition
de déterminant.

Décomposons B en produit d’algébre simple B; de centre F; et soit U 'ouvert
de SpecZ au-dessus duquel (1) R est maximal et (2) les F; sont non-ramifiés. On
fixe un premier p € U, et on choisit pour chaque ¢ une extension L; de F; qui
décompose B; et est non-ramifiée au-dessus de p (il en existe...). Soit L le produit
de ces extensions et O I'anneau des p-entiers dans L. C’est donc une extension fini
et non-ramifiée de Z,). Par construction, R ®z O est un R-ordre maximal dans
B ®q L ~ [[ M,,(L), donc de la forme [] M,,(O). Ceci démontre que pour tout
p € U, R®Zy) est une Z)-algébre d’Azumaya. En travaillant un peu, on en déduit
que R ® Oy est une Oy-algébre d’Azumaya mais nous n’en aurons pas vraiment
besoin.

La proposition ci-dessus permet donc - si besoin est - d’affiner encore nos prob-
lémes de modules, en se restreignant aux schémas abéliens A/S (munis d’une action
de R) pour lesquels la structure de A = R® Og-module sur LieA est essentiellement
fixée par avance - mais il faut alors tout de méme restreindre les-dits problémes aux
schémas S qui sont au-dessus de I'ouvert U = U(R) de SpecZ défini ci-dessus. En
outre, il faut bien sir étre capable de spécifier le A-module qui servira de modéle
pour les algébres de Lie, ou au moins son déterminant. C’est ce que nous allons
faire dans la section suivante.

7.4. Corps réflexe. Soit V un B-module de Q-dimension 2¢g, G le Q-groupe al-
gébrique des automorphismes B-linéaires de V et X = G(R) - I une G(R)-orbite
de structures complexes I sur Vg (i.e. I € G(R) et I? = —1). Pour tout I € X,
on note Vg r le B ® C-module défini par (Vr,I). La classe d’isomorphisme de ce
module ne dépend pas du choix de I dans X, puisque tout élément g € G(R) induit
un isomorphisme de B ® C-module Vr 1 — VR 4.1

Fixons un ordre R C B, soit A = R®@ Oz et d(X) : T(A)c — A le déterminant
du Ac-module Vg ; (pour n’importe quel I € X). Soit L C C un corps de nombre
tel que B® L ~ [[ My, (L). Alors B® C ~ [[ M,,(C) donc Vg1 ~ [[(C™)™ et
VR ~W @ C pour W = [[(L™)" : le morphisme d(X) est donc défini sur L.
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Definition 7.4. Le corps réflexe E = E(X) est le corps de définition de d(X).

C’est donc un corps de nombre plongé dans C, contenu dans tous les corps de
nombres L C C qui décomposent B, mais qui est typiquement plus petit que leur
intersection. Concrétement, c’est le sous-corps de C engendré par les d(X)(a) =
detc(a|Vm,r) pour tout a € R. Avec les notations ci-dessus, on peut choisir dans
le B® L-module W un Op-réseau stable sous R, ce qui montre que a — d(X)(a)
atterrit en fait dans 'anneau des entiers Og de F, i.e.

d(X) : A(A)SPGCOE - AépecOE'

Proposition 7.5. Soit p € U(R), O lUanneau des p entiers dans E(X), S un
O-schéma et A un S-schéma abélien muni d’une action de R. Alors

Va € R: det(a|Lie(A)) = d(X)(a)
est représentable par un ouvert de S.

En résumé, on peut spécifier le déterminant sur les algébres de Lie, & condition
de ne travailler qu’avec des schémas sur U(R) x SpecOpgx) : sur U(R) pour que
A= R® Oz soit d’Azumaya, sur Og(x) pour que le “modele du déterminant” soit
bien défini.
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POINTS COMPLEXES & EXEMPLES

Dans cette troisiéme partie du cours, nous allons étudier les points complexes
des différents problémes de modules que nous avons définis.

Premiére partie 1. Exemples
1. LA CATEGORIE DES VARIETES ABELIENNES SUR C

Référence : le cours de M. Hindry, ou celui de Milne, ou [5].

1.1. Soit A une variété abélienne sur C. Alors Ty A est un C-espace vectoriel, et
I’exponentielle exp : TpA — A est un morphisme de groupe surjectif dont le noyau
est un réseau de Ty A. En particulier, A est un tore complexe V/A. On obtient
ainsi : la catégorie des variétés abéliennes sur C est une sous-catégorie pleine de la
catégorie des tores complexes.

1.2.  Un tore complexe V/A est une variété abélienne si et seulement si il existe sur
V une forme hermitienne H : V x V' — C (C-linéaire a gauche par convention) qui
est (1) définie positive et (2) dont la partie imaginaire prend des valeurs entiéres
sur A.

1.3. Toute forme sesquilinéaire H : V" x V' — C se décompose en

H(1'7y) = ¢(.’E, y) + W(fc,y)

avec ¢, 1 : V x V — R bilinéaires, ¢(x,y) = ¥(iz,y) et ¢(x,y) = —(z,iy), donc
Y(iz,iy) = ¥(x,y). Inversement, tout ¢ : Vx V — R tel que ¢ (iz,iy) = ¢(z,y)
définit une forme sesquilinéaire

H(xa y) = w(m,y) + Z’(/)(Z‘,y)

On a (1) H est non-dégénérée si et seulement si ¢ Vest, (2) H est hermitienne (i.e
H(z,y) = H(y,x)) si et seulement si ¢ est anti-symétrique, et (3) H est hermitienne
définie positive si et seulement si ¢ est anti-symétrique et ¥ (iz,y) (symétrique et)
définie positive.

1.4. Pour un tore complexe X = V/A, on pose Xt = V**/A* ou
V* =Homg(V*,C) et A*={feV"™|imf(A) C Z}.

Les morphismes A : X — X' correspondent aux morphismes C-linéaires v
H(v,e) de V dans V** qui envoie A dans A*, donc au formes bilinéaires 1) : Ax A —
Z tels que Yr(iz,iy) = Yr(z,y). On a: (1) A est une isogénie si et seulement si
1) est non-dégénéré, (2) \* = X si et seulement si v est symplectique, (3) A\ est
une polarisation si et seulement 1 est simplectique et ¢¥r ;(z,y) = Yr,i(z,y) est
(symétrique et définie positive).
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1.5. La catégorie des tores complexes est équivalente a la catégorie des paires (A, I)
ol A est un réseau (i.e. un Z-module libre de rang fini) et I une structure complexe
sur le R-espace vectoriel V= A®R : le tore complexe associé est X = Vi /A, ou V;
est le R-espace vectoriel V' muni de sa structure complexe I. Une polarisation de
(A, I) est une forme symplectique ¢ : AXA — R telle que (1) vr(Iz, Iy) = Yr(z,y)
et (2) Yr.1(z,y) = Yr(Iz,y) est (symétrique et) définie positive. La catégorie des
variétés abéliennes sur C est équivalente a la catégorie des paires (A, I) qui sont
polarisables.

1.6. La catégorie des variétés abéliennes polarisées est équivalentes & la catégorie
des triplets (A, 1, 1) o A est un réseau, ¢ : A x A — Z une forme symplectique
et I une structure complexe sur V.= A ® R telle que (1) I € Sp(V,9Yr) et (2)
Yr,; > 0. La variété abélienne associée est A = Vi /A, sa variété abélienne duale
est A" = V}*/A*, la polarisation A : A — A’ est le morphisme v — H(v,x) ou
H:V xV — C est la forme hermitienne (définie positive) induite par ¢, le module
de Tate est
Ty A =Ty(A,C) = limn 'A/A ~ A

et accouplement de Weil (e, o>;> tTpA X TpA — Ty est
Yo,y e TPA~ A : (x,y)) = ¢h)
ot € = limexp(%7) € Ty

1.7. De meéme : la catégorie des tores complexes & isogénie prés est équivalente &
la catégorie des paires (V,I) ot V est un Q-espace vectoriel de dimension finie et
I une structure complexe sur Vg = V ® R, une polarisation d’une telle structure
est une forme symplectique ¢ : V x V — Q telle que (1) I € Sp(Vr,¥r) et (2)
Yr,1 > 0, et la catégorie des variétés abéliennes sur C & isogénie pres est équivalente
a celle des paires (V,I) qui sont polarisables.

2. EXEMPLE N°1 : COURBES MODULAIRES

On veut ici calculer les C-points du schéma M = M}, = Y (n). Il nous faut
donc classifier les courbes elliptiques E sur C, munies d’une polarisation principale
(= de degré 1) et d’une structure de niveau n : x : (Z/nZ)? ~ E[n]. Il revient donc
au méme de classifier les quadruplets (A,v, 1, k) ou A est un réseau de rang 2, v
une forme symplectique parfaite sur A, I une structure complexe sur (Agr, ¥r) telle
que ¥R, > 0, et £ un isomorphisme (Z/nZ)? ~ n='A/A.

Il n’y a qu’une classe d’isomorphisme de Z-module libre de rang 2 : A = Z2. Sur
Z2, il y a exactement 2 formes bilinéaires alternées parfaites, données par =+ det,
et ces deux formes sont conjuguées par n’importe quel élément de déterminant —1
dans GL3(Z). Il n’y a donc qu’une classe d’isomorphisme de couple (A, ), celle de
(A,9) = (Z?,det) (ot le déterminant est calculé dans la base canonique de Z?). Le
groupe des automorphismes de (A, ) est I' = SLy(Z).

Il est bien connu que SLo(Z) — SLo(Z/nZ) est surjective. Les I'-orbites de
structure de niveau x sont donc indexées par le quotient

GLy(Z/nZ)/SLo(Z/nZ) ~ (Z/nZ)*.

Le stabilisateur (commun) des « est le sous-groupe de congruence I'(n) de I'(1) = T'
formé des matrices g € SLo(Z) telles que g = Id mod n.
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Enfin, toutes les structures complexes I sur A ® R = R? induisent sur ce R-
espace vectoriel une structure de C-espace vectoriel de dimension 1 : toutes ces
structures sont donc conjuguées par un élément de GLy(R). Il y a en revanche
exactement deux SLy(R)-orbites, qui correspondent & I'orientation de (x, Iz). Les
formes 1r,r sont donc définies positives sur I'une de ces deux orbites, et définies

négatives sur I’autre. Pour I = ( (1) _01 );

i T2 T Y2
= det = T2 +
VR << Y1 >’( Y2 >> < Yy T2 ) %27 4y

est définie positive, et le stabilisateur K; de I dans SLy(R) est K; = SO3(R).
Donc :
M(C)= J] TI(n)\SLz(R)/SO:(R).
(Z/nZ)*
Identifiant SLo(R)/SO2(R) au demi-plan supérieur H = {7 € C : im7 > 0} par
g +— g -1 (pour 'action usuelle de GL2(R) sur C — R), on voit donc que M(C) est
la réunion disjointe indexée par (Z/nZ)* de copies de Y (n) = I'(n)\H.

Exercise 2.1. Lorsque n > 3, on sait qu'’il existe sur Y (n) une courbe elliptique
universelle et une structure de niveau n. Décrire ces objets.

Remark 2.2. On peut interpréter I’ensemble (Z/nZ)* des composantes connexes
directement sur le probléme de module. Pour tout schéma S et toute courbe ellip-
tique E/S, 'accouplement de Weil e : E[n] xs E*[n] — p,, s est une forme bilinéaire
alternée parfaite. Le choix d’une base x1, 72 de (Z/nZ)?, permet donc d’associer
a tout élément (FE, A\, k) de M(S) I’éléement e(x1, A(z2)) de py,(S). On atterrit en
fait dans p(S), ou p) est le sous-foncteur des générateurs de p,. On obtient un
morphisme M — p* qui donne en passant aux points complexes une application
M(C) — pur(C) : c’est ce que lon cherchait, puisque p’(C) est un (Z/nZ)*-
torseur. Mentionnons que sur Z, le foncteur p est représentable par SpecO(u,,) ou
O(py) est Panneau des entiers de Iextension cyclotomique Q(u,,) de Q. Mention-
nons aussi que Y (n) — u} n’est autre que la restriction & Y'(n) de la factorisation
de Stein du morphisme structural X (n) — SpecZ, ou X (n) est la compactification
classique de Y'(n), construite en rajoutant des cusp & l'infini. Cf. [2].

3. EXEMPLE N°2 : LA VARIETE DE SIEGEL MY

Il s’agit maintenant de classifier les variétés abéliennes sur C de dimension g
munie d’une polarisation principale et d’une structure de niveau n, ou, ce qui revient
au méme, les quadruplets (A, %, I, k) ot A est un Z-réseau de dimension 2g, 1 : A x
A — Z une forme symplectique parfaite, I une structure complexe sur (A @ R, ¥R)
telle que ¥r.; > 0 et s : (Z/nZ)? — n~'A/A.

Tout espace symplectique (A, 1)) admet une base de Witt, et il n’y a donc qu’une
classe d’isomorphisme. Soit G = Sp(A,v) le Z-groupe algébrique (lisse) des au-
tomorphismes de (A,), donc Aut(A,v) = G(Z). Puisque G est lisse, G(Z) —
G(Z/nZ) est surjectif : les classes d’isomorphismes de triplets (A, 1, k) sont donc
indexées par le quotient

S = GLyy(Z/nZ)/Sps,(Z/nZ)

et Aut(A, ¢, k) = I'(n) = ker(G(Z) — G(Z/nZ)). Toutes les structures complexes
I sur (A ®@ R,yRr) telles que 9 ; > 0 sont conjuguées sous G(R). En effet, si I
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et I sont deux telles structures, elles définissent avec ¢gr deux espaces hermitiens
(A®R,I;, Hj) avec H; > 0. Ces deux espaces hermitiens sont alors isomorphes,
ce qui signifie qu’il existe un isomorphisme R-linéaire g : A @ R — A ® R tel que
H(gz, gy) = Hy(z,y) et gl = Irg. Puisque imH; = ¢r, g € G(R) et I, = gl g7
Finalement,

M(C) = [TT(n)\x = [T (n\GR)/K;
s s
ou X =G(R) I et K; est le stabilisateur de I.

4. EXEMPLE N°3 : ENDOMORPHISMES

On se donne une Q-algébre semi-simple B avec une involution *, un ordre Op
dans B stables sous *, et on veut classifier les variétés abéliennes sur C de dimension
g, munies d’une action de Opg, d’une polarisation (Op,*)-linéaire de degré d?, et
d’une structure de niveau n naive. Il revient au méme de classifier les quadruplets
(A, k,I) ot A est une Op-module qui est libre de rang 2g sur Z, p : A x A — Z
une (Op, *)- forme symplectique avec |A+/A| = d?, k : (Z/nZ)?9 ~n~'A/A est un
isomorphisme, et I une structure complexe B ® R-linéaire sur (Vr,¥r) telle que
Yr1 >0 (o0 V=A®Q).

4.1. Décomposition naive. Regroupant ces quadruplets en fonction de la classe
d’isomorphisme des trois premiéres composantes, on trouve

M@©)= T[] M@®¥,x)
(Astp,r) [~
ou pour chaque (A, 1, k) vérifiant les trois premiéres conditions ci-dessus, M(A, v, k)
est ’ensemble des structures complexes I vérifiant la derniére condition, modulo les
automorphismes du triplet (A, v, k). Soit G = Aut(A, 1) le Z-schéma en groupe des
automorphismes (O p-linéaires) de (A, ). C’est un schéma en groupe de type fini sur
Z, et le groupe des automorphismes de (A, 1) est le sous-groupe discret I' = G(Z)
de G(Q) € G(R). Le stabilisateur de x dans I est le groupe de congruence

I'(n) =ker (G(Z) — G(Z/nZ))
de ' =T'(1). Les structures complexes I recherchées sont les éléments de G(R) (i.e.
les automorphismes B ® R-linéaires de (Ar,v¥r)) tels que I? = —1 et g > 0.

Le groupe G(R) agit sur cet ensemble par conjugaison. Regroupant ces structures
complexes en fonction de leur classe de G(R)-conjugaison, on trouve donc

M(A, ¢, k) = [[T()\X(I) ou X(I) = Ad(G(R))- I = G(R)/K;
I/~
ou K est le commutant de I dans G(R) : c’est un sous-groupe fermé de G(R)

qui est contenu dans le groupe spécial orthogonal SO(Ar,¥r.r), et qui est donc
compact puisque ¥gr,; > 0. On a ainsi obtenu une décomposition

M) = [T TIre)xm.

(Np,r) [~ I/~

Remark 4.1. Tl se trouve que les G(R) sont connezxes, et que la décomposition ci-
dessus est un homéomorphisme si ’on munit chacun des I'(n)\X(I) = I'(n)\G(R)/K;
de la topologie quotient de celle de G(R). Cette décomposition est donc la décom-
position en composantes connexes de M(C)! Si l'on savait déja que M est de
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type fini sur SpecZ (c’est vrai, mais nous ne ’avons pas démontré), on obtiendrait
comme corollaire du calcul ci-dessus un énoncé de finitude : I’ensemble de classes
d’isomorphismes qui indexent la décomposition de M(C) est fini.

4.2. Décomposition un peu moins naive. On regroupe cette fois-ci nos quadru-
plets en fonction de la classe d’isomorphisme du couple (V,4), ce qui nous donne
une décomposition
M(C) = [T M([V.4)).

(V,9]
Fixons [V, 4]. Soit G = Spg(V,v), c’est un Q-groupe algébrique et Autg[V,v¢] =
G(Q). On ajoute ensuite (A, k) et I. Le groupe G(A y) agit sur ’ensemble des (A, k)
par g(A, k) = (gA,gk) ol gA =g - ANV et

gk : (gmodn)or: (Z/nZ)* —n*AJA = n_IK/K —nlg- K/g A= n~tgA/A.
Le groupe G(R) agit sur '’ensemble des I par conjugaison. On regroupe ces struc-
tures en fonction de leur G(Ay) x G(R) = G(A)-orbites, ce qui nous donne
)X =GAy)-(Ak) =G(Ay)/K
MVl = I G@\@ x Xa) o { PO ) =G
X5 Xoo

ot K est le stabilisateur (ouvert compact) de (A, x) dans G(Ay) et Ky le stabil-
isateur (compact, puisque contenu dans SO(¢r )) de I dans G(R). On a donc
décomposé M(C) en un produit de

G(Q)\ (G(A))/K; x Xs) = GIQ\G(A)/K K.

4.3. Conclusion. On voudrait découper dans M des sous-foncteurs ouverts et fer-
més, dont les C-points seraient une réunion d’un petit nombre de composantes con-
nexes de M(C). Il nous faut pour cela savoir attacher a tout quadruplet (A4, ¢, A, k)
de M(S) (sur une base S beaucoup plus générale que SpecC) des invariants qui,
spécialisés & S = SpecC, déterminent au mieux la classe d’isomorphisme des triplets
(A, 4, k) (auxquels il faut si possible adjoindre la classe de G(R)-conjugaison de I,
ou G = Aut(A, ) n’est a priori défini que lorsqu’on a déja fixé A et ).

Le point de départ est A = H;(A,Z) : la théorie cohomologique correspondant a
ce H; est la cohomologie de Betti (de la variété topologique sous-jacente a A(C)),
qui n’a donc aucun sens a priori sur une base S quelconque. Sur une base générale,
on dispose cependant de deux théories cohomologiques qui permettent de palier
partiellement & ’absence de Betti : la cohomologie étale - qui apparaitra plus bas
sous le déguisement des modules de Tate T, A, et la cohomologie de de Rham, qui
sera de méme avantageusement remplacée par I’algébre LieA.

X =G(R) I - G(R)/K;

5. EXEMPLE N°4 : VARIETES DE TYPE PEL

Soit B une Q-algébre semi-simple avec une involution x, V un B-module de type
fini, ¥ : V x V — Q une forme symplectique induisant x sur B, G = GSp(V, ) le
groupe des similitudes symplectiques B-linéaire de (V, ), K un sous-groupe ouvert
compact de G(Ay), et X une G(R)-orbite de structures complexes I sur (Vr,¥r)
telle que ¢ ;1 > 0. On veut classifier les variétés abéliennes A sur C a isogénie
prés, munies d’une action ¢ : B — EndOC(A), d’une droite Q\ C Hom’(A4, A?)
ou A : A — A! est une polarisation qui est (B,x)-linéaire, et d’une structure de

ILa condition R, > 0 est stable par Sp(V, ), mais pas par GSp(V, v).
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niveau K, i.e. d’une K-orbite d’isomorphismes B-linéaires x : V — V;A = V;(A, C)
compatible modulo un isomorphisme Ay ~ V1 avec les accouplements 121\ VXV —
Ajet (o, 0>; 1 Vi AxVyA — Vip. On demande en plus que Lie(A) ~ (Vg, I) comme
B ® C-module.

Il revient au méme de classifier les quadruplets (W, J, Q¢,kK) ou W est un
B-module de type fini, J une structure complexe sur le Bg-module Wg telle que
(Vr,I) ~ (Wg,J) comme B ® C-modules, ¢ : W x W — Q une polarisation de
(W, J) (i-e. une forme symplectique induisant x sur B telle que (1) ¢r(Jzx, Jy) =
or(z,y) et (2) ¢r,1 > 0), et K : V — W est un isomorphisme E-linéaire qui envoie
A;:IZ)\ sur A7 ®.

La structure de niveau détermine la classe de Qp-similitude des B,-modules
symplectiques : (V;, Q) =~ (W, Q, ¢p) pour tout nombre premier p. De méme,
nous verrons plus bas que 'isomorphisme de B® C-module (Vr,I) ~ (Wg, J) et les
conditions £Yr 1 > 0, ¢r,; > 0 déterminent la classe d’isomorphisme des triplets
(Vr,I,t¢¥Rr,1) ~ (Wr,J, ¢r, ), donc aussi la classe d’isomorphisme des triplets
(Vr, £¢m, I) ~ (Wr, ¢r, J), et a fortiori la classe de R-similitude des Br-modules
symplectiques : (Vg,R*¢Yr) ~ (Wgr, R*¢R).

Si les Q-similitudes de B-modules symplectiques vérifient le principe de Hasse,
les données ci-dessus déterminent donc uniquement la classe d’isomorphisme de
(V,Q*¢) ~ (W,Q*¢). Il nous reste alors a classifier, modulo Aut(V,Q*v¢) =
G(Q), les données (kK,.J) ol & est maintenant un isomorphisme de (V, Aj V) (ie.
un élément de G(Ay)) et J une structure complexe sur le Br-module symplec-
tique (Vr, Yr) telle que ¢y > 0 et (Vr,I) ~ (Vr,J) comme B ® C-module.
Mais alors & nouveau (Vgr, I, £¢¥r 1) ~ (Vr, J, £¥R,s), donc aussi (Vwr,I, +¢r) ~
(Vr, J, £9Rr) : il existe un automorphisme de (Vg, R*¢r) (i.e. un élément de G(R))
qui conjugue I et J, donc J € X'. Finalement :

M(C) = GQ\ (G(Ay)/K x X).
Si le principe de Hasse est en défaut, on obtient une réunion finie de telles com-
posantes, correspondant & des espaces (W, Q*¢) qui sont partout localement iso-
morphes a (V, Q*v).
Deuxiéme partie 2. Classification(s)

On se propose ici de décrire, pour F' = Q, les ensembles suivants :

A(F) les classes d’isomorphismes de F-algébres semi-simples A.

Pour tout [4] € A(F),

Z(A) les classes d’isomorphismes d’involution * sur A.

P(A) les classes d’isomorphismes de A-modules V' de F-dimension finie.

Pour tout [*] € Z(A), [V] € P(A) et u dans U = {u € Z(A)|u*u = 1},
H(A,x,u)(V) les classes d’isomorphismes de formes u-hermitiennes ¢ sur V.

On en déduira une description de

A'(F) les classes d’isomorphismes de F-algébres semi-simples & involution (A, *),
Et, pour tout [A4,*] € A'(F),

H(A,x,u) les classes d’isomorphismes de (A, x)-espaces u-hermitiens
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On note également

I1(A) Pensemble des involutions de A et

H(A,*,u)(V) Pensemble des formes u-hermitiennes ¢ sur V.
Les définitions de ces objets et des isomorphismes entre iceux seront données en
temps voulu. Dans les énoncés, le corps F' sera toujours supposé parfait. Le plus

souvent, F' sera : un corps fini, un corps local non-archimédien ou archimédien, un
corps de nombre, ou un corps algébriquement clos.

Note 5.1. Tout cela ne devrait guére servir dans la suite du cours!

6. ALGEBRES SEMI-SIMPLES

On ne donne pas de preuve ici, mais une référence : le cours de Milne [4].

6.1. Décomposition.

Proposition 6.1. Toute F-algébre semi-simple A est un produit fini de F-algébres
simples, et toute F-algébre simple est isomorphe 4 une algébre de matrice sur une
F-algébre o division de dimension finie. Donc

A=A x---x A, avec A; ~ M,,(D;)
ot D; est un corps gauche de centre C;, une extension finie de F.

Corollary 6.2. Il y a une bijection entre (1) les composantes simples A; de A, (2)
les composantes simples Z(A;) ~ C; du centre Z(A) de A, et (3) les idempotents
centraur minimaux 14, de A.

6.2. Classification. Pour compléter I’étude de A(F), il reste a classifier les F-
algebres a division, ce qui revient a déterminer I’'ensemble Br(K) des classes d’iso-
morphismes de corps gauche de centre K pour toute extension K de F. Dans ce
qui suit, on prend K = F.

On dit que deux F-algébres centrales simples A; et A, sont Brauer, ou Morita
équivalentes si A; ~ M,,, (D) et Ay ~ M,,(D) pour un méme corps gauche D (de
centre Z(D) = F'). Cette relation est compatible avec le produit tensoriel, qui munit
donc I’ensemble Br(F') des classes d’équivalences de F-algébre centrale simple d’une
structure de monoide, et méme de groupe puisque D ® D° ~ F. Ce groupe admet
une interprétation cohomologique

Br(F) ~ H*(F,G,,).

On a Br(F) = 0si I est fini (théoréme de Wedderburn) ou si F est algébriquement
clos. La proposition qui suit est intimement liée & la théorie du corps de classe.

Theorem 6.3. Pour les corps qui nous intéressent :

(1) Si F est un corps local non-archimédien,
H?(F,Gy) < Hy (F, G) — H,,(F,Z) «— Hy,(F,Q/Z)
induit un isomorphisme inv : Br(F) ~ Q/Z. Si [D : F| = d?, alors

invD = S mod Z avec (r,d) = 1.
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(2) Si F est un corps local archimédien,

{0} si F~C

H*(F,G,,) =
( ) {;Z/Z si F~R

qui donne encore un morphisme inv : Br(F) — Q/Z.

(3) Si F est un corps global, les morphismes Br(F') — Br(F),) induisent

Br(F) ~ ker <Z inv, : ®Br(F,) — Q/Z) .
Corollary 6.4. Soit A = M, (D) une F-algébre centrale simple. Les conditions
suivantes sont équivalentes : (1) A ~ A°PP comme F-algébre, (2) 2[A] = 0 dans
Br(F), (3) 2[D] = 0 dans Br(F), (4) D ~ D°? comme F-algébre, (5) D = F ou
D est un corps de quaternions sur F'.

Démonstration. Les implications (1) = (2) = (3) = (4) sont évidentes. Supposons
donc (4) et soit d? = [D : FJ. Si F est local, invD = % mod Z avec (r,d) = 1 est tué
par 2, donc d = 1 ou 2, d’oit (5). Si F est global, on a de méme inv, D € {0, 3} mod Z
pour toute place v de F, et ’ensemble S des places ou inv, D = % est pair. Soit B
lalgébre de quaternion sur F' telle que RamB = S. Alors [B] = [D] dans Br(F),
donc B ~ D si B est un corps (i.e. S # 0). Sinon, [B] = 0 = [D], donc D = F
car D est un corps, d’ou (5). Supposons enfin (5) et notons x identité de D si
[D : F] = 1, involution canonique de D si [D : F] = 4. Alors M ~ (M™*)! est une
involution F-linéaire de A = M, (D), et cette involution induit en particulier un
isomorphisme de F-algébre A ~ A°PP d’ou (1). O

7. MODULES

On fixe une F-algébre semi-simple A et on se propose de décrire I’ensemble
P(A) des classes d’isomorphismes de A-modules (& gauche) de F-dimension finie. Si
A =] Ai, on aévidemment P(A) = [[ P(A;). La proposition 6.1 nous rameéne donc
immédiatement au cas d’'une F-algébre simple, de la forme A ~ M, (D) pour un
corps gauche D (avec F' C Z(D)). La proposition suivante (un cas particuliérement
limpide d’équivalence de Morita) appliquée & @ = n et b = 1 montre alors que
P(A) ~ P(D). La théorie de la dimension montre enfin que P(D) ~ N.

Proposition 7.1. Soit A= My(D), B= My(D), X = Mpo(D), Y = M, (D) et
X :Mod(A) < Mod(B) : Y
les foncteurs définis par X(V) =X @4V et YW) =Y @ W. Alors X et Y sont

des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de lautre.

Démonstration. Le produit matriciel définit des isomorphismes de (A, A) (resp.
(B,B)) bimodules o : Y @ X ~ Aet f: X ®4 Y ~ B qui induisent a leur tour
des isomorphismes d’endofoncteurs
a:YolX —Idmoaa) et B: X ®Y — ldmoan)

respectivement définis par

~ay: Y @p(X@aAV)=2(Y@X)®@4V 5 A®4V >V et

By X@A(Y @ W)~ (Y4 X)W -5 Bog W~ W.
CQFD. O



POINTS COMPLEXES & EXEMPLES 9

Conclusion 7.2. Si A~ [[;_, M,,(D;), alors
P(A) ~N" via (1;1’ - 7xr) N @;’:1 (DZ%)W

8. INVOLUTIONS

8.1. Définitions. Une involution d’un anneau A est un morphisme de groupe * :
A — A tel que (ab)* =b*a* et a** =a. On aalors 1%, =14 et ¢ : A — A° est un
isomorphisme d’anneau. On note I(A) I’ensemble des involutions de A. On définit
trois relations d’équivalences sur I(A) :

*1 = %o si et seulement si il existe un automorphisme intérieur Ada : A — A tel
que Ada o %1 = %9 0 Ada.

*1 2 Ko si et seulement si il existe un automorphisme intérieur Ada : A — A
avec a € AX et a*' = a tel que xo = Ada o ;.

*1 ~ ko si et seulement si il existe un automorphisme intérieur Ada : A — A
avec a € A* tel que x5 = Ada o *1.

Dans le premier cas, xo = Ad(aa*!) o x; donc x; =~ x5 et bien sur x; ~ x5. Dans le
troisiéme cas, (Adaox1)? = 1 donc Ad(a*!) = Ad(a) i.e. a** = \a avec X\ € Z(A).
Puisque A = a**a~! = a~'a*!, on a A°A = 1 oil ¢ est I'involution de Z(A*) induite
par x; ou o = Ada o ;. La substitution a — %a avec i1 € Z(A*) ne change pas
%2, mais modifie A en u'~¢\. On a donc :

Proposition 8.1. Pour xi,*s € I(A) :
*1 = kg == k] X kg —= k1 ~ k9.
De plus :

(1) Dans la classe d’équivalence de x pour ~, les classes d’équivalences de =
sont en bijection avec le quotient de {a € A*|a* = a} pour la relation
d’équivalence a — pa*ac, « € A* et p € Z(A)*, u* = u.

(2) Dans la classe d’équivalence de * pour ~, les classes d’équivalences de ~
sont en bijection avec un sous-ensemble de {\ € Z(AX)|]A°X = 1} mod

{n/pclp € Z(A*)}, ou c = *|Z(A).
Classifier les involutions sur A signifie : déterminer les classes d’équivalences pour
la plus fine des relations, a savoir =. Pour ce faire, on commence par déterminer
les classes d’équivalences pour ~, puis ~~.

8.2. Décomposition et types. Lorsque A est une F-algébre semi-simple, tout
Z(A)-automorphisme de A est intérieur, donc

Lemma 8.2. x| ~ %3 si et seulement si x1 et %o induisent la méme involution ¢
sur Z(A).

On note alors I(A, ¢) ensemble des involutions de A qui induisent ¢ sur Z(A) :
c’est un sous-ensemble de I(A) qui est soit vide, soit une classe d’équivalence pour
~ (selon que c se prolonge ou non en une involution de A?). Tous les éléments
de I(A,c) induisent la méme involution ¢ sur I'ensemble des idempotents centraux
minimaux, donc la méme involution ¢ sur I’ensemble des composantes simples de
A. En regroupant ces composantes simples en c-orbites, on voit donc que I’étude de
I(A,c) se rameéne a 'un des trois cas irréductibles suivants :

2 Attention : ¢ se prolonge toujours en un automorphisme de A'!
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8.2.1. Type D : A = Ay x Ay avec Ay et Ay simples et échangés par c. Soit * €
I(A,c). Alors x|As induit un isomorphisme As ~ AS. Par transport de structure,
on peut supposer que As = A{ et que cet isomorphisme est l'identité, ce qui nous
raméne & A = A; x A avec x(0,a) = (a,0) donc x(a,0) = (0,a) et x(a,b) = (b,a).
On en déduit facilement que les trois relations d’équivalences ~, ~ et = coincident
sur I(4,c), et qu'il n’y a donc qu’une classe d’équivalence pour chacune de ces
relations.

8.2.2. Type I : A est simple et ¢ = Id sur C = Z(A). Soit x1,%2 € I(A, Id). Soit
a € A* tel que x2 = Ad(a) o *1. Alors a*' = ea avec € € {£1} et

A[*Q + Id] = A[*l + Eld] - a
donc dimg Afxg + Id] = dime A[x; £ eld]. Si A = M, (C') et 1 est la transposition,

n(n+1) _ nin—1)
2 2 '

Puisque toute C-algébre centrale simple devient isomorphe a M, (C’) sur une ex-
tension convenable C’ de C, les classes d’équivalences de ~ dans I(A, Id) sont

I(A,+) = {x € I(A, Id)|dime Al T Id] > dime Alx + Id]}.
Attention : il se peut toutefois que I(A4,+) = 0!

dime Alx, — Id) = > dime Alx; + Id]

Proposition 8.3. Soit A = M, (D) avec Z(A) = Z(D) =C etd*=[D : C].

- Sid=1,I(A,+)#0 et (I(A,~) # 0 <= n=0mod 2).

- Sid=2,1(A,+)#0 et I(A,—) # 0. De plus, [(D,—) = {can}.

- Sid>2et Ce{loc,en}, I(A,+)=1(4,-)=10.
Démonstration. Si x € I(D, %), alors (m; ;) — (m};) € I(A,£). Si D = C,
I(D,+) = {Id} # 0, qui donne * € I(A,+) # 0. Les éléments de I(A,=+) sont
alors de la forme Ada ot avec a' = +a, donc

I(A,-)#0 < Ja € GL,(C)|a"' = —a <= n=0mod 2.

Si D est un corps de quaternion sur C', l'involution canonique x = can est dans
I(D,—) # (. Les éléments de I(D, +) sont de la forme Add o x avec d* = Fd. Donc
I(D,—) = {can}, I(D,+) = Ad(D{) - {can} # 0 ou Dy = ker(tr : D — C) et
D = Dy — {0}, et I(A,+) # 0. Si enfin d > 2 et C est un corps local ou un corps
de nombre, alors A % AY donc (A, +) = . O

8.2.3. Type II : A est simple et ¢ # Id sur C = Z(A). Le théoréme de Hilbert 90
montre alors que ~=~ sur I(4,c).

Proposition 8.4. Soit A= M, (D) avec Z(A) = Z(D) = C et d®> = [D : C]. Soit
Co ={z € Clz® = x}.
(1) Sid=1, I(A,c) # 0.
(2) Sid>1 etC estlocal, I(A,c)=0.
(3) Sid>1 et C est global,
I(A,¢) #0 < Yug de Cy : ZinvvC’ =0.

v|vg
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Démonstration. Sid =1, (m; ;) (m$,;) € I(A,c) # 0. En général : si x € I(4,c),
I’isomorphisme semi-linéaire x : A — A° induit un isomorphisme de C-algébres
A®c,.C ~ A% donc [A] + c[A] = 0 dans BrC. Si C est local, action de ¢ sur BrC
est triviale, donc 2[A] = 0 dans BrC, et D = C ou D est un corps de quaternion.
Dans le second cas, can o * fournit une donnée de descente sur D/C relativement
a SpecC — SpecCy : il existe donc une Cp-algébre (de quaternion) Dy telle que
Dy ®c, C ~ D. Mais alors D ~ My(C) puisque [C : Cp] = 2, une contradiction.
Supposons enfin que C' est global. Soit v | v une place de c. Si cv = ¢, x € I(A,, ¢) #
() donc inv, A = 0. Sinon, inv, A+inv., A = 0. Pour la preuve de I'implication inverse
<« dans (3), voir [6], mais nous n’en aurons (presque) pas besoin. O

8.3. Conclusion. On connait maintenant les classes d’équivalences d’involutions
sur A pour =~ (les types d’involution, qui sont des produits de types élémentaires
D, I(£) ou II(c)). On veut ensuite décomposer chacun de ces types en classes
d’équivalence pour =. Nous verrons plus bas que ce probléme est un cas particulier
de la classification des formes hermitiennes correspondant & une involution du type
donnée.

9. FORMES HERMITIENNES

9.1. Définitions. Soit A un anneau, C' = Z(A) le centre de A, x une involution
de A, U = {u € C|uu = 1} le groupe des unités de (C, c¢).

Definition 9.1. Soit V' un A-module & gauche. Une forme sesquilinéaire sur V' est
un morphisme biadditif ¢ : V x V' — A tel que
Ya,be A, Yo,w eV : Y(av, bw) = a (v, w)b*.

On note S(A,*)(V) 'ensemble des formes sesquilinéaires sur V. C’est un C-
module & gauche muni d’une involution semi-linéaire 7 définie par

(19) (v, w) = Y (w, )"

Definition 9.2. Soit u € U et V un A-module & gauche. Une forme u-hermitienne
sur V est une forme sequilinéaire ¢ : V x V — A telle que (1) ¢ = wi, i.e.

Yo,w eV : P(w,v)* = u(v,w)
et (2) ¢ est non-dégénérée, i.e.
YoeV: P(v,0) =0 < YP(o,v) =0 < v=0.
On note H(A,*,u)(V) 'ensemble des formes w-hermitiennes sur V' et H(A,*, u)

Pensemble des classes d’isomorphismes d’espace w-hermitien (V) ou V est de
type fini sur A.

9.2. Variantes. Supposons que A est une F-algébre semi-simple, et que F C C
est stable sous x. On note tr = try,;p : A — F le composé de la trace réduite
trac : A— C et de la trace usuelle Tro/p : C — F.
Lemma 9.3. C’est une application F-linéaire qui vérifie

(1) tr(ab) = tr(ba),

(2) tr(ae) =0 < tr(ea) =0 < a =0,

(3) tr(a*) = tr(a)*.
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Démonstration. Par définition, si A = [ A; est la décomposition de A en facteurs
simples A; de centre Cy, on a tryp = > ;tra,/rp = >, Tre,/p o tra, ¢, Les pro-
priétés (1) et (2) résultent donc des propriétés similaires pour les algébres centrales
simples A;/C};, lesquelles se démontrent par passage a une cloture algébrique de
C;. Le méme argument montre aussi que try,p(a) = terpp/F(a) pour tout a € A.
Sio: F — F’ est un isomorphisme de corps et ¢ : A — A’ un isomorphisme
o-linéaire, on voit de méme que o otry/p = tra/p 0o : A — F'. Appliquant ceci
ax:A— AP on en déduit que try,p(a)* = trgom p(a*) = try p(a*) pour tout
a € A O

Corollary 9.4. Pour tout A-module V' de F-dimension finie, ¢ — tr,/p o ¢ induit
un isomorphisme Hom 4 (V, A) — Homp(V, F).

Démonstration. C’est F-linéaire et injectif par (2) : il suffit donc de voir que source
et but ont méme dimension. Or si A ~ @A, avec A; = M,,(D;) et V = @V, avec
Vi=V/jou Vo= D, ona

Homx (V, A) = ©;Homay, (V;, A;) = ©;Homa, (Vi 0, Ai)"
et Homa, (V;0, 4;) ~ Homp,(D;, D}') = (DJ*")™ par Morita, donc

dimp Homy (V, A) = Zrmi dimp D; = dimp V = dimp Homp(V, F),

CQFD. O

Munissons Hom 4 (V, A) de la structure de A-module & gauche définie par
Vaec AetveV: (a®)(v) = ®(v)a™
Puisque tr(®(v)a*) = tr(a*®(v)) = tr(®(a*v)), elle correspond sur Homp(V, F') a
VacA et veV: (ad)(v) = ¢d(a*v).

La donnée d’une forme sesquilinéaire ¥ : V' xV — A est équivalente & la donnée d’un
morphisme de A-module @ : V' — Homu(V, A), via ®(v)(w) = ¥(w,v), donc a la
donnée d’un morphisme de A-module ¢ : V' — Hompg(V, F), elle méme équivalente
a la donnée d’une forme bi-additive ¢ : V x V — F, via ¢(v)(w) = ¢(w,v). On
obtient ainsi une bijection ¥ — 1 = tr o ¥ de I’ensemble des formes sesquilinéaires
U :V xV — A sur ’'ensemble des formes ¢ : V x V — F telles que

VA, €e€F et vyweV: Y(A1v, Aogw) = M A5 (v, w)

et
VaeA et vweV: Y(av, w) = Y(v,a*w).

On note Sg(A,x)(V) Pensemble de ces formes, que 'on appelle aussi sesquilinéaires.

L’involution (7¥) (v, w) = ¥(w,v)* de S(A,*)(V) correspond a 'involution don-
née par la méme formule (7¢)(v,w) = P(w,v)* sur Sp(A,)(V), tandis que la
structure de C-module (c¢¥)(v, w) = ¢¥ (v, w) de S(A,*)(V) correspond a la struc-
ture (c)(v,w) = Y(cv,w) = (v, c*w). L’ensemble H(A,*,u)(V) des formes u-
hermitiennes ¥ : V x V — A correspond enfin & 'ensemble Hp(A,x,u)(V) des
formes sesquilinéaires ¢ : V x V' — F telles que (1) ¢(w,v)* = ¢¥(uv,w) et (2)
P(v,0) =0 < YP(o,v) =0 < v=0.
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9.3. Formes et Involutions. Soit (A, ) comme ci-dessus et V un A-module a
gauche de type fini. Pour tout ¢ € H(A,*,u)(V), la formule

Yo,w eV : Y(bv,w) = Y(v, b*¥w)
définit une involution %y de B = End4V.

Proposition 9.5. Si A est simple de centre C, alors B est simple de centre C' et

(1) Six est de type I(x), alors i — %y induit une bijection
H(A, *,€)(V) mod C* ~ I(B, +e).
(2) Six est de type II(c), alors i — %y induit une bijection
H(A,*,u)(V) mod U ~Z(B,c).

Dans les deux cas, la relation d’équivalence = sur le terme de droite correspond
a la relation 1) = 1)’ si et seulement si il existe un A-isomorphisme de V' qui envoie
¥ sur un C-multiple de ¢’ (le facteur multiplicatif est alors un élément inversible
du sous-corps Cy de C fixé par ¢). Si A = D et V = D", alors B = M, (D). On
obtient ainsi la classification annoncée des involutions :
— Pour connaitre Z(M,(D),+) modulo =, il suffit de déterminer H(D,x, t¢)
pour une seule involution *x € Z(D, ).
— Pour connaitre Z(M,, (D), ¢) modulo =, il suffit de déterminer H (D, *, 1) pour
une seule involution x € Z(D, ¢).

9.4. Décomposition.
Lemma 9.6. Si (A, %) = [[(4:,%:), Z(A) =[] Z(A;) et u= (u;), alors
H(A7*7 U,) = HH(Aia*ia ui)'

Démonstration. C’est immédiat. O

Cela nous raméne immédiatement, dans la classification des espaces u-hermitiens,
a l'un des quatre types élémentaires de (A, *) : D (décomposé), I(+) (simple de
premiére espéce), ou II(c) (simple de seconde espéce).

9.5. Le type D. On suppose que (A4,%) = (4A; x A$,x) avec (a,b)* = (b,a) (ou
Ay est une F-algébre simple). Alors u = (up,u; ") avec u; dans le centre C; de A;.
Soit V un A-module & gauche. Alors V' = V; x V{? ou V; et V}° sont respectivement
des A; et A9-modules a gauche. On regarde V, comme un A;-module & droite. La
donnée d’une forme sesquilinéaire ¥ : V x V — A est équivalentes & celles de deux
applications

Pr:Vix W — A et )V x V- 4
telles que vy (av, wb) = a1 (v, w)b et PP (wb, av) = abd(w,v)a, via
Y((v, w), (vlvw/)) = (1/}1(7}71”/)71/)?(7”’”/)) € Ay x Atl)

On a alors (7)1 (v,w) = YP(w,v) et (7)) (w,v) = 1 (v,w). Donc ¢ est u-
hermitienne si et seulement si ¥{(w,v) = u11 (v, w) et

P1(v,0) =0 <= P1(e,v) =0 < v=0.
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Dans ce cas, ¢ induit un isomorphisme de A;-modules & droite?
09 € VP = apy (e, 1)) € Homa(V7, Ay).

Par transport de structure, on peut donc supposer que V;? = Hom 4 (Vy, A1), ¥1 (v, w) =
w(v) et alors Y9 (w,v) = uyw(v). On en déduit que
Lemma 9.7. (V,¢) — Vi induit une bijection H(A,*,u) ~ P(A1).
9.6. Les types I et II (Morita). On fixe (D, *) et pour tout z,y € N, on note
encore % : My (D) — M, . (D) lapplication (m; ;) — (m},). Soient

- A= My(D) muni de x4 = Aduy o x ~ % avec u’y = equq4, €4 € U,

— B = My(D) muni de xg = Adup o x ~ x avec uly; = egup, g € U.
On consideére

~ X = My(D) muni de [,]p : X x X — B ot [z1,22]p = z1uaziug’,

~Y =My (D) munide [,]4:Y x Y — B ot [y1,y2]a = y1upyiu,’
On peut alors étendre les foncteurs de I’équivalence de Morita

X : Mod(A) « Mod(B) : Y XV)=X®aV et YW)=Y W
aux catégories d’espaces sesquilinéaires
X :S(A,%x4) < S(B,*xp): Y

en posant :

— Pour V€ Mod(A) et ¢ € S(A,x4)(V), X(p) : X(V) x X(V) — B est

X(d) (71 ® v1, 72 ®va) = [T19(v1,v2), 2] B
— Pour W € Mod(B) et ¢ € S(B,*g)(W), Y(¥) : Y(V) x Y(V) — A est

V(@) (y1 @ wi,y2 ® w2) = [y19 (w1, wa), Yo 5.

On vérifie aisément que

X(1¢) = eaepTX(¢) et V(1) = eaepTY(¥).
On en déduit que pour V < W, les constructions ci-dessus induisent des bijections
H(A, xa,ueq) < H(B,xp, uep)

pour tout u dans U = {u € Z(D)|u‘u = 1}.
9.7. Les types I et II (Classification). D’apres les résultats qui précédent, il ne
nous reste plus qu’a étudier les cas suivants (ou loc=corps local non-archimédien
et cn=corps de nombre) :

- Q(F)=H(F,1,1) pour F € {loc,R,C,cn},
- A(F) =H(F,1,1) pour F € {loc,R,C,cn},
- Q(B)
- A(B)
- H(K) =

H(
‘H(B, can, 1) pour B/F corps de quaternions, F' € {loc, R, cn},
H(B, can,—1) pour B/F corps de quaternions, F € {loc, R, cn},
H(K,c,1) pour K/F quadratique avec F € {loc, R, en},
- H(D) = H(D,*, 1) pour D/K/F centrale simple avec F' € {cn}.
Mentionnons quelques principes généraux :

(1) Toutes les formes admettent des décompositions de Witt : hyperbolique +
anisotrope. Cela permet de définir 'index de Witt.

3(est le seul endroit ot I'on a besoin des hypothéses de finitudes - de A; et V sur F- pour
ramener cette question a un calcul de F-dimension.
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(2) Toutes les formes sont diagonalisables, sauf pour A(F). Cela permet de
calculer /définir le déterminant (ou le discriminant), ainsi que d’autres in-
variants : signature, invariants de Hasse...

(3) Toutes les formes vérifient le principe de Hasse, sauf A(D).

Donnons enfin la liste des invariants qui permettent de classifier toutes ces formes.
9.7.1. Pour A(F). Le rang suffit. C’est le double de 'index.

9.7.2. Pour Q(F). C’est le cas le plus classique, trés lié & la théorie du corps de
classe. Les invariants sont

F =R rang, signature
F=C rang
F =loc rang, discriminant, Hasse

F =cn  rang, discriminant, Hasse, signatures

9.7.3. Pour H(K). C’est encore trés classique, et cela résulte du théoréme de Jacob-
son, qui dit qu’une forme K-hermitienne est déterminée par la forme quadratique
sous-jacente. Les invariants sont :

F =R rang, signature
F =loc rang, discriminant

F =c¢n  rang, discriminant, signatures

9.7.4. Pour Q(D). C’est moins classique. Le théoréme de Jacobson dit maintenant
qu’une forme D-hermitienne est déterminée par la forme quadratique sous-jacente.
Les invariants sont :

F =R rang, signature
F =loc rang

F =cn rang, signatures

9.7.5. Pour A(D). Le principe de Hasse est en défaut, et la classification sur un
corps de nombre est donc plus difficile. Les invariants sont

F =R rang

F =loc rang, discriminant

F=cn 77

9.7.6. Pour H(D). Cela ne fait sens que sur un corps de nombre. Les invariants
sont le rang, les signatures aux places ou K/F = C/R, et le discriminant.

10. CONDITIONS DE POSITIVITE

10.1. Les R-algébres simples. Il y a M, (R), M, (C) et M,,(H) ot H est le corps
de quaternions.
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10.2. Les formes hermitiennes élémentaires. Le tableau suivant liste les classes
d’isomorphismes d’espaces hermitiens (V,v) € H(D,*,+1) dans les situations élé-
mentaires. Les représentants sont donnés sous la forme V' =D-espace vectoriel des
vecteurs lignes a n-coefficients dans D et ¥(X,Y) = XMY** avec M € M, (D).

| Nom | H(D,xu) [Formes XMY*'| Rang [ Invariants |
AR) | HR,Id,—1) M=J, n=2m index m
A(C) | H(C,Id,—-1) M=J, n=2m index m
A(H) | H(H, can,—1) M =jI, n rang n
OR) | H(R,Id,1) M=1,, n =p+ q | signature (p, q)
Q(C) | H(C,Id,1) M=1, n rang n
OMH) | H(H,can,1) M=1I,, n =p+ q | signature (p, q)
H(C) | H(C,can,1) M=1,, n = p+ q | signature (p, q)
L’élément j de H vérifie j2 = —1 et les matrices sont

(0 -, (4, 0
m= (4 ) we= ()

La démonstration se fait comme suit.

Pour A(R) et A(C), les espaces considérés admettent des décompositions de
Witt, V = L}, Dep®De_y, avec (ey, e_x) = 1. Dans tous les autres cas, ils admet-
tent des décompositions orthogonales : V = L7_, Dey. Posons ay = (e, ex) # 0.
La substitution ey — dej change oy, en dagd*. Dans le cas A(H), af = —ay, donc
aﬁ = —nray < 0 et 'on peut changer chaque «aj en j € H. Pour les quatre derniers
cas, on a af = ag, que l'on peut changer en 1 dans le cas Q(C), et en 1 dans les
trois autres cas Q(R), Q(H) et H(C).

10.3. Les classes d’équivalences d’involutions. On en déduit que les classes
d’équivalences de paires élémentaires (A, *) sont données par (1) les types D, i.e.
(A1 x A9, %) pour A; = M,(R), M, (C) ou M, (H) et (a,b)* = (b,a), et (2) les

’ nom \ A \ Type \ Involution \ Invariants ‘

AR) | Mo (R) | I(—) | AdJy, 0 (M — M) rang 2m
A(C) | M3y, (C) | I(—) | AdJy, o (M — M?) rang 2m
AMH) | M,(H) | I(+) | AdjI, o (M — ") rang n
OQR) | M,(R) | I(+) | Adl, 40 (M — M?") | signature {p,q}
Q(C) | M,(C) | I(+) M — M? rang n
QH) | M,(H) | I(-) | AdL, o (M — M) | signature {p,q}
H(C) | M,(C) | II(c)| AdL,, o (M +— D) | signature {p, q}
Le nom est ~ H(A, ) par équivalence de Morita.

10.4. Formes et involutions positives. Pour tout (A,x) et 1» € H(A,*)(V), on
peut former

Yr =Trym o € Hr(A,x)(V)
puis oublier la structure de A-module sur V' pour obtenir

Yr € Hr(R,%)(V) = QR)(V)
i.e. une forme quadratique sur V.

Definition 10.1. On dit que ¥ > 0 ssi cette forme quadratique est définie positive.
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D’autre part, (a,b) — ab* est un élément canonique ¥ (x) de H(A,x)(A). Ce qui
nous conduit & la définition :

Definition 10.2. On dit que x > 0 ssi (%) > 0, i.e. Try/r(aa*) > 0 pour tout
a # 0.

On se propose de démontrer :

Proposition 10.3. Les conditions suivantes sur (A, *) sont équivalentes :
(1) Il emiste [V,4] € H(A, *,1) avec V fidéle et ¢ > 0,
(2) L’involution x est positive,
(3) L’algébre a involution (A,x) est un produit de facteurs du type
(Mp(R), %) (Mn(C),%) et (Mn(H),%)
avec (m; ;)" = ().

Si ces conditions sont vérifiées, alors pour tout V, il existe une et une seule classe
d’isomorphisme de v > 0 dans H(A,*)(V).

Démonstration. (1) <= (2) : Il est clair que (2) = (1). Inversement, soit
[V, 9] € H(A, %) avec V fidéle et ¢ > 0. Pour tout A-module simple W, il existe un
plongement W — V. Son orthogonal W’ pour v est alors un supplémentaire de W
dans V. On en déduit que V est une somme directe orthogonale de (V;,|V;) avec
V; un A-module simple, et que chaque A-module simple est isomorphe & au moins
un des V;. Soit maintenant 0 # a € A et a = aa*. Alors «|V; est auto-adjoint, donc
diagonalisable dans une R-base orthonormeée ey, --- , e, de (V;,¥r|V;), et de trace
trr(a|V;) = Y Yr(ae;, e;) = > ¢Yr(ae;, ae;). Chacun des termes est ici positif, et
ils sont tous nuls si et seulement si a|V; = 0. Puisque V est fidéle et a # 0, on voit
donc que pour tout A-module simple, trr (a|W) > 0 avec trr (a|W) > 0 pour au
moins un W. Mais tr4/r () est une combinaison linéaire & coefficient entier > 0
des trr (a|W), donc tr4/r(a) > 0.

(2) <= (3):Si (A, %) =[](Ai,*;), alors * > 0 <= (Vi:*; > 0). On est donc
ramené & 'un des cas suivants :

— (A, %) = (A1 x A%, %) avec (a,b)* = (b, a). Soit a; # 0 dans A; et a = (a1,0) #0

dans A. Alors aa* = 0 donc x % 0.
- (A, %) = (EndpV, *y) pour ¢ € H(D,*)(V) avec

(D,x) € (R,Id),(C,can), (H, can), (C, Id), (H,nc).
Dans tous ces cas, (V, 1) admet une décomposition en droite :
(V) = L(D, e;xy™) avec ¢; € {£1}.

Si a € A préserve cette décomposition, i.e. a = (d;), on a donc

tra/r(aa”) = trr(aa*|V) = Z eitrp/r(did;).
On en déduit que * > 0 si et seulement si
— %> 0sur D, ie (D,x) € (R,Id),(C,can),(H,can) et
— tous les ¢; sont égaux a 1
Ce qui démontre bien que (2) <= (3).
Supposons enfin que (A,*) > 0 et montrons que ’application

R:H(A, %) — P(A)  [V,¢] — [V]
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induit une bijection

R” i H” (A, %) — P(A).
On se raméne aux trois cas élémentaires de (3), pour lesquels la signature donne
H(A,*) ~ N xN avec H” (A, x) = Nx {0}, lerang P(A) ~ N, avec R(p,q) = p+gq.
Donc R~ : (n,0) — n est bien une bijection. O

10.5. Polarisations. On veut maintenant classifier les triplets (V, 1, I) ou [V, )] €
Hr (A, *,—1) et I est une structure complexe sur V' compatible avec 1. C’est-a-dire,
I € EndaV, I? = —1 et ¢(Iv, Iw) = ¢ (v, w). La donnée de I est équivalente & celle
d’un morphisme d’anneau h : C — End4V (douné par h(a + bi) = a + bI) tel que
Y(h(z)v,w) = Y(v, h(Z)w). Elle fournit aussi d’autres structures :

(1) V devient un A ® C-module V7,

(2) Y(v,w) est dans Hr(A® C,x® ¢, —1)(V1),

(3) Yr(v,w) =¢¥(Iv,w) est dans Hr(A® C,x® ¢, 1)(V})

(4) Ur(v,w) =Yr(v,w) + (v, w) est dans He(A® C,*® ¢, 1)(V7)

Les données (V,1,v), (Vi,v), (Vi,v¢5) et (Vi,¥;) sont équivalentes, de sorte que
nos triplets sont classifiés par :

HrR(ARC,x®¢,—1) * HR(A® C,*®c) ~ Hc(A® C,*x® ¢)

(c’est évident sur les formules, mais on peut aussi utiliser des arguments plus so-
phistiqués : le premier isomorphisme est un cas particulier d’équivalence de Morita,
le second un cas particulier de trace H ~ Hc ~ HR).

Definition 10.4. Un triplet (V,1,I) est positif ssi ¢y >0 <= ¥; > 0.

L’existence d’un seul triplet positif fidéle implique donc que (A, *) > 0. Nous
ferons maintenant cette hypothése. La derniére assertion de la proposition 10.3
appliquée & (A ® C,* ® ¢) dit que sur tout A ® C-module V7, il existe une unique
classe d’isomorphisme de ;. En particulier :

Proposition 10.5. Soient (V,v¢,I) et (V', o', I') deuz triplets > 0. Alors
V.D)= (V' I') <= (V,o,I) = (V"¢ T).
De plus, toute paire (V,I) peut étre complétée en un triplet (V 1), 1) > 0.
Nous aurons aussi besoin de la proposition suivante :
Proposition 10.6. Soient (V,¢,I) et (V' ¢’ I') deux triplets > 0. Alors
(Vo) = (V') = (V1) = (V' ¢, I').
De plus, toute paire (V, 1)) peut étre complétée en un triplet (V,4,I) > 0.
Démonstration. 1l s’agit de voir que ’application d’oubli de la C-structure
R:Hr(A®C,x®c,—1) = Hr(A,x,—1) Vi, ¢] — [V, 9]
induit une bijection
R” :HZ(A® C,x® ¢, —1) — Hr(A,*,—1).
On se rameéne immédiatement aux cas élémentaires ol
(A, %) € {(M,(R),can), (M, (C), can), (M, (H), can)}

et par une équivalence de Morita au cas ou n = 1.
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- Si (A, %) =(R,Id), (A C,x®c) = (C,c). Alors : (a) (V7,1) est classifié par
la signature (2p,2q) de (Vi,¢r) € Q(R) et (Vi,0) >0 <= ¢=0; (b) (V,v¥)
est classifié par l'index 2m = dimg V'; (¢) R s’identifie & (p,q) — m = p + q.
Donc R~ : (p,0) — p est une bijection.

- Si (A, %) =(C,e), (AR C,x®c) ~ (C,c) x (C,c) via 21 ® 22 — (2122,Z122).
Alors : (a) (Vi,%) = (VI 0M) @ (VP @) est classifié par les signa-
tures (2p™), 2q 1)) et (2p?,2¢?) de w(l) et 1/1(2) € QR), et (V1,9) > 0
ssi ¢V = ¢ ; () (V,4) est classifié par les signatures (p,q) de i ; et
(c) Rs Identlﬁe a ((p(l) M), ?,¢®)) — (M + ¢?,¢M + p®@). Donc
B> (pM,0), (p?,0)) — (pV,p?) est une bijection.

- Si (4,%) = (H,can), (A® C,*® ¢) ~ (M3(C),can). Alors (a) (V;,¢) est
classifié par les signatures (4p, 4q) de (Vi,9r) € Q(R) et (Vi,9) > 0 ssi
g =0; (b) (V,9) est classifié par le rang 4m = dimg V'; et (¢) R s’identifie &
(p,q) — m =p+q. Donc R~ : (p,0) — p est une bijection.

CQFD. 0

Corollary 10.7. Fizons [V 9] € H(A,*,—1). Soit G = Aut o(V,v). Alors l’ensem-
ble X des I tels que (V,1,I) > 0 est une classe de G(R)-conjugaison dans G(R).

Démonstration. Pour tout triplet (V,4,I), on av(Ix, Iy) = ¢(z,y) donc I € G(R).
Si (V,4,1) et (V,4,I5) sont positifs, il existe un isomorphisme « : (V,¢, ;) —
(V,4,15), donc o € G(R) et aol; = [y 0aq, ie. Iy = alja~! dans G(R). O

Donnons enfin une description concréte des ensembles X' ainsi obtenus. En dé-
composant (A, *) en composantes simples et en utilisant une nouvelle fois I’équiva-
lence de Morita, on voit que X est un produit des espaces élémentaires suivants :

Type I(+): Si (A,x) = (R, Id), (V,9) est un R-espace symplectique et G ~
Sp,,,. Soit B = (e1,e_1, -+ ,en,e_y,) une base symplectique de (V1)) et
I = I(B) ’endomorphisme de V défini par Ie, = sign(k)e_g.Alors I € X
et le stabilisateur de I dans G(R) est le groupe des C-automorphismes de
VI qui préservent 1, ou ¢y, ou ¥y : c’est donc le groupe unitaire de (V;, ¥y),
qui est compact puisque ¥; > 0. On a donc

X = G(R)-I={I(B)|B base symplectique}

Sp(2n)/U(n).

Type II: Si (A,x) = (C,¢), Aut(V,9) = Aut(V, V) ot ¥(v,w) = ¥(iv,w) +
(v, w), donc G ~ U(p,q) ou (p,q) est la signature de (V, ¥). Soit V =
V4 LV_ une décomposition de V avec U|V > 0et U|V_ < 0. Soit I = I(V})
I’endomorphisme C-linéaire de V' qui est la multiplication par +i sur V.
Alors I € X et le stabilisateur de I dans G(R) est U(Vy) x U(V_) ~
U(p) x U(q), donc

X = GR)-I={I(VyQ)|¥|V; >0et ¥[Vi <0}
~ Ulp,q)/U(p) x U(q).

Type I(-): Si (A,%x) = (H, can), choisissons i € H avec i*> = —1. Soit B =
(e1, -+ ,en) une (i, H)-base, i.e. une H-base orthogonale de V telle que
Y(hieg, hoex) = tra/r(h1ih3) pour tout k. Soit I = I(B) 'endomorphisme
H-linéaire de (V, ) qui envoie ey sur —ieg. Alors I € X et

X =GMR)-I={I(B)|B (i,H) — base}.

R
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10.6. Les cas simples. On décrit (1) les Q-algébres simples & involutions (B, x)
tels que xg > 0 sur Bgr, (2) les invariants qui classifient H(B,*, —), (3) les espaces
X =G(R) - I. On part de la classification déja établie.

[
[
[
[
[
[
[
[

Q(F): B = M,(F) avec x = x4 pour ¢ € Q(F). Alors F' est totalement réel,
H(B,,—1) ~ A(F) est classifié par le rang et X' est un produit de [F': Q]
espaces de type I(+).

A(D): B = M, (D) avec * = x4 pour ¢ € A(D), D/F quaternionique. Alors F’
est totalement réel, D totalement indéfini, H(B, *, —1) ~ Q(D) est classifié
par le rang et X est un produit de [F': Q] espaces de type I(+).

A(F): ce cas est ezclu, il n’y a pas d’involution positive. Heureusement, puisque
c’est le seul cas ou les invariants plus subtils de type Hasse sont requis pour
la classification de H(B,*, —) ~ Q(F).

Q(D): B = M,(D) avec * = x4 pour ¢ € Q(D), D/F quaternionique. Alors
F est totalement réel, D totalement défini, H(B,*, —1) ~ A(D) est... prob-
lématique, car ne vérifie pas le principe de Hasse, et X' est un produit de
[F : Q]-espaces de type I(—).

H(K): B = M,(K) avec * = %4 pour ¢ € H(K). Alors K est une exten-
sion CM de F, H(B,*,—) ~ H(K) est classifiée par rang, discriminant et
signatures, et X est un produit de [F : Q]-espaces de type II.

H(D): B = M, (D) avec * = %, pour ¢ € H(D). Alors K est une exten-
sion CM de F, H(B,*,—) ~ H(D) est classifiée par rang, discriminant et
signatures, et X est un produit de [F' : QJ-espaces de type I1.
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THEORIE DE LA MULTIPLICATION COMPLEXE

On se propose dans cette quatriéme partie du cours d’étudier en détail une
certaine classe de problémes de module de type PEL qui est trés remarquable &
plus d’un titre : (1) les variétés abéliennes que l'on classifie sont distinguées dans
la catégorie de toutes les variétés abéliennes par une propriété de maximalité (ce
sont les variétés abéliennes de type CM), (2) les schémas qui classifient ces variétés
abéliennes de type CM sont finis (ce sont les variétés de Shimura de dimension
0), et (3) les groupes réductifs qui décrivent les C-points de ces schémas sont des
tores. Dans la cinquiéme partie du cours, nous verrons que la théorie des variétés de
Shimura s’appuie de maniére essentielle sur la théorie de la multiplication complexe.

1. SOHEMAS ABELIENS A MULTIPLICATIONS COMPLEXE
1.1. Compléments sur Hom{ (A, B). Soit k un corps (parfait).
Lemma 1.1. La fonction ¢ — deg ¢ sur Endi(A) s’étend en une fonction
deg : End)(4) — Q
qui est polynomiale de degré 2g ot g = dim A.

Démonstration. Puisque deg(na) = n?9q, il suffit de voir que pour tout a et 3 dans
Endg(A), la fonction n — deg(na + ) est polynomiale. Si £ est ample sur A,

X(£) - deg(na + B) = x((na + )" L)

11 suffit donc de montrer que la fonction n — x((na + 8)*L) est polynomiale sur
L, ce qui résulte du théoréme du cube, cf [1, §19, Theorem 2]. O

Corollary 1.2. Pour tout sous-groupe M de Homy (A, B) de type fini sur Z, lin-
tersection N de QM et Homy, (A, B) dans Hom} (A, B) est de type fini sur Z.

Démonstration. On se raméne au cas ou A et B sont simples, puis au cas o A = B.
Le polynome ¢ — deg ¢ sur End(A) se restreint au Q-espace vectoriel de dimension
finie QM, puis s’é¢tend au R-espace vectoriel V = QM ®q R en une application
polynomiale (donc continue) V' — R. L'ensemble U = {v € V : |deg(v)| < 1} est
alors un voisinage ouvert de 0 dans V' dont l'intersection avec N = QM NEndy(A4)
est réduite & 0. Donc N est un sous-groupe discret de V : on sait que de tels
sous-groupes sont, de type fini sur Z. O

Proposition 1.3. Pour tout ¢ # cark et A, B sur k,
Homy (A, B) ® Z; — Homg, (T, A, Ty B).

Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout sous-groupe M de Homy (A, B)
qui est de type fini sur Z, Ty : M ® Zy — Homg, (T; A, T;B), et 'on peut supposer
d’apres le corollaire précédent que M est saturé dans Homyg (A, B). Soit aq, -+,
une Z-base de M, A1, -+, A € Zytels que Ty(a1 @A+ - +a,.Q\,.) =0, et n;(s) € Z
avec n;(s) = Ay mod £°. Alors a(s) = ni(s)as + - -+ + ny(s)a, € Homy (A, B) est
nul sur A[f*], donc a(s) = ¢% - B(s) pour un 3(s) € Homy (A, B) N QM = M, donc
2% | n;(s) pour tout ¢, donc \; = 0 mod £° pour tout i et tout s, et A; = 0. O
1
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Proposition 1.4. Homy (A, B) ~ Z" avec r < 4dim A - dim B.

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, Hom{ (A, B)®qQ, — Homgq, (Vi A, V;B),
donc Hom! (A, B) est un Q-espace vectoriel de dimension finie 7 < 4dim A - dim B.
Soit a, - - , . une Q-base de Hom (A, B) contenue dans Homy (A, B), M le sous-
module de Homy (A, B) engendré (sur Z) par cette base. Alors

Homy (A, B) = Hom) (A, B) N Homy (A, B) = QM N Homy(A, B)
est encore un Z-module de type fini, donc en fait un Z-module libre de rang . O

Corollary 1.5. Endz(A) est une Q-algébre semi-simple de dimension finie < 4¢2.
1.2. Schémas abéliens a multiplication complexe.

Proposition 1.6. Soit S un schéma connexe, A un S-schéma abélien de dimension
g et E C End%(A) une sous-algebre commutative réduite. Alors [E : Q] < 2g avec
égalité si el seulement si pour un (resp. tout) point géométrique s de S, pour un
(resp. tout) { # cars, le E ® Qg-module Vy(A, s) est libre de rang 1.

Démonstration. Par rigidité, £ C EndS(AS), donc d’aprés la proposition 1.3, le
E ® Qg-module V;(A,s) est fidele. Décomposons E ® Q; = [[ E; en produit de
corps et Vy(A,s) = [[Vi en produit de Ej;-espaces vectoriels. Alors dimg, V; > 0
par fidélité, et

2g = dimq, Vi(4,s) = »_dimq, V; = Y _dimq, E;-dimg, V; > Y dimq, E; = [E: Q]

donc [E : Q] < 2g avec égalité si et seulement si dimg, V; = 1 pour tout 4, i.e.
Ve(A, s) est un E ® Qg-module libre de rang 1. ]

Definition 1.7. On dit que le S-schéma abélien A a multiplication complexe par
Esi[E: Q] =2g.

Remark 1.8. Si A/S a multiplication complexe par E, alors E est une sous-algébre
commutative maximale de End%(A). Si £ est inversible dans S, alors pour tout point
géométrique s de S, Paction de 7(95,s) sur Vy(A4,s) est donnée par un caractére
Xa,:m(S,s) — Vi(A,s). En particulier, cette action est abélienne.

Definition 1.9. Soit (A4;,¢;) deux S-schémas abéliens & multiplication complexe
par t; : E — End%Ai. On note Hom% ((A1,t1), (A2, 12)) le sous-espace vectoriel de
Hom$ (A;, Ap) formé des éléments E-linéaires, i.e. des f tels que fori(e) = ta(e)o f
pour tout E. Une E-isogénie (A1, t1) — (Aa,t2) est une isogénie qui est F-linéaire.

Corollary 1.10. L’ensemble des isogénies est soit vide, soit un E*-espace ho-
mogene principal.

Démonstration. L’ensemble des isogénies (A1,t1) — (A2, t2) est ’'ensemble des iso-
morphismes E-linéaires (A1,t1) — (Asz,t2) dans une catégorie convenable. C’est
donc vide, ou bien un espace homogeéne principal sous End$ (A1, ¢1)*. Mais End% (A, 11)
est le commutant de ¢ (E) dans End%(A;), et c’est donc ¢ (E) puisque 1 (E) est
une sous-algébre commutative maximale de End%(A,). O

Lemma 1.11. 57 A ~ ®A; dans AbOS avec A; simples, alors A a de la multiplica-
tion complere <= pour tout i, A; a de la multiplication complexe.
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Démonstration. On écrit A ~ @A} ou les A; sont simples et deux & deux non-
isogénes. Alors EndYA = [[ M,,,(D;) ou D; = End%A; est un corps gauche. Soit
F; le centre de D;, d? = [D; : Fj], fi = [F; : Q] et g; = dim A;. Les Q-sous-
algébres commutatives maximales de D; sont les Fj-sous-algébres commutatives
maximales de D;, et elles ont donc une F;-dimension égale a d; (d’apres le formule
du bicommutant) et une Q-dimension égale a d, f;. Donc d, f; < 2g; avec égalité si
et seulement si A; a de la multiplication complexe. De méme, les Q-sous-algébres
commutatives maximales de End® A sont des produits E = [] E; de F;-sous-algébres
commutatives E; de M,,(D;) lesquelles ont pour Fj-dimension n;d; et pour Q-
dimension n;d; f;. On trouve donc

E:Q]= Z[Et :Q = Znidifi < Qngi =29

avec égalité si et seulement si d; f; = 2¢g; pour tout i, CQFD. O

Exercise 1.12. Si S = Speck est le spectre d’un corps parfait, et A/k a multipli-
cation complexe par un corps, alors A ~ A} pour une variété abélienne simple A;
a multiplication complexe par un autre corps.

1.3. Variétés abéliennes CM et points complexes. On suppose toujours que
S est connexe, et admet un point géométrique s € S(C). Le cas que l’on a en vue
est celui ou S = Speck pour un sous-corps k de C.

Lemma 1.13. Soit A un S-schéma abélien de dimension relative g. On suppose
que A est simple, i.e. £ = End?g(A) est un corps, et admet de la multiplication
complexe, i.e. E contient un corps commutatif C' de Q-dimension 2g. Alors C = FE
est un corps CM et toute polarisation \ : A — A est (E,%)-linéaire, ot x est
Uinvolution canonique de E.

Démonstration. Sur C, A;(C) = Vr /A correspond a un couple (polarisable) (A, I)
ol A est un réseau de dimension 2¢g et I une structure complexe sur Vg, avec
V=A®Q.0OnadoncCCFECD,ou

D =Endy(A,) = {a € Endq(V) :arol =T oar}

n’est & priori qu'une Q-algébre semi-simple de dimension finie. Décomposons D ~
I, Di et V > ][V, avec D; simple et V; un D;-module, de sorte que chacun des V;
est aussi un F-espace vectoriel, qui est non-nul puisque V est un M-module fidéle.
Alors

2g =dimqV =Y dimqV; = [E: C][C: QY dimgV; =2¢-[E: C]->_ dimp V;.

Donc : E = C est commutatif, D est simple, et V' est un E-espace vectoriel de
dimension 1. La structure complexe I induit un morphisme de R-algébre C —
Endg, (VR) = ER, donc E est totalement imaginaire. Soit enfin A : A — A’ une
polarisation (sur S). Alors ) induit une involution xz sur E = End% A par la formule
a*® = \"1at), de sorte que A : A — Al est (E,xp) linaire par définition. De méme,
As + As — Al induit une involution xp sur D, qui bien str fixe F et y induit *g.
Mais la polarisation As de A, correspond & une polarisation Yr de la paire (A, ).
Puisque 9¥r,r > 0, I'involution *p est positive, donc xg aussi. En particulier, le
sous-corps F' de E fixé par xp est totalement réel, donc distinct de E. Mais alors
FE est un corps CM, F est son sous-corps totalement réel, et xg est I'involution
canonique de F. O
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Corollary 1.14. Toute variété abélienne CM sur k C C admet de la multiplication
complexe par une Q-algébre CM.

Remark 1.15. Le lemme est faux en caractéristique p une courbe elliptique super-
singuliére E sur k = Fest simple et CM, mais End{E n’est pas commutatif.

Mentionnons également une espéce de réciproque du corollaire ci-dessus :

Lemma 1.16. Sur k = C, tout tore compleze X de dimension g sur lequel agit
fidélement un produit de corps CM de dimension 2g est une variété abélienne CM.

Démonstration. Nous verrons cela plus bas. ([l

Remark 1.17. Le lemme est faux si 'on ne suppose pas que E est CM.

1.4. Propriétés de Bonne Réduction. Soit S un schéma de Dedekind intégre, &
le point générique de S, et x un point fermé de S. Soit Soit A une variété abélienne
sur £. On dit que A a bonne réduction en x si et seulement si A s’étend en un
schéma, abélien sur S(x) = SpecOg ;. En général, partant d’un modéle quelconque
A de la variété A sur S, il existe un ouvert U de S au-dessus duquel A est un
schéma abélien : donc A a bonne réduction en presque tous les points de S (i.e.
tous sauf un nombre fini).

Cependant, il existe sur S un modeéle qui est meilleur que les autres : le modéle de
Néron A/S. C’est un modéle qui est déja lisse et qui vérifie la propriété universelle
suivante : pour tout schéma X qui est lisse sur S, tout {-morphisme X¢ — A s’étend
en un S-morphisme X — A. En particulier, ce modeéle de Néron est uniquement
déterminé (& isomorphisme unique prés) par cette propriété, et c’est canoniquement
un S-schéma en groupes.

Si A a bonne réduction en z et A est un schéma abélien sur S(z) tel que Ac = A
alors A est le modeéle de Néron de A sur S(z). Les points de S ou A a bonne
réduction sont donc exactement ceux ot le modeéle de Néron est propre (donc propre
et lisse & fibre générique géométriquement connexe, ce qui implique que toutes les
fibres le sont, comme on voit par exemple en considérant la factorisation de Stein).
L’existence du modéle de Néron permet de démontrer le critére suivant :

Proposition 1.18. On fixe un point géométrique s au-dessus de 1. Pour tout point
fermé x € S, les conditions suivantes sont équivalentes (1) A a bonne réduction en
x, et (2) pour un (resp. tout) £ # cark(x), Vaction de w(&,s) sur Ty(A,s) est non-
ramifiée en x, i.e. se factorise a travers w(S(x),s).

Dans un langage plus familier, cela s’énonce ainsi.

Proposition 1.19. Soit R un anneau de valuation discréte de corps résiduel k,
K le corps des fractions de R, K* une cloture séparable de K, I C Gal(K*/K) le
groupe d’inertie d’une place de K*® au-dessus de R. Soit A une variété abélienne
sur K. Alors A a bonne réduction sur R si et seulement si I agil trivialement sur
Ty(A, K*°P) pour un (resp. tout) { # cark.

Démonstration. [2] Soit A le modéle de Néron de A sur S = SpecR, K le sous-corps
de K* fixé par I, R I’anneau de sa valuation, kle corps résiduel de cet anneau (c’est
une extension séparable de k). La propriété universelle du modéle de Néron implique

A(R) = A(K) = A(K) = A(K*)'. Si € # cark, la multiplication £ : A — A est
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étale (et quasi-finie, mais pas nécessairement propre, i.e. pas nécessairement fini).
Donc A[0"] est étale et A[("](R) = A[¢"](k). Finalement,

To(A, K5 = Ty(Ap, k) et Vi(A, K% = V(A k)

Or A; admet une filtration 0 C .A% C .A% - A% C A; dont les quotients succes-
sifs sont respectivement un produit GJ, un produit G;,, un variété abélienne de
dimension d et un groupe fini. On a donc r + s+ d = g ou g est la dimension de
A. Chaque étape contribue a la Qg-dimension de Vp( Ay, E) pour respectivement 0,
s, et 2d. Donc I agit trivialement sur Vp(A, K*®) si et seulement si s + 2d = 2g, i.e.

r=s=0,ie. A; est propre, i.e. A est propre, CQFD. O

Appliquons tout ceci au cas qui nous intéresse : K est un corps de nombre,
S = SpecOk ou O est 'anneau des entiers de K, et A est une variété abélienne
sur K a multiplication complexe par E. On sait alors que I'action de Gal(K*/K) sur
Vi(A, s) se factorise & travers un caractére continu x4, : Gal(K%/K) — Og,, o
Og, est ’anneau des entiers de By, = F ® Q. D’autre part, si I(P) C Gal(K*/K)
est le groupe d’inertie en un idéal premier P € SpecOg de caractéristique résiduelle
p # ¢, alors I(P) est une extension d’un groupe fini par un pro-p-groupe. On en
déduit facilement que xa,¢(I(P)) est fini. Donc : A a bonne réduction potentielle en
P, et plus précisément, il existe une extension abélienne finie L de K telle que Ap a
bonne réduction au-dessus de P. En travaillant un peu plus, on peut montrer qu’il
existe méme une extension cyclique finie L de K telle que Ar a bonne réduction
partout, cf Remarque 3.10.

1.5. Groupes de Mumford-Tate. Soit A ~ Vg /A une variété abélienne sur C.
Le groupe de Mumford-Tate MIT(A) est le plus petit sous-groupe algébrique H de
G = GL(V) (sur Q!) tel que le morphisme hy : S — Ggr défini par I se factorise
par Hr. Rappelons que ce morphisme envoie z € C* = S(R) sur la multiplication
par z dans le C-espace vectoriel Vg ;. Alors :

Lemma 1.20. Pour toute variété abélienne A sur C,
A est CM < MT(A) est un tore.

Démonstration. Si A a de la multiplication complexe par E, V est un E-module
libre de rang 1 donc T = Resg/QGm,r = GLE(V) est un Q-tore (maximal) de
G = GL(V). Puisque E commute & l’action de I sur Vg, hy : S — GLgr(VR) se
factorise par T, donc MT(A) C Tg est un tore. Inversement, si MT(A) = T est un
Q-tore dans G = GL(V), alors V est une représentation fidéle de T et 'anneau des
endomorphismes de cette représentation contient une Q-sous-algébre commutative
réduite E de End(V) de Q-dimension 2g = dimgq V. Puisque l’action de E sur Vg
commute & celle de I, E C End”(A) et A a multiplication complexe par E. O

1.6. Conclusion. Tout cela suggére que les variétés CM sont trés remarquables,
qu’il conviendrait donc de les classifier, et qu’il suffit pour cela (au moins sur C) de
classifier les variétés abéliennes a multiplication complexe par un produits de corps
CM fixeé.

2. La MurripLicaTiION COMPLEXE SUR C

2.1. Les Q-algébres CM. On note 7 : C — C la conjugaison complexe 7(z) = Z.
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Lemma 2.1. Pour un corps de nombre E, les conditions suivantes sont équiva-
lentes : (1) Il existe un automorphisme 7 # 1 de E tel que Lo Ty = T oL pour tout
plongement . : E — C, et (2)E = F(y/a) pour un corps F totalement réel et un
élément a totalement négatif.

Démonstration. Exercice. O

Definition 2.2. Un corps CM est un corps de nombre qui vérifie les conditions
équivalentes ci-dessus. Une Q-algébre CM est un produit de corps CM.

Remark 2.3. Les corps CM sont stables par composition, mais un sous-corps d’un
corps CM n’est bien str pas forcément CM. La cléture galoisienne d’un corps CM
est encore CM. La réunion Q™ C Q C C de tous les corps CM est I'extension
Galoisienne de Q qui est fixée par [0, 7] = oTo~ 7! pour tout o € Gal(Q/Q).
Definition 2.4. Soit E une Q-algébre CM de dimension 2g et S un schéma. Un
S-schéma abélien & multiplication complexe par F est une paire (A,¢) ou A est un
S-schéma abélien de dimension relative g et ¢ : E < End%(A) une action fidéle
de E sur A. Une E-isogénie A : (A1, 1) — (Az,t2) est un isomorphisme E-linéaire
Ay — As dans la catégorie des S-schémas abéliens & isogénie prés, i.e. un élément
inversible A € Hom% (A1, As) tel que Ao u1(e) = 1a(e) o A pour tout e € E. On note
Hom%((A1,t1), (Az,t2)) Vensemble de ces E-isogénies. En particulier, End%,S(A, L)
est le commutant de ¢(E) dans End%(A).

2.2. Classification sur C. Soit E une Q-algébre CM de dimension 2g. On se
propose de décrire 'ensemble H(E) des classes d’isomorphismes de variétés abéli-
ennes 4 multiplication complexe par E sur S = SpecC. Il revient au méme de
décrire Pensemble des classes d’isomorphismes de couples polarisables (A, I) ou A
est un réseau dans un F-module fidéle V = A ® Q de Q-dimension 2g, et I une
structure complexe E ® R-linéaire sur Vr. La variété abélienne CM associée est
alors A = Vg r/A. Dans ce contexte, une E-isogénie A : (A1, 1) — (Ao, I2) est
un isomorphisme E-linéaire Vi — V5 tel que Ar : Vi r — Vo r est C-linéaire, i.e.
)\Rofl :IQO)\R.

2.2.1. Le E-module V.

Lemma 2.5. V est un E-module libre de rang 1.

Démonstration. C’est un E-module fidéle de Q-dimension 2g. Décomposant E =
[1 E; en produit de corps et V' =[] V; en produit de Ej-espaces vectoriels non-nuls
(puisque V est un E-module fidéle), on obtient

29 =dimq V = Z dimq V; = Z dimq Ej;-dimg, V; > Z dimq E; = dimq £ = 2g
J J J

donc dimg,; V; = 1 pour tout j, CQFD. (]

Remark 2.6. On comparera utilement cette preuve a celle de la proposition 1.6.

On peut donc supposer que V = FE.
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2.2.2. La structure complexe 1.

Definition 2.7. Si E est une Q-algebre CM, un type CM sur E est un sous-
ensemble ® de Homq_qi4(E, C) tel que @ [[® = Homg_q4(E, C). Une paire CM
est un couple (E, ®) formé d’une Q-algebre CM E et d’un type CM @ sur E.

Lemma 2.8. Soit V un E-module libre de rang 1. Il revient au méme de se donner
(1) une structure complexe E-linéaire I sur Vr, (2) un morphisme de R-algébre
t:C — Er, (3) un type CM ® sur E. Dans cette correspondance,

(Vr,I) ~ @pecaC(d) comme module sur E® C = H C(9).
(ZbGHOmQ,a],g(E,C)

Démonstration. Une structure complexe E-linéaire I sur Vg est un morphisme de
R-algebre ¢+ : C — Endgg(Vr) = Er donc (1) <= (2). Pour le reste, on
décompose

E= HE./ et Eij = Hv:FJ*—»R Ej»U
ol Fj est le sous-corps totalement réel de £ et E;, = F; Qp, » R. Alors

HomR—alg(C, ER) = H HOHlR_,ng(C:7 Ejﬂ)) = H AutR—alg(C, Ejﬂ,).
J,v:F;—R J,v

Le choix d’un morphisme de R-algébre C — Eg est donc le choix pour tout j
et tout v d’un isomorphisme E;, — C, i.e. d'une extension de v : F; — R &
¢:E; — C,donc (2) <= (3). O

Definition 2.9. La donnée de Shimura associée & (E,®) est (Tg,{ha}) o0 Tk
est le Q-tore Tp = Resp/QGm,e et he : S — TgRr est le morphisme qui envoie
z € C* = S(R) sur tp(z) € (F®R)* = Tgr(R), ot tg : C — ER est le
morphisme de R-algébre associé & ®.

2.2.3. Les polarisations. Soit F la sous-algébre de E fixé par I'incolution canonique
* de E. C’est donc un produit de corps totalement réels. On note FZ' le sous-groupe
de F* formé des éléments A qui sont totalement positifs, i.e. tels que ¢(\) > 0 pour
tout morphisme de Q-algebre ¢ : F' — R. On note Ng/p : E — F la norme définie
par Ng/p(z) = 2*x, donc Ng,p(E*) C FZ.

Soient ® un type CM sur F, V un E-module libre de rang 1 et I la structure
complexe sur Vg induite par @, i.e. I est la multiplication par I = 14 (%) € (EQR)*.
On se propose de décrire 'ensemble P(V, I) (resp. P[V, I]) des polarisations de (V, I)
(resp. des polarisations modulo les automorphismes E* de (V, I)). On fixe pour cela
un élément n € E* tel que

Voe®: ¢(n) e RZi.

Exercise 2.10. Montrer que I’ensemble de ces éléments est une FZX -orbite non-vide
dans E*.

En particulier, n* = —n donc ’ensemble des formes symplectiques ¥ : VxV — Q
induisant x sur E est en bijection avec I’ensemble des formes (E,x)-hermitiennes
U .V xV — E par 'application qui & ¥ associe ¥ (z,y) = Trg,q (n¥(z,y)).
Ces formes sont elles-mémes classifiées par leur discriminant d(¥), un élément de
HO(x, EX) = F*/NE* défini par d(¥) = ¥(v,v) ot v est une E-base de V.

Lemma 2.11. 1) est une polarisation de (V,I) <= d(V) € F/NE*.
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Démonstration. Soit ¢(n) = —Agi avec donc Ay > 0 pour ¢ € &. Pour z,y € E®R,

Yr.1(2v,y0) = Trper (n1ey* U (v,0)) = Y Aed(2)d(y)$(¥ (v, v))
PP

donc ¢r,; > 0si et seulement si ¢(¥(v,v)) > 0 pour tout ¢ € ®,ie.d(¥) € FZ. O

Corollary 2.12. L’action (A - ¢¥)(x,y) = v(A\x,y) fait de P(V,I) un F*-espace
homogéne principal et de P[V,I] un FZ /Ng,pE*-espace homogéne principal.

2.2.4. Classifications. Il résulte de ce qui précede que si Vg /A est un tore com-
plexe & multiplication complexe par E, alors Vg /A est polarisable, i.e. c’est une
variété abélienne. D’autre part, si (A4, ¢) est une variété abélienne & multiplication
complexe par F, le E ® C-module Lie(A) ~ Vg 1 est de la forme @4c3C(¢) pour
un unique type CM @ de E. On dit alors que (4,:) est de type CM (E, ®). Deux
variétés abéliennes (A,t) et (A’,¢/) sont E-isogénes, i.e. liés par une E-isogénie, si
et seulement si elles ont le méme type CM. On note H(E, ®) C H(E) la classe de
E-isogénie définie par le type CM @. Alors H(E, @) est en bijection avec ’'ensemble
des classes de réseaux A de V' (= E)) modulo 'action du groupe des automorphismes
E* de V, i.e. avec ’'ensemble des classes de E*-homothétie de réseaux A de V. La
variété abélienne associée 4 A est A = Vg /A ot I la structure complexe E-linéaire
sur Vg déterminé par @, i.e. I est la multiplication par I = 15(i) € (E @ R)*.

2.3. Le corps réflexe.

Lemma 2.13. Awvec les notations ci-dessus, le corps réfleze E(®) de (E,®) est

(1) Le sous-corps de C fixé par {o € Aut(C)|o o & = D},

(2) Le sous-corps de C engendré par {Tre(e),e € E} ot Tro(e) = D44 (),

(3) Le corps réflexe de la donnée de Shimura (Tr,{hs}),

(4) Le corps de définition de la représentation V(®)c = @pcaC(¢) de E® C.
Démonstration. On note E(®); le sous-corps de C défini par la condition 4. Il
est clair que E(®)s C E(®); et inversement E(®); C E(P)y d’aprés le théoréme
sur I'indépendance linéaire des caractéres. On a X, (Tg.c) = Z[Hom(E, C)| avec
Paction évidente de Aut(C). Via cet isomorphisme, le caractére e : Gp,c — Tr.c
associé a he est 3, c g ¢, donc E(®)1 = E(®)s. On a aussi E(®)> C E(P)4 puisque

Ve € E: Tre(e) = Tre(e|V(®)).
Soit enfin k£ C C une extension Galoisienne de E(¢)1 qui contient ¢(E) pour tout
¢ € ®. Alors V(®)y, = Bgecak(d) est un F @ k-module et

V(®)p@), = {Xpeatts : V7 € Gallk/E(6)1), Yy = wyg |
est un modeéle sur E(¢); du E ® C-module V(®), donc E(®)s C E(P);. O

Example 2.14. Si F = FEj pour une extension quadratique imaginaire Ey de Q
et ® ={¢: F — Ctel que ¢|Ey = ¢p} o ¢p : Ey — C est un plongement fixé,
alors E(®) = ¢o(FEy).

Exercise 2.15. En général, montrer que E(P) est & nouveau un corps CM.

Definition 2.16. Soit k& un sous-corps de C et (A,¢) une k-variété abélienne a
multiplication complexe par E. Le type CM @ de (A,¢) est le type CM de (A4, ()¢,
ie. (4,1)c € H(E, D).
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Fact 2.17. Si (A, 1) est de type CM @, le EQk-module (LieA)(k) est un modéle sur
k du E® C-module (LieA)(C) ~ @ycaC(0), donc k contient le corps réflexe E(P)
de ®. Si de plus k contient tous les ¢(E) pour ¢ € ®, alors (LieA)(k) ~ @gcak(d)
comme E ® k-module.

Remark 2.18. Si (A1, 1) et (Asg,12) sont deux k-variétés abéliennes & multiplication
complexe par E, elles ont le méme type CM (E, @) si et seulement si elles E-isogénes
sur C. Elles sont alors déja E-isogénes sur la cloture algébrique de k dans C, mais
pas forcément E-isogénes sur k. Cependant :

Exercise 2.19. Montrer que si (A1,¢1) et (Ag,t2) sont E-isogénes sur k, alors

Homg ((A17 Ll), (AQ, Lg)) = HOIH% ((Al, L1)07 (AQ, LQ)C) .

En particulier, toute E-isogénie (A1, t1)c — (Asz,2)c est déja définie sur k.

3. LE THEOREME PRINCIPAL DE LA MULTIPLICATION COMPLEXE

3.1. Les Q-tores. Pour toute Q-algébre réduite de dimension finie k, on note
Ty = Resg/QGm,kx le Q-schéma en groupes dont les points sur une Q-algebre R
sont donnés par Ty(R) = (k ® R)*. En particulier, T3,|Q ~ [praGrg et Tk
est un tore Q-rationnel avec

X*(Ty) ~ F (Homq-aig(k,Q),Z) et X,(Ty)~ Z [Homq—ay(k, Q)]

munis des actions évidentes de Gal(Q/Q). Nous rencontrerons dans la suite divers
sous-quotients des groupes Tip(Ay) = (k® Af)* = k. Ces sous-quotients seront
toujours munis de la topologie induite par la topologie adélique de kX

On fixe dans toute la suite de cette section une paire CM (F,®). On note *
I'involution canonique de E et = {\ € E : \* = A}, qui est un produit de corps
totalement réels. On note F<' le sous-groupe de F'* formé des éléments totalement
positifs. La norme Ng,p : E — F et I'inclusion Q — F induisent des morphismes
de Q-tores

NE/F Tg —Tr et Gm,Q — Tp.

On note T} le noyau de Ng,/p et T = N}E}F(GWQ)v de sorte que T C T C Tg.
On montre facilement que la norme Ng/p : Te(Ay) — Trp(Ay) est un morphisme
ouvert, de méme que sa restriction Ng/p : TR (Af) — A;. Pour se familiariser un
peu avec ces différents tores, montrons le lemme suivant.

Lemma 3.1. Les lignes du diagramme commutatif suivant sont exactes

0 — ThAP)/THQ) — THAp/THQ) =  AF/QX
!

[ !
0 — THAP/TLHQ) — Te(Ap)/Te(Q) 5 Te(Af)/FX

et les groupes topologiques de la premiére ligne sont compacts.

Démonstration. L’exactitude & gauche est immeédiate. Pour 'exactitude au milieu,
il suffit de le démontrer pour la seconde ligne. Soit donc x € Tg(Ay) tel que
N(z) = X € FZ. Alors X est un élément de F* qui est dans I'image de la norme
Ng,/r, : B — F, pour toute place v de Q, donc A = Ng,pu pour un p € E* =
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Tr(Q). Alors N(z) = N(u) donc z = ut' avec t' € T'(Ay) et p € Tr(Q), cafd.
Dans Tg(Af) = E, on a
TUAQ)NOL ={A e O : A € Q“} ={A e OF : A\ =1},

Soit A une telle unité. Puisque [Of : OF] est fini, \* € O} pour n assez grand,
donc A\*™ = A"(A")* = (AN)" =1et A € u(E>), qui est fini. Donc T2(Q) ﬂ@é est
fini et T%(Q) est discret (donc fermé) dans Tr(Af). A fortiori, TH(Q) est discret
(donc fermé) dans T (Ay). D’aprés Hilbert 90, T4 (A f) est I'image du morphisme
h:Tg(Ays) — Te(Ayf) qui envoie z sur h(z) = z/z*. On montre facilement que

ce morphisme est ouvert, donc h(@g) est un sous-groupe ouvert et compact de
TE(Ay). Mais

Pic(Op) = Tp(Af)/Tp(Q) - OF — Th(A;)/TH(Q) - h(OF).

Puisque Pic(Og) est fini, T(Af)/TE(Q) - h(O}) est fini done TL(A[)/TL(Q) est
compact. Puisque tout idéal fractionnaire de Z est engendré par un élément de QX
A7 =7Z* x QX donc A7 /QX est compact. Enfin, Tp(Ay)/Tp(Q) est compact
comme extension séparée de deux groupes compacts. [l

3.2. L’action de Aut(C) sur H(E). Le groupe Aut(C) des automorphismes de C
agit sur H(®) par 0(A4,t) = (0 A,01) ot 0 A = (Speco)*A et (o1)(e) = (Speco)*((e))
pour tout e € F :
oA — A
! !
SpecC Specy SpecC

C’est bien une action & gauche, puisque
Spec(a102)* = (Spec(o) o Spec(a1))* = Spec(a1)* o Spec(az)*.
L’action de Aut(C) sur I’ensemble des classes de E-isogénie se décrit aisément.
Lemma 3.2. Pour tout 0 € Aut(C), o - H(E,®) = H(E, o).
Démonstration. Soit (A,:) € H(E). Alors Lie(cA) = Lie(A) ®c,, C, donc
Lie(A) ~ @4c0C(¢) = Lie(0A) = @pecaC(o09)
comme E ® C-module, CQFD. O
3.3. Le morphisme rg : Gal%b(q,) — Te(Q)\Te(Ay).
Proposition 3.3. Il existe un unique morphisme de groupes topologiques
re : Galgg) — Te(Q)\Tr(Af)

tel que pour tout (A,1) € H(E,®), 0 € Aut(C/E(®)) et t € Tr(Ay) tel que
ro(0) = T(Q)t, il existe une E-isogénie X : (A,1) — (A, 1) telle que

Vx € \A/f(A, C): Mt -z)=0-z dans XA/f(UA, C).

Remark 3.4. L’isogénie du lemme est alors unique.
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Démonstration. Soit (A4,t) € H(E,®) et 0 € Aut(C/E(®)) comme dans 1’énoncé.
Puisque o(A, 1) € H(E, ®), il existe une E-isogénie A : (A,t) — o(A, ), uniquement
déterminée modulo E* = Tg(Q). Les deux morphismes V¢(4,C) — Vy(c4,C)
induits respectivement par o et A sont E-linéaires, et différent donc d’un élément
t € EX =Tg(Ay) qui est uniquement déterminé par A, i.e.

Vo e V(A C): Mt-z)=0-2 dans Vi(cA,C).
On obtient ainsi une application bien définie

T(Au) * Aut(C/E(‘I))) - TE(Q)\TE(Af)

qui vérifie la conclusion du lemme pour (A,¢) : pour tout ¢ € Aut(C/E(P)) et
tout t € Tr(Ay) tel que 7(4,)(0) = Te(Q) - t, il existe une unique F-isogénie
A (A1) — (A, 1) telle que A(t-2) = ox dans V(0 A, C) pour tout = € Vi (A, C).
Il s’agit maintenant de vérifier que (1) cette application ne dépend pas du choix de
(A,1) dans H(E, @), que (2) c’est un morphisme de groupes, que (3) ce morphisme
de groupes se factorise par Gal(Q/E(®)), et (4) que le morphisme qui en résulte
ro : Gal(Q/E(®)) — Te(Q)\Tr(Ay) est continu.

Pour (1) : soient (A, ¢) et (A',) dans H(E, @) et o € Aut(C/E(®)). Choisissons
des E-isogénies av: (A,1) — (A',¢/) et A: (A,1) — (A, ). Alors

B=(ca)oroa t: (A )= (A1) — o(AL) — a(A, L)
est une F-isogénie. Soit £ € Tr(Ay) tel que A(t-2) = o2 pour tout = € V;(A, C).
Alors
BE-y) = ((0a) o Aoa™t) (F-y) = (0a) (AE-B)) = (00)(0-5) = 0 - alz) = o -y
pour tout y € Vy(A’, C) avec z € Vy(A, C), a(x) = y. Donc r(4,,)(0) = Te(Q) t=
r(ar,y(0). On note g :

Pour (2) : solent (4,:) dans H(E, ®) et 01, 02 € Aut(C/E(®)). Choisissons des
E-isogénies \; : (A, 1) — oy(A, ). Soient t; € Tr(Ay) tels que \i(t; - x) = 0y -x pour
tout x € V§(4,s). Alors

B=(01X2)0o A1 : (A,1) = 01(A, L) — o102(A, 1)
est une E-isogénie et pour tout z € V;(A4, C),
ﬁ(a%\gl‘) = (0’1/\2) ()\1 (?1(?21‘))) = (0’1)\2) (0’1 . (%\gx)) =01 - (/\Q(%\Ql‘)) = 0109 - X.

Donc r(4,)(0102) = Te(Q)t1t2 = Tp(Q)t1 - Te(Q)tr = r(a,)(01) - 7'(4,)(02).

Pour (3), nous montrerons ultérieurement que H(FE, ®) contient un élément (A, )
défini sur Q. Pour tout o € Aut(C/Q), on a alors 0(A,t) = (A,1) et 0 = Id sur
Vi(A,C), donc A = Id et t = 1 donnent \(-z) = o -z pour tout = € V;(A,C), i
ran (o) =Te(Q) -1

Pour (4), on note que I’élément ci-dessus est méme défini sur un corps de nombre
k C Q (qui contient nécessairement E(®) d’aprés 2.17), et I’'on peut supposer que
Op = Endi(A) N E. Pour tout n > 1, notons K(n) le sous-groupe de Tr(Ajy)
formeé des éléments ¢ € (’)X tels que £ = 1 mod n. Soient o € Gal(Q/k(A[n])) et t €
Tr(Ay) tel que tr = oz pour tout z € V;(A, Q). Alorst € (’) puisque an(A Q) =
Ti(A, Q) et t € K(n) puisque o = 1 sur Ty(A, Q)/nTs(A, Q). Donc 75 (Tr(Q) -
K(n)) contient le sous-groupe ouvert Gal(Q/k(A[n])) de Gal(Q/E(®)). Puisque
les K(n) forment une base de voisinages ouverts de 1 € Tg(Ay), le morphisme
re : Gal(Q/E(®)) — Tr(Q)\Tr(A) est continu. O
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Corollary 3.5. L’action de Aut(C/E(®)) sur H(E,®) se factorise par
re : Galfg) — Te(Q)\Tk(Ay)

et o[Vr,i/A] = [Vr.1/N'] pour A’ € ro(0) - A.
Démonstration. Si 76(c) = Tp(Q)t et (A,1) ~ Vr /A, il existe une E-isogénie
A: (A1) — a(A, 1) telle que \(t-z) = o - pour tout x € Vi(A, C). Soit (A',1/) =
Vri/t-Net Xo: Var/t-A — Vis/A la E-isogénie qui correspond a I'identité de
V. Alors )Xo identifie Ty (A’, ) et ¢t - T§(A,¢), donc

XoXg (Tr(A', ) = N (t-Tr(A 1)) = oT(A, 1) = T(0 A, o0)

donc Ao Ag : VRJ/tA~ A — o(A,1) est un isomorphisme de variété abélienne a
multiplication complexe par E, CQFD. O

3.4. La théorie du corps de classe. Pour tout corps de nombres k, il existe un
morphisme surjectif

Arty - Th(Q)\Tr(A) — Galf®
tel que pour toute extension abélienne finie K /k, pour tout premier p de k qui est
non-ramifié¢ dans K, si s, € Ti(A) = (k® A)* = [[' kX est I'idéle qui vaut 1 en
v { p et une uniformisante en v = vy, alors Arty(sp) = F‘rob;1 dans Gal(K/k).
Le noyau de Arty est la composante connexe de 1 € Ti(Q)\Ti(A). Si k est
totalement imaginaire, ce noyau contient donc Ty (R) et Arty se factorise en

Arty, s Te(Q)\Tx(Af) == Galf’.

C’est le cas de tous les corps de nombres qui contiennent E(®). Le théoréme prin-
cipal de la multiplication complexe décrit le morphisme

re o Artpa) : Te@) (Q)\Ts(@)(Af) — Galgig) — Te(Q\Tr(Ay).
3.5. La norme réflexe Ny : Tgs) — Tg.

3.5.1. Le morphisme algébrique. Soit k C C un corps de nombre tel que V(®)c =
BpcaC(¢) admette un modéle V(®)y sur k (donc E(®) C k). Ce modéle est alors
unique & isomorphisme prés, et se décompose comme E = [[E; en V(®), =
[IV(®)7. Chacun des V(®); est un E; ® k-module. Pour toute Q-algébre R, on
peut donc considérer V(®); ® R comme un E; ® R-module libre, et prendre sur
ce module le déterminant des éléments de (k ® R)* = Ti(R) : on obtient ainsi un
morphisme de Q-tores

Noj : Ty, — HTE]- =1Tg
Si k contient tous les ¢(E), ¢ € ®, alors
No k(N = [T 67 (NiyomN)-
pED
Pour k = E(®), on note simplement Ny = Ng g(s). C’est un morphisme
No : Ti@) — To.

On vérifie que Nox = No © Ny pg) 00 Ni/pg) @ Tk — Tr(g) est induit par la
norme.
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3.5.2. Le morphisme adélique/sur les idéaux. La norme réflexe Ng i induit un mor-
phisme

~

No . : Tu(Ay) = k* — Tp(Ay) = E
dont on vérifie qu’il envoie O dans O%. On obtient donc
Noj : I(k) — I(E)
ou I(k) = %X/@: est le groupe des idéaux fractionaires de k (et idem pour F) qui
vérifie & nouveau Ng , = Noo Ny, (). En particulier, si Z est un idéal fractionnaire

de E(¢), k une extension de E(¢) qui contient tous les ¢(E), ¢ € O, et O, T I'idéal
fractionnaire de k induit par Z, alors

No(T)HE®) = Ny (04 T) = H ¢~ (Nijo(k) (OkT)).
ped

3.5.3. Le morphisme Ng - N§ : Tg@) — Te. On peut calculer le morphisme
NgjpoNg = Ng - N3 : Tpe) — Tk.
Puisque
V(@)D V(®) ~Py.pcC(¢p) ~ E®C
comme F ® C-module, pour toute Q-algébre R et tout A € (E(®) ® R)*,
(No - Ng)(A) = detpgr (A|E(®) ® E® R) = Ng@)/q(\)
ou Ngw@y/q : Tew@) — Tq = Gm,q est induit par la norme. En particulier,
No : Ty — Ty C T

3.6. Le théoréme principal de la multiplication complexe.
Theorem 3.6. Avec les notations ci-dessus,

re © Artpe) = No : Ti@) (Q\Te(Ay) — Te(Q\TE(Af).

Corollary 3.7. Pour tout (A,1) € H(E,®), 0 € Aut(C/E(®)) et s € Tgw)(Ay)
tel que Artpa)(s) = o| E(®)™, il existe une unique E-isogénie X : (A, 1) — (A1)
telle que

Vz e Vi(A,C): A(No(s)-z) =ocx dans Vi(cA,C).
Démonstration. C’est immédiat. O

Corollary 3.8. Avec ces notations, pour toute polarisation o : A — Al qui est
(E, x)-linéaire, lisogénie X : (A 1) — o(A, 1) envoie Qo sur Qoa.

Démonstration. Pour tout =,y € Vi (4, C),

(2.9)} 77 = (2. X 0 000 A(y))] = (A().0a 0 Aw)F* = (A(x). A(1)5"

donc si t = Ng(s),

(t, ty>A "N = (), M(@) T = (00 )T = xen(0) - (2.9)

Mais la théorie du corps de classe fournit un ¢ € QX tel que

Xeye(0) = Xeye © Artgay(s) = ¢ Ng@y/q(s) = ¢- No(s) - No(s)* =c- 7575\*
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~ \AooaoA ~~ \Aocao)

Puisque <tAx, ty>f = (x, t*ty>f = ¢ xeye(0) (z, y)?tom(’)‘, on obtient
Yo,y € VI(A, Q) {o,y)) 7 = c(a,y)§ = (2,9)"
donc ca = A* (o). O

Corollary 3.9. Soit (A,1) € H(E,®) défini sur un corps de nombre k C Q et
xa: Gal? — EX = Te(Ay)
le caractére qui donne Uaction de Gal(Q/k) sur Vi(A,Q), i.e.
Vo € Vi(A,Q) et o € Gal(Q/k) : o-x=xa(0) -z dans Vi(A,Q)

Alors : il existe un (unique) caractére e, : Ti,(Ay) — EX tel que

XA ©Arty =€ - Ng i : Tk(Af) — TE(Af)
Démonstration. D’apreés le théoréme, pour tout s € Ty, (A y) donnant s = Ny, /p(a)(s)
dans Tge)(Ay) et o' = Artgo(s’) dans GalaEb@) relevé en &’ dans Gal(Q/E(®)),
il existe une unique E-isogénie A : (4,:t) — o’ (A, 1) telle que

Vo € Vi(4,Q): ANg(s') - z)=0d"x.
Mais o’ = o E(®)* oi o = Art(s). Si I'on choisit &' tel que o’|k® = o, on a donc
o'(A,0) = (A1), 1e. A: (A4,1) — (A,¢) est un élément A(s) € E*, et

Vo € Vi(A,Q): A(s)Ng(s') -z = xa(o) - x

ie. x4 0 Arti(s) = A(s) - Ny i(s). Alors s — A(s) est le caractére recherché. O
Remark 3.10. Si K est une extension finie de k, ex = € o Ng/i. D’autre part,
puisque x4 et Ng sont continus et atterrissent dans T (Af), € atterrit en fait
dans T9(Q) C E*, et est un morphisme continu si ’on met sur 7%(Q) la topologie
induite par celle de T2(A ), i.e. la topologie discréte (c.f. la preuve du lemme 3.1).
En particulier, €(O,) est un sous-groupe fini de E*, donc de p(E*). D’apres la
théorie du corps de classe, on peut donc bricoler une extension cyclique K de k
(de degré divisant 'ordre de pu(E*)), telle que ex (O ) = 1. Mais alors pour tout
nombre premier p, x4 o Artr(Ok ) = Nka(Ok,) C Tp(Qp) C Tp(Ay), et en

particulier Artx (O ) est trivial sur Vi(A, Q) pour tout £ # p, donc Ax a bonne
réduction partout.

4. LA PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL
4.1. Le formalisme des “a-transforms”.

4.1.1. Généralités. Soit O un anneau noethérien et A un S-schéma abélien muni
d’une action de O. Pour tout O-module M de type fini, on note

AM :(Sch/S)? — Ab  AM(T) = Home (M, A(T)).

Cette construction est compatible au changement de base sur S, covariante en A,
contravariante en M et exacte d’un coté : si

M1 — ]\/[2 — M3 — 0
est une suite exacte de O-module, alors la suite de préfaisceau abélien

0— AMs - AMz _, AM
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est exacte. En particulier, AM3 est représentable si AM2 et AM1 le sont, donc AM
est représentable pour tout M (de type fini) puisque AM ~ A" I’est pour M = O".
On obtient ainsi un foncteur contravariant M +— AM de la catégorie des O-modules
de type fini dans celle des S-schémas en groupes commutatifs. Puisque A est propre
sur S, tous les AM le sont aussi. De plus :

Exercise 4.1. Si M est un O-module projectif, alors AM est un S-schéma abélien.
4.1.2. Le cas CM.

Lemma 4.2. Soit A un S-schéma abélien o multiplication complexe par anneau
des entiers Op d’une Q-algébre réduite E, i.e. Op C Endg(A) et dimg E =
2dimg A. Alors pour tout idéal inversible I de Op, Uinclusion I — Opg induit
une isogénie oy : A — Al de degré (O : I].

Démonstration. On suppose pour simplifier que E est un corps. Tout idéal non
nul est alors inversible, donc projectif, et A’ est un S-schéma abélien de méme
dimension que A, comme on voit par exemple en calculant un module de Tate. Le
noyau de afy : A — Al est A9/T = A[I], qui est fini, donc a; est une isogénie
(en particulier, elle est surjective : il résulte alors du Critére de Baer que pour tout
point géométrique s de S, A(s) est un O-module injectif). Pour I = () principal,
A[Il = ker A donc
degaly = deg A = nr\ = [Op : I).

On le vérifie en effet directement pour o = [n], puis pour tout « en utilisant le fait
que les deux fonctions deg et nr sur Endg(As) sont polynomiales, voir plus bas.
Pour I = I1 15 le produit de deux idéaux, on a

(a2 A — A2y = (a,lle oalfA— Al — (AT)f2)

et Al[I5] ~ A[ls], donc I — degal; est une fonction multiplicative sur 1’ensemble
des idéaux. On conclut en utilisant la finitude de PicO. (]

Remark 4.3. Lorsque S est connexe et admet un point complexe s € S(C), on
peut vérifier la formule degal, = [Op : I] directement sur les points complexes.
En effet, si A;(C) ~ Vg /A, alors A est un Op-réseau dans V = A ® E. On
montre comme dans le cas CM que V est un E-module libre de rang 1, donc A
un Op-module inversible, et on vérifie facilement que AL(C) ~ Vg ;/I~1A. Donc
AI(C) =~ I7'A/A ~ Op /I comme Op-module.

4.2. La formule de Giraud.

4.2.1. Préliminaires sur les algébres de Lie. Soit k = Fy, o : A — B un morphisme
entre deux variétés abéliennes, az)# : 0,0 — O, le morphisme déduit de « entre
les anneaux locaux de B en «(0) =0 et A en 0. C’est un morphisme de k-algébres
locales réguliéres augmentées qui permet de retrouver le morphisme induit par o
sur les espaces cotangents en 0, a# : Ipo/I%, — IA70/I,%1,07 et donc aussi le
morphisme Liea : LieA — LieB, qui est le dual du précédent. Ce morphisme
induit aussi un morphisme entre les complétions de ces deux k-algébres en leur
idéal d’augmentation : a# : Opo — @A’o. Le choix d’une k-base y1,--- ,yy de
Ipo/Th (vesp. (x1,--- ,24) de Ta /T3 ), ot g = dim A et ¢’ = dim B fournit des
identifications de ces k-algébres augmentées complétes avec des algébres de séries
formelles,

OZ# : k[[ylv' o »yg/]] - k[[bLh o 7xgH'
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Si « est une isogénie, a# est un morphisme fidélement plat et fini, qui fait donc de
04,0 une Op g-algebre qui est un Op o-module libre de rang fini. L’anneau local en
0 du k-schéma en groupe fini ker « est alors

Oreran = Onn/al (Tpo)Oao
= Oap/af (Zp0)0an
= Kl 2/ (@ (), o ()
Prenons pour « le Frobénius 7 : A — A. Alors

of :kllwr, - xg)) = kllen, )] @ o

Puisque (ker 7)(k?9) = 0, le k-schéma, fini ker 7 est local, et c’est le Spec de
Okermo = kl[z1, -+, gll/ (], -+, 2g) = K[z, -, o] (2, -+, 2).
On en déduit que
rang(ker ) = ¢9 = |Lie(ker )| = |Lie(A)].

Prenons ensuite pour o : A — B un morphisme qui factorise m, i.e. ker o C ker .
Choisissons les bases (y1,---,¥q) et (x1,--- ,24) des espaces cotangents de sorte
que y; — Tg—; pour j < g —sety; — 0pour j > g— s, donc s est la dimension
du conoyau du morphisme cotangent, i.e. la dimension du noyau Lie(ker o) de o :
LieA — LieB. D’autre part,

Okera,O = k[mla T 73;9]/[

pour un idéal (z,--- ,2d) € I C (1, ,24) contenant y gi1,---,24, donc
Oker a0 €8t un quotient d’un anneau de k1, - -, z]/(21, -+ ,27), donc

rang(ker o) < ¢° = |Lie(ker )] .
On en déduit que
Lemma 4.4. Pour tout sous-schéma en groupe K de ker 7, rangK < |Lie(K)]|.

4.2.2. La formule de Giraud. Soit k = F, un corps fini et A/k une variété abélienne
a multiplication complexe par anneau des entiers O d’une Q-algébre réduite F,
i.e. O C EndiA. Soit m : A — A le Frobenius. C’est une isogénie inséparable de
degré ¢7 qui commute & tout le monde, qui est donc dans le commutant de Og
dans EndiA4, i.e. dans Og (cf. plus bas). Soit (7) = P/t --- P la décomposition
de I'idéal (m) de O en produit d’idéaux premiers, avec P; # P;. Puisque m = 0 sur
le Op ® k-module LieA,
LieA = LieA[P{"'] x --- x LieA[P"].

D’aprés le lemme 4.4,

¢’ = |LieA| = H |LieA[P}"]| > Hdeg A[P}] = degm = ¢7
J J

donc |LieA[PJ”]| =deg A[P}"] = |(9E/Pj”j |. On en déduit la formule de Giraud :

Proposition 4.5. [LieA] = [Og/(7)] dans le groupe de Grothendieck Ky(Op).
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4.3. La formule de Shimura-Taniyama.

Proposition 4.6. Soit A une variété abélienne de type CM (E, D) sur un corps
de nombre k C C. On suppose que k contient ¢(E) pour tout ¢ € ® et que O C
Endi(A) o2 Og est anneau des entiers de E. Soit P un idéal premier de Oy o
A a bonne réduction. Alors le Frobenius de la réduction A de A sur k(P) se reléve
en un endomorphisme m de O C Endi(A), et l'idéal principal qu’il engendre dans
Of est
(1) = Neo(P) = [[ ¢ (Neyoe) P)
peD
0t Ny ¢ : Z(k) — Z(E) est la norme réflexe au niveau des idéaux.

Remark 4.7. Puisque degm = ¢9, la formule ci-dessus est équivalente a

(™) =Y Vo) (NeyoyP) = Y. F(P:(p))

$co pEDNH (p)
pour tout p | p de Op, ou

H(p) ={¢: E — klop~'(P) = p}.
Multipliant tout par f(p : p) = f(é(p) : p), on obtient

vp(m) - f(p:p) = f(P:p)- [H(p) NP

Multipliant encore tout par e(p,p), on obtient finalement

vp(m) - [H(p)| = vp(q) - [H(p) N |
puisque

vp(q) = f(P:ple(p:p) et [H(p)|=degq, Ey=f(p:p) e(p:p)

La formule de Shimura-Tanyiama est donc équivalente &
vy(m) _ |H@E) N8|
vp(q) [H (p)]

Démonstration. Soit A le modeéle de Néron de A sur Oy et L = Lie(A). C’est un
Op®0Og-module qui est un Oi-module localement libre de rang g. Soit dety, : Op —
Oy, le déterminant qui en résulte. Puisque A est de type CM (E, ®) et ¢(E) C k
pour tout ¢ € ®, on sait que L ® k ~ ]_[(;56<I> k(¢) comme E ® k-module, donc
detr(e) = [[4cq #(e). Considérons d’autre part le O ® k(P)-module L ®o, k(P).
C’est un module de longueur finie sur O /pOg ®¥, k(P), et il admet donc une suite
de composition (de Jordan-Holder) dont les quotients sont des Op/pOr ® k(P)-
modules simples, lesquels sont des quotients de O /p ®p, k(P) pour des idéaux
premiers p | p de O, donc de la forme k(P)(¢) pour un morphisme ¢ € H,. La
formule qui donne le déterminant montre que ces facteurs simples sont exactement
les k(P)(¢) pour ¢ € ®, sans multiplicité. Si ¢ € H,, (i.e. ¢~ (P) = p), le Op/p-
espace vectoriel k(P) est de Fp-dimension f(P :p) = f(P: ¢(p))- f(p: p), donc de
Op /p-dimension f(P : ¢(p)). On en déduit donc que la multiplicité de Og-module
simple Og/p dans L ®p, k(P) est la somme sur tous les ¢ € H,N® de f(P : ¢(p)).
Mais puisque L ®o, k(P)) = LieAyp), cette multiplicité est aussi celle de Og/p
dans Og/(r), d’aprés la formule de Giraud 4.5. On a donc

v(m)= > f(P:o(p))

peH,ND

Vp | p de Op :
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pour tout p | p de O, ce qui est précisément la formule de Shimura-Taniyama. O

4.4. Preuve du théoréme principal. On veut montrer que
re o Artpe) = No  : Tr@) (Q)\Tr@)(Af) = Te(Q\TE(Af).

4.4.1. Niveau fini. Pour tout n entier, notons Kg(n) = {\ € @E : A =1modn}.
C’est un sous-groupe ouvert et compact de Tr(Ay). Puisque 7¢ o Artpg) et Ng
sont continus, il existe un idéal N' de Opq) tels que ces les deux applications
re 0 Artp(g) mod K (n) et Ng mod K (n) se factorisent en un diagramme

e OArtE(q>) ou Ng : TE(Q)\TE(‘;.)(A]&) — TE(Q>\TE(Af>
| l
ra o Attpa ou Na o T(Q\T(A7)/K(N) — To(Q\To(An)/K(n)

ot K(N) = {\ € Of g, : A= L mod N'}. Or

Tp(Q\Te(Ay)/K(n) = EX\ | E™*/Kn)" x [[ E; /K (n)q
qln

avec des notations évidentes, et E* est dense dans [] qu, donc

aln

To(Q\Tr(A)/K (n) = T(EX,n)\E®* /K (n)" = (T (E, m))\I" (E) = C(E,n)

ou I"(E) est 'ensemble des idéaux fractionnaires de F qui sont premiers a n,
L(EX,n)={X€ EX :VYq|n, vg(A —1) > vq(n)}

et i est Papplication qui & un élément de E* associe le Og-idéal engendré par cet
élément. De méme et avec des notations similaires,

Ti(a) (Q\T(a) (Ag) /K (N) > i(D(E(®)* N\ (E(®)) = C(E(®),N).
Les morphismes ainsi obtenus sont
re 0 Artge) et No  :  C(E(®),N)— C(E,n).
Le morphisme Ng se décrit aisément : il est induit par le morphisme Ng sur les

idéaux. Quant au morphisme 74 o Art (g, il se décrit de la maniére suivante.

4.4.2. Description de r¢oArt g(e) en niveau fini. Soit E(®, N') 'extension abélienne
de E(®) qui est fixée par Artpe)(K(N)). Clest une extension non-ramifiée en
dehors de WV, et les isomorphismes ci-dessus induisent

Artpg) : C(E(®),N) — Gal (E(®,N)/E(®))

qui envoient (la classe d’) un idéal premier p { N de E(®) sur I'inverse Frob, L du
Frobénius Frob, € Gal(E(®,N)/E(®)). Soient X € C(E(®),N), o € Aut(C/E(®))
tel que
o|E(®,N) = Artge)(X) dans Gal(E(®,N)/E(®)),
(A1) € H(E,®), A : (A,1) — o(A,1) une E-isogénie et ¢ 'unique élément de
Tr(Ay) tel que
Yz € Vi(A,C) : Mt -z)=0-2 dans Vi(0A,C).

Quitte & modifier A\ par un élément convenable de E*, on peut supposer que tAp €
K(n), pour tout p | n. Si O = End(A) N «(E), cette condition est équivalente &



THEORIE DE LA MULTIPLICATION COMPLEXE 19

une condition sur \, & savoir : A(a) = oa pour tout a € A[n]. Soit enfin J =-Op €
I"(E) et Y la classe de Y dans C'(E,n). Alors

Te O AI‘tE(q>)(X) =)
Nous allons montrer que pour de bons choix de
pe X, ocecAut(C/E(®)), (A,) eH(E,®) et A: (A1) —o(A4,0)

vérifiant toutes les conditions ci-dessus, on obtient J = Ng(p).

4.4.3. Choiz de (A, ). Choisissons une extension Galoisienne finie k de E(®) telle
que (1) E(®,N) C k, et (2) il existe une variété abélienne (A, 1) € H(E,®) qui est
définie sur k et telle que Op = Endi(A4) Ne(E). Quitte a agrandir encore k, on peut
supposer que (3) ¢(E) C k pour tout ¢ € @, et (4) pour tout o € Gal(k/E(P)), il
existe une Op-isogénie A — oA qui est définie sur k.

Exercise 4.8. Toute Og-isogénie A — oA est alors également définie sur k.

4.4.4. Choiz de p et o. On choisit dans X € C(E(®),N) l'inverse p~! d’un idéal
premier p + N tel que la variété abélienne A sur k a bonne réduction en tous les
idéaux premiers P | p de k. On fixe un tel idéal premier P | p de O, de sorte que c A
a bonne réduction en P pour tout o € Gal(k/E(®)). On choisit o € Aut(C/E(P))
de sorte que

ok = Frobp € Gal(k/E(®)).

4.4.5. Calcul de rg o Artgg)(X).
Lemma 4.9. I] existe J € I(E) et un k-isomorphisme Og-linéaire 3 : A ~ o A.

Démonstration. D’aprés ’hypothése (4) sur (4, ), tout isomorphisme Og-linéaire
A7(C) =~ (0 A)(C) est défini sur k, cf Exercice 4.8. Si A(C) ~ Vg 1/A et (0 A)(C) ~
Vr.1//, il existe un idéal fractionnaire J de E tel que A’ = J~'A. Les isomor-
phismes Homop,, (J, Vr,r) ~ Homg(E, Vr,1) >~ Vg 1 induisent un isomorphisme

Homo, (J,A) ~{f:E—Vrr: f(J)=Jf(1) C A} ~ JIA

d’ou 'on déduit que Home, (J, Vr.1/A) ~ Vr/J A, ie. A7(C) ~ (0A)(C),
cqgfd. O

Soit A/k(P) la réduction de A en P. Alors A est celle de o7 A. En particulier,
le composé des Frobenius “absolus”

(@¥) -

Z_)z(’])_)z(ff)_)”._)z - A

est le Frobénius 7 € Op de la variété abélienne A sur k(P). Notons que tous ces
morphismes sont Og-linéaires, et se déduisent de F : A — Z(q) par application
itérée de (@),

Lemma 4.10. Il existe un idéal J C Og et un isomorphisme Og-linéaire ( :
A7 =5 5 A tel que Boat:A— Al — g A se réduise sur F : A — Z(Q).
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Démonstration. Soit J un idéal fractionnaire de F tel qu’il existe un k-isomorphisme
Op-linéaire 3 : A7 = 5 A. La réduction de cet isomorphisme est un isomorphisme

EE a7 = A9 Alors Bil o F: A — A" est un élément de

Homp,, (A, ZJ) = Homep, (A, Home,, (J, A))
= Homp,(A®J,A)
= Homep, (J,Home, (4, A))
= Homp,(J,0F)
i.e., provient d'un f : J — Op, qui est injectif puisque @ o F' est une isogénie.
Remplagant J par f(J), on peut donc supposer que J C Op et Bil oF =aj :
A4 Alors

ﬁoa?:A—>AJ = 0A
se réduit bien sur F: A — Z@. O

Soit A = Boat : A — A/ = 0A. Clest une isogénie Op-linéaire de degré
[Of : J] = deg F = (degp)9 premier & n, et puisque A se réduit sur F, A(a) = oa
pour tout a € A[n]. Donc si ¢ est I’éléement de Tr(A[) tel que

Vo e Vi(A,Q): Mt-z)=0-2 dans Vi(0cA, Q)

alors t, € K (n)q pour tout q | n et re o Art(X) € C(E,n) est représenté par Iidéal
t-Op € I'(E). Pour calculer cet idéal, on note que a4 : Vi(A, Q) — Vi (A7, Q)
envoie ¢ - T7(A, Q) sur Tt(A”, Q), et que les isomorphismes

Vi(A7,Q) ~ Homo,, (J,V;(A,Q)) ~ Homg (E,V;(A,Q)) ~ Vi (4, Q)

identifient 77(A”7, Q) a J =1 - T (A, Q) et o4 a l'identité, donc t- Ti(A,Q)=J1-
T¢(A, Q). On en déduit que t-Op = J~1, donc re 0 Art(X) = [J '] € C(E, n).
Posant ¢ = (0/"18) o (64287 )0+ 0 (¢’ ") o8/, qui est un isomorphisme
Og-linéaire
B : AT AT L5240 L fA

on obtient un diagramme commutatif

A - A o A7 o o A
[ Bl Ba | Br |
A - oA — 24 - .. = gfA=A

dont la deuxiéme ligne se réduit sur le Frobenius 7 : A — A. On a donc
J! = (r) = No x(P) = Na(p') = No(p)’

d’aprés la formule de Shimura-Taniyama, donc J = Ng(p) puisque I"™(FE) est sans
torsion. Ainsi J=! = Ng(p~?), et puisque X = [p~!] dans C(E(®), ), on a bien

re o Arttpe) = No : C(E(¢),N) — C(E,n).
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4.4.6. Fin de la preuve. On a donc vu que

Cela montre déja que § = rg o ArtE@)/N(;l est un morphisme

0: Tr@)(Q\Te@) (Ay) = Te(Q\TE(Q)

ou Tg(Q) = N,Tr(Q) - K(n) est Padhérence de Tr(Q) dans Tr(Ay). On con-
clut grace aux deux lemmes suivants, oil x est I'involution de Tr(Ay) induite par
Iinvolution canonique * de F :

Lemma 4.11. Avec les notations ci-dessus, 0 - 0* = 1.

Démonstration. Soient s € Tp@)(Ay), 0 € Aut(C/E(®)) tel que o|E(P®)* =
Artpe)(s), (A1) € H(E, ®), X une E-isogénie (A,1) — (A, 1), t € Tu(Af) tel que
Vo € Vi(A,C): A({-2z) = ox dans Vi(c A, C).

Soit @ : A — A! une polarisation (F,*)-linéaire de A. Alors oo : 0A — o(A?) ~
(0 A)" est une polarisation (E, x)-linéaire de 0 A et N'ooao) : A — A est & nouveau
une polarisation de A. D’apreés le corollaire 2.12, il existe donc une constante ¢ € F<

telle que ca = \! o ca o X\. Pour tout z,y € V¢(A, C), on a alors

—~ —~ a ~ ~ Aooao\ ~ o~ oo
<t-x,ct~y>f = <t-m,t~y>f =<)\(t-m),/\(t-y)>f
= (o2,09);" =0 (2,9)5 = Xeye(0) (,9)
donc <:1:,cf7(5\* y>‘; = (z,xcyc(a)y>;‘, de sorte que ctt* = Xeye(0) et

*

. _ re(o)-re(o)* tot*
(9 -0 )(S) - N(D(S) A N@(S)* - Nq;.(S) . N@(S)* € TE(Q)»

puisque Xcye(0) = No(s) - Ny(s)* mod Tg(Q). O

Lemma 4.12. Le groupe Tg(Q)/Tr(Q) est un Q-espace vectoriel sur lequel x = 1.

Démonstration. On admet le résultat suivant : la topologie de Tr(A ) induit sur
O} la topologie profinie, i.e. celle dont une base de voisinage ouvert (et fermé) de
1 est formé des sous-groupes U qui sont d’indice fini dans Oj. Pour un tel sous-
groupe U, 'adhérence U de U dans Tg (A f) s’identifie donc & la complétion profinie
U de U. D’autre part,

(Te(Q)-U)NO; =05 U= Useorx u - U

est fermé dans @E, donc T(Q) - U est un sous-groupe localement fermé, donc

fermé, de Tr(Ay). Il en résulte que Tr(Q) - U = Tr(Q), et 'on obtient donc une
suite exacte

1-TNTe(Q)/U - U/U~TU/U - Te(Q)/Te(Q) — 1

avec un noyau fini puisque U N Tg(Q) C OF. Puisque OF et O sont des groupes

abéliens de type fini et de méme rang r = [F : Q] — |SpecF|, on peut choisir pour
U un sous-groupe de OF qui est sans torsion (et de rang r). Alors U/U ~ U /U ~
(Z/Z)". Mais Q =Z + Q avec ZN Q = Z. On obtient alors

Te(Q)/Te(Q) ~U/U ~U/U = (Z/Z)" ~ (Q/Q)

et le lemme en résulte immédiatement. O
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VARIETES DE SHIMURA

1. DONNEES DE SHIMURA ET VARIETES DE SHIMURA

1.1. Définitions.

Definition 1.1. Une donnée de Shimura est une paire (G, X) ot G est un groupe
réductif sur Q et X’ une classe de G(R)-conjugaison de morphismes h : S — Gr
vérifiant des conditions SV1, SV2, et SV3 explicitées ci-dessous. La variété de
Shimura associée a (G, X) est le systéme projectif, indexé par les sous-groupes
ouverts et compacts de G(Ay), des ensembles

Shic(G, X)(C) = G(Q)\ (G(A)/K x X)
munis de Iaction & droite du groupe G(Ay) définie par

0 :Shg(G,X)(C) — Shk- (G, X)(C) lg, ] — [go, h]
ot K’ =0 'Ko.

Definition 1.2. Un morphisme de donnée de Shimura ¢ : (G, X) — (G', X’) est
un morphisme de Q-schémas en groupes ¢ : G — G’ qui envoie X dans X’. Ce
morphisme induit un morphisme entre les variétés de Shimura

¢ : (Shi (G, X)(C))y — (Shi (G, X")(C)) s
ou pour ¢(K) C K',
oK,k Shi (G, X)(C) — Shr (G", X)(C)  [g,h] — [8(g), d(h)].

1.2. Structure Différentielle sur X. Soit Zg(h) C Gr le centralisateur de h
dans Ggr. C’est un sous-schéma en groupe fermé de Gr qui est connexe, comme le
sont les centralisateurs des tores, et K(h) = Zg(h)(R) est le centralisateur de h
dans G(R). En particulier, K(h) est un sous-groupe de Lie fermé de G(R), et

GR)/K(h) ~GR)-h=2X
est donc muni d’une structure de variété lisse sur laquelle G(R) agit par difféomor-
phismes. Puisque G(R) n’a qu’un nombre fini de composantes connexes, il en est
de méme de ’espace topologique X, et chacune de ces composantes connexes est de
la forme G(R)* - h ot G(R)™ est la composante neutre de G(R). L’espace tangent
de X en h s’identifie &
T,X = LieG(R)/LieK (h) = LieG(R)/LieZg(h)(R)
et cette identification transporte l’action de K(h) = Stabgg)(h) sur Ty (z) sur
Paction adjointe de K (h) sur les algébres de Lie.
Lemma 1.3. Soit X% = G*(R) - h® la classe de G*(R)-conjugaison de
h*d =adoh:S — GE.

Alors ad : X — X% identifie X 4 une réunion de composantes connezes de X%,
1
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Démonstration. On sait que X = [, G(R)T - h pour un ensemble fini H ~
7o(X) C X. Puisque ad : G(R) — G*(R) induit une surjection ad : G(R)T —»
G*(R)T, on obtient

ad(X) =ad([] GR)T-n) = [] G*(R)" -
heH heH’

pour un sous-ensemble fini H’ de H. Il reste & voir que ad : X — X*? est injective
(ce qui impliquera par ailleurs que H' = H). Soit donc h € X et g € G(R) tel
que ad(ghg™1) = ad(h), i.e. ghg~! = h mod Zg, ou encore ghg~*h™!:S — GRr se
factorise par Zgr, donc aussi par Zr N GE" = Z(GE™) qui est fini. Puisque S est
connexe, ghg 'h~! =1 donc ghg~! = h. ([

On peut donc aussi décrire les espaces tangents comme
ThX = Thaa X = LieG*(R) /LieK (h*)
ott K (h?) est le stabilisateur de h*? dans G**(R)).

2. L’HYPOTHESE SV1

2.1. Représentations de S. Puisque S = Resc/rGm,c, X*(S) = Z[Gal(C/R)]
avec Paction évidente de Gal(C/R). Les représentations de S — GL(V) (pour
V un R-espace vectoriel) correspondent donc bijectivement aux bigraduations de
V@ C = VP telles que VP4 = VIP - ce sont les structures de Hodge sur V.
Le type d’une telle bigraduation est 1’ensemble des couples (p,q) € Z? tels que
VP4 £ (. Par convention, z € S(R) agit sur VP9 par z7P - 279, Les structures
complexes correspondent donc aux bigraduations de type {(—1,0), (0,—1)}.

2.2. L’hypothése SV1. Revenant aux données de Shimura, on demande :

SV1: Pourtout h € X, ’action de S sur LieGr est de type {(—1,1),0, (1,—1)}

Du diagramme G 2d, Gad &9 GL(Lie(G)) on tire alors que

GnRr L Zn
! !
s X Gr

ol Z est le centre de G. Le morphisme h : G,, r — ZRr est un cocaractére qui ne
dépend pas du choix de h € X = G(R) - h. On note wy : G, — Zr son inverse.
On note aussi Cj, = h(i), qui est un élément de carré h(i?) = h(—1) central dans
G(R), et qui définit donc une involution IntCj, de Gr. On a bien sar K (h) C K(Cp)
ot K(C}) est le centralisateur (= le commutant) de Cj, dans G(R).
On obtient aussi une factorisation de h¢ = ad o h :
s g gu=5 T, gt 1 gad

ott S = ker(N : S — G,, r) et m(z) = z/z. En particulier,

Cpt = h(i) = un(—1) € G**(R)

et K(h*!) = K(uy) C K(C#) ot K(Cy) est le commutant de Cj, dans G*4(R.).
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2.3. La structure presque complexe. Lareprésentation Adoh : S — GL(LieGRr)
se décompose en partie de type (0,0) et partie de type {(1,—1),(—1,1)}, i.e.
LieG(R) = L} & L, avec

L} = LieG(R)NLieG(C)" = LieG(R)[C}, — 1]

L, = LieG(R)N (LieG(C)" ' & LieG(C)~ ') = LieG(R)[C}, + 1]

On a donc L} = LieK(h) = LieK(C}) (les groupes K(h) C K(C}) ont donc la
méme composante neutre), et T X' ~ L', qui est une représentation de S de type
{(=1,1),(1,—1)}. On peut aussi procéder de méme avec Ad o h*¢ — GL(LieG{),
qui donne une décomposition

LieG*R) = L}, ® L,., ou LF,, =LieG*(R)[Ci* F1].

Alors L,, = LieK (h*?) = LieK (C§?) (les groupes K (h*?) C K(Cp%) ont donc la
méme composante neutre), et 7, X ~ L, .., qui est une représentation de S de type
{(-1,1),(1,—1)}. En relabellisant la décomposition de Hodge de 7;,X ® C associée
a cette décomposition, on obtient une représentation de type {(—1,0), (0, —1)}, i.e.
une structure compleze sur T, X ~ L, ,,. Cette structure est caractérisée par la
relation

VzeSYR)=U": Ad(un(2)) 1 Lya 20— 2z-v €L,

Puisque K (h) centralise uy, cette structure complexe est K (h)-invariante, et plus
généralement pour tout g € G(R) et z € X, la différentielle 7,(g) : T, X — 75, X
est C-linéaire. On obtient donc sur X une structure presque complexe. Notant
Hol(X) les difféomorphismes de X’ qui préservent cette structure complexe, on voit
en particulier que :

Lemma 2.1. Pour tout x € X, il existe un morphisme u, : U' — Hol(X) qui fize
x et vérifie V2 € U, Typ(ug(2)) : TuX 20— 2-v €T, X

3. L’HYPOTHESE SV2
3.1. Involutions de Cartan.

Definition 3.1. Soit G un groupe algébrique (affine, connexe) sur R. Une involu-
tion de Cartan est une involution 8 € AutrG telle que

GOR)={geG(C):g=0(F)} estcompact.
Example 3.2. Sur G =GL, R, 6o(g9) = ’5971 est une involution de Cartan.

Theorem 3.3. Un groupe algébrique sur R posséde une involution de Cartan si et
seulement si il est réductif, et alors toutes les involutions de Cartan sont conjuguées.

Démonstration. [REF]. O

Si G est un groupe réductif, il existe une représentation fidéle G — GL(V) et un
produit scalaire sur V >~ R™ tel que G soit stable sous la transposition définie par
ce produit scalaire. Alors G est stable sous I'involution de Cartan 6y(g) = t‘cfl de
GL(V), donc 0 = 6y|G est une involution de Cartan de G. Le théoréme implique que
toutes les involutions de Cartan sont de ce type, pour un produit scalaire convenable
sur V.
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Proposition 3.4. Soit 0 une involution de Cartan de Gr,
K=G'R)={gcGR):0(g) =g} et P={zcLieGR):0(g)=—g}.
Alors K est un sous-groupe compact maximal de G(R) et
K xP — GR) (k,p) — k-expp
est un homéomorphisme.
Démonstration. Supposons d’abord que 0 = 8y sur G = GL, r. Alors
K={geGR):g'g=1}=0,(R) et P={reM,(R):!"z=2z}=Sym,(R)

Les matrices symétriques sont les matrices diagonalisables & valeurs propres réelles
dans une base orthonormée, donc exp P est ’ensemble des matrices > 0, i.e. diag-
onalisables & valeurs propres réelles strictement positives dans une base orthonor-
mée, et exp : P — exp(P) est un homéomorphisme (d’inverse le logarithme). Si
g € GL,(R), alors tgg > 0 donc tgg = exp2p = (expp)? pour un p € P et
exp(—p)tggexp(—p) = 1, i.e. gexp(—p) = k € K : application est surjective. In-
versement si ¢ = kexpp, alors 'gg = (expp)? = exp2p, donc p = %ln(tgg) et
k = g-exp(—p), CQFD. Dans le cas général, on peut supposer que 6 = 6y|G pour
un plongement G — GL, r et il suflit de montrer que si ¢ = k- expp € G(R)
avec k € O, (R) et p € Sym,(R), alors k € G(R) et p € LieG(R). Or exp(2p) =
0(g9)"'g € G(R) donc p € LieG(R), et alors k = g - exp(—p) € G(R). O

Corollary 3.5. K est un sous-groupe compact mazimal de G(R) et
W()(K) i> W()(G(R))

3.2. L’hypothése SV2. Revenant aux notations des données de Shimura, on de-
mande :

SV2: Pour tout h € X, Int(C{?) est une involution de Cartan de Gg&Z.

Alors K(C¢4) est un sous-groupe compact maximal de G*¥(R), et son sous-groupe
K (h*?) est aussi compact. Puisque LieK (h??) = LieK (C?) = LieG*(R)[Cgd — 1],
K (hed) et K(C?) ont la méme composante neutre. Mais K (h®?) est déja connexe,
puisque c’est le groupe des R-points du R-schéma en groupe connexe ZGaRd (h?) et

que ce groupe est compact. On en déduit que le stabilisateur dans G%¢(R) de toute
composante connexe G (R)* - h?? de X*? est la composante neutre G4 (R)* de
G*(R), et donc d’aprés le lemme 1.3 :

Lemma 3.6. Les composantes connexes XT = G(R)™ - h de X ont pour stabilisa-
teur (commun) dans G(R) I’image inverse G(R), de G*(R)* dans G(R).

3.3. Structure Hermitienne. Soit + € X. Choisissons sur I’espace tangent T, X
une forme hermitienne définie positive. En intégrant cette forme sur le compact
K (z) = Stabgaa(r)(z) (qui agit C-linéairement sur 7, X’), on obtient une nouvelle
forme qui est maintenant K (x)-invariante, et toujours définie positive. En trans-
portant cette forme & Ty, X par Tp(g) : Tp,X — T,,X, on obtient sur X une
forme Hermitienne G(R)-invariante, et notamment une métrique G(R)-invariante
(donnée par la forme Riemanienne associée).

On peut d’ailleurs rendre la construction de cette forme encore plus canonique,
en choisissant comme point de départ la forme de Killing sur LieG?(R), qui est
donnée par

o(z,y) = Trr ([.L, [y, o] : LieG“d(R)) .
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Cette forme est en effet déja invariante (& un caractére prés) sous l'action adjointe
de G(R), et elle est non-dégénérée puisque Gl est semi-simple. Pour tout h € X,
la décomposition de LieG?¥(R) donnée par C? est une décomposition orthogonale
pour ¢, et en fait Lagrangienne, i.e.

Lf.uLlL; .. = LieG*(R)

avec ¢|L;ad < 0 et ¢|L,, > 0 (on le voit par exemple en travaillant avec un

plongement G¥ — GL,r tel que IntC# soit g — 75gfl). L’action du compact
K(ho?) sur Ty (X) ~ L, .q préserve ¢, et en particulier ¢(ix,iy) = 1 puisque i =
up(i) € K(h®). Donc

Un(@,y) = oz, y) +id(z,iy)

est une forme hermitienne définie positive et K (h)-invariante sur T, (X).

Proposition 3.7. Les composantes connezes X de X sont des espaces symétriques
hermitiens, i.e. des variétés holomorphes connexes, munies d’une forme hermiti-
enne définie positive 1, et telle qu’en tout point x € X, il existe une symétrie
sz € Is(X, ) qui admet = pour point fize isolé.

Démonstration. Il faut d’abord montrer que la structure presque complexe est in-
tégrable (i.e. définit sur X' une structure de variété holomorphe). Comme symétrie
en h € X, on prend bien siir le difféomorphisme induit par C¢¢ = h??(i) € G*4(R).
Ce diffeomorphisme préserve la composante connexe G*(R)* - h de h puisque
C’,‘fd € G*(R)* (car S est connexe), il préserve v et la structure presque complexe
par construction, il fixe bien stir le point h de G*¢(R) (puisque h**(S) C K(h?)
car S est commutatif). Puisqu’il induit —1 sur 'espace tangent T3, X, h est un point
fixe isolé. O

On peut montrer que de tels espaces sont totalement géodésiques, que s, stabilise
toutes les géodésiques qui passent par z, et induit sur chacune d’elles I'inversion :
szY(t) = v(—t) si v(0) = z. Les espaces symétriques hermitiens ont été totalement
classifiés. Ceux que I’on obtient par la procédure ci-dessus sont exactement ceux qui
sont de courbures négatives : on les appelle les domaines symétriques hermitiens.

3.4. Retour a la variété de Shimura. Soit XT C X une composante connexe
de X. Puisque G(Q) est dense dans G(R), G(Q) agit transitivement sur I’ensemble
des composantes connexes, et le stabilisateur dans G(Q) de X est l'intersection
G(Q)+ = G(R)+ N G(Q). On obtient donc

Shic (G, 2)(C) = G(Q)1\ (G(AN)/K x X)
Lemma 3.8. G(Q):\G(Ay)/K est fini.
Démonstration. Cf. |[REF], qui dit que G(Q)\G(Ay)/K est fini. O

Soit C C G(Af) un systéme de représentants pour G(Q)T\G(Ay)/K. Alors

Shic (G, X)(C) = [] Torcg-\XT = [ ] Do, \XT
geC geC

ou I'yic—1 est le stabilisateur de g- K dans G(Q) 4, i.e. Ty, = G(Q)+ NgKg™ !,
et I'(9)?® son image dans G*(Q)* c G*(R)*.
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3.5. La structure holomorphe sur Shg (G, X)(C).

Lemma 3.9. Pour toult compact K de G(Ay), le sous-groupe T'x = G(Q) N K
de G(Q) est discret dans G(R) et son image T'%¢ dans G*(Q) est discréte dans
G (R). Si K est suffisamment petit, alors Fyrg— et F;}i(g,l sont sans torsion
pour tout g € G(Ay).

Démonstration. On choisit une représentation fidéle p : G — GL(V) et un réseau
L de V fixé par K. Une base de ce réseau identifie GL(V) & GL,.q et 'k & un
sous-groupe de GL,(Z). Puisque GL,(Z) est discret dans GL,(R), I'k est discret
dans G(R). Si K agit trivialement sur L/¢L pour un premier £ > 3, T'x est contenu
dans T'(¢) = {g € GL,(Z) : g = 1 mod ¢} qui est sans torsion, donc T'k est sans
torsion. Mais alors gK g~ * agit trivialement sur L' /¢- L' ou L' = g- L, donc T' 51
est & nouveau sans torsion. Pour G, on procéde de méme avec une représentation
fidéle de G2 O

Corollary 3.10. Si K est assez petit, Shx (G, X)(C) est une variété holomorphe.

Démonstration. On suppose que K est assez petit, i.e. tel que I‘Z‘[i(g,l est sans
torsion pour tout g € G(Ay). On a vu que

Shk (G, X)(C) = [ T#(9\Xt on &T ~ G*R)* /K (h*?)
geC

et le lemme suivant permet facilement de munir chacun des espaces T'%(g)\ X"
d’une structure holomorphe — telle que la projection X — T'%(g)\X* soit un
isomorphisme local. (I

Lemma 3.11. Soit G un groupe localement compact, K un sous-groupe compact
de G, T un sous-groupe discret de G. On munit X = G/K de la topologie quotient.
Alors :

(1) Pour tout x € X, T, ={y €T :yx =z} est fini.

(2) Pour tout compact A,B C X, {y €T :~vANB # 0} est fini.

(3) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouwvert U de x tel que YU NU #
0=~z =ux.

(4) Pour tout 'z # 'y € X, il existe des voisinages ouwverts U de x et V de y
tels que TUNTV = 0.

Démonstration. Puisque K est fermé, X est séparé. Pour tout = € X, le stabilisateur
K, de x dans G est compact, car c¢’est un conjugué de K. Donc I', = I'N K, est
compact et discret, i.e. fini, ce qui prouve (1). L’application 7 : G — G/K = X est
ouverte par définition de la topologie de X, et elle est aussi rétro-compact : si A est
un compact de X', 771(A) est un compact de G. En effet, si G = UU; avec U; ouvert
et U; compact, alors X = Un(U;) avec 7(U;) ouvert, donc A C U;ern(U;) avec I fini
et 771 (A) C UserU;- K C UierU;- K qui est compact. Si A et B sont des compacts de
X et YANB # ), alors yr 1 (A)N7=1(B) # 0, donc vy € 7~ 1(B)- (7~ 1(A))~NT, qui
est compact et discret donc fini, ce qui prouve (2). Pour (3), on commence par choisir
un voisinage compact V' de z, et on note que d’aprés (2), 'y = {y € T : 7VNV # (1}
est fini. Pour chaque v € I'y — I';, on choisit des voisinages disjoints V, de = et
W, de yz. On pose U = V N Nyery—r,Vy Ny~ W, qui est un voisinage de x
contenu dans V. On a donc I'; C I'y C I'y. Mais si v € I'y — 'y, 7U C W,
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et U CVy,doncyUNU =0ety ¢TIy :done Iy =Ty, e (3). Pour (4), on
commence de méme par prendre des voisinages compacts A de z et B de y, puis
on considére 'ensemble fini I'(A, B) = {y € T : yAN B # 0}, et on choisit pour
tout v € I'(A, B) des voisinages disjoints V,, de vz et W, de y. On pose alors
V=AnN ﬂvep(A,B)fy_an, et W = BN Nyera,W,. Ce sont respectivement des
voisinages de A et B. Si y € I'(V, W), alors v € I'(A, B), donc vV C V,, tandis que
W C W, donc vV N W = @, une contradiction. Donc I'(V, W) = 0, ce qui prouve
(4). O

Ci-dessus, nous n’avons utilisé que la compacité des sous-groupes K de G(Ay),
dont nous avons vu essentiellement qu’elle implique que les groupes de type ' =
G(Q) N K sont petits, i.e. discret dans G(R). D’un autre coté, les sous-groupes K
de G(Ay) considérés dans la définition des variétés de Shimura sont aussi assez
gros : ils sont ouverts en plus d’étre compacts. Cette hypothése implique que les
sous-groupes 'k C G(Q) sont aussi assez gros (en plus d’étre discrets). Plus pré-
cisément, ces sous-groupes sont exactement ceux que ’on appelle les sous-groupes de
congruences, qui sont eux-mémes des sous-groupes arithmétiques. Pour donner un
énoncé qualitatif, on peut noter que la métrique Riemannienne G®¢(R) -invariante
sur X descend en une métrique Riemannienne sur chacun des F;}ig,l \ X, lesquelles
se recollent en une métrique Riemannienne sur Shx (G, X'), d’ou une notion de vol-
ume. Et bien :

Proposition 3.12. Le volume de Shi (G, X)(C) est fini.

Démonstration. Cf. [5, Theorem 4.13], qui implique que I'\G*¥(R) est déja de vol-
ume fini pour tout sous-groupe arithmétique I' de G*4(R.). (I

4. LESs AUTRES HYPOTHESES

4.1. L’hypothése SV3. Décomposons G = [[G; en produit de facteurs Q-
simples et soient h{* = S — G r les projections correspondantes de h*? : S — G'.
Si h9¢ = 1, I'identité est une involution de Cartan de G r, donc G;(R) est compact.
Inversement, si G;(R) est compact, I'involution de Cartan Inth?d(i) est conjuguée 4
I'identité, donc est 'identité, c’est-a-dire que hf}d(i) est central donc trivial (puisque
G est adjoint), donc K (h9?) = G;(R)" = G;(R), L.e. hi?: S — G; r est central
donc trivial.
SV3: h?d # 1 pour tout j, i.e. aucun des G;(R) n’est compact®.

Cette hypothése est toujours requise pour les variétés de Shimura. Elle est utilisée
en conjonction avec le théoréme d’approzimation forte, qui dit que

Theorem 4.1. Si G est semi-simple, simplement conneze et G(R) n’est pas com-
pact, alors G(Q) est dense dans G(Ay), done G(Q)\G(Af)/K = {o} pour tout
sous-groupe ouvert K.

Démonstration. [5, Theorem 7.12]. O

Ce théoréme permet de calculer par dévissage ’ensemble des composantes con-
nexes 7o (Sh (G, X)) des variétés de Shimura. Pour le calcul lorsque G4 est semi-
simple, voir [4, Theorem 5.17]. Le calcul dans le cas général est plus ardu, cf. [2].

Lon veut cependant que cette condition n’exclue pas les tores, dont le groupe adjoint est
trivial : il faut donc convenir que le groupe trivial {1} est sans facteur simple.
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Ce calcul est préliminaire & I'analyse de la loi de réciprocité pour les composantes
connezes, dont nous ne parlerons pas.

4.2. Hypothéses auxiliaires. Le morphisme de poids wy : G, — Zr est un
cocaractére de Z, il est donc défini sur Q.

SV4: wy est défini sur Q.
SV5: Z(Q) est discret dans Z(Ay).
Ces axiomes correspondent aux variétés de Shimura dont on espére qu’elles classi-

fient des objets de nature géométrique : les motifs.

5. EXEMPLES

5.1. Exemple n°l : courbes modulaires. On prend G = GL3 q et pour X la
classe de G(R)-conjugaison du morphisme h : S — GLy g défini par

h(z) = ( _ab Z ) pour z =a+1ib € S(R) = C*.

On a K(h) = K(Cp) = SO(2,R) mais
() = SO, R)/{+1} € K(C) = 02, R)/{1}.
Puisque SO(2,R) est aussi le stabilisateur de i € C — R pour Paction transitive
a b a b az+b
V(C d)EGL(Q,R) et 2z€C—-R: (c d>. = 1d

cette action identifie X ~ C — R, par g - h — ¢ -i. On a LieG = M avec action
par conjugaison de G, et pour tout z = a +ib € C* = S(R),

wa (2, U e = (5 0] e (L e = (L
donc LieG(C) = V20 @ VE=1 @ V11 avec

0,0 _ ) 1 0 ) 0 1 +1,71 _ ) 1 Fi
V_c<01@c Soo ) e vEE—c (T

ie. (G,X) vérifie SV1. La décomposition de LieG(R) = L} & L; est

+ _ r Yy y. - T oy )
Lh_{<_y x>w7y€R} Lh_{(y _x)x,yER}

Le morphisme uy, : St — G4(R) = PGL2(R) = GLy(R)/R* est

a+ib o a b 1+ x( 1 1
a—inR <—b a> doncz-l_i»—>R (_1 1).

€ C—-R,

La structure complexe Iy, sur T, X ~ L; est donc

(st ) =wa (5t Juet=( 1 ).

Le diffeomorphisme g - h — g - i identifie L, ~ T, X ~ T;(C — R) ~ C par

Yy _ .
< I ) €L, —2y+ix)eC
et envoie donc Iy, sur [xi] = d;(z — f;zrll ). Puisque l'action de G(R) sur C—R est
holomorphe, on en déduit que notre difféomorphisme X ~ C—R est compatible avec
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les structures complexes, i.e. est holomorphe. La symétrie up(—1) sur X correspond
az— _71 sur C — R. Pour 6 = IntC},,

cO@C) = {(“b 2>:a,beC,aa+bb;&0}

(GO (C) ~ {( _C% 2):aa+bb:1}/{j:1}

qui est compact, donc 6 est une involution de Cartan de G et (G, X) vérifie SV2.
Pour la forme de Killing sur LieG(R), on a une décomposition orthogonale

LieG(R)zR-(é ?)LR-<_01 é)lR(é _01>LR'<(1) (1))

et la forme quadratique associée vaut 0, —8, 8, 8 sur la base indiquée, qui induit

!/ /
(5 2) (5 %)) s swis=nn

Sur & ~ C — R, la forme induite sur l’espace tangent C en i € C — R est donc
exactement la forme standard ¢(z1, 22) = Tre/r(21%72). En 2 = x4y, on transporte
cette forme de l'espace tangent C de i € C — R a l'espace tangent C de z = ¢gi €
C — R avec

(et VB VI
_< 1/\/5)(1 d dg =[yx]: C — C.

On obtient donc la métrique riemanienne dzﬁy sur C — R.. 1l est clair que (G, X)
vérifie aussi SV3, SV4 et SV5. Les variétés Shi (G, X) que on obtient sont les
courbes modulaires.

Remark 5.1. Soit B un corps de quaternion sur Q tel que Br ~ M2(R). On prend
pour G le groupe multiplicatif de B, i.e G(R) = (B® R)™ pour toute Q-algébre R.
Et pour X, on prend la G(R)-classe de conjugaison de h... comme ci-dessus, puisque
G(R) ~ GL2(R). Alors (G, X) est encore une donnée de Shimura. Les variétés que
I’on obtient ainsi sont les courbes de Shimura.

5.2. Exemple n°2 : variétés de type PEL. Soit B une Q-algébre semi-simple,
* une involution positive sur B, (V,9) € Hq(B,*, —1) un (B, *)-module symplec-
tique. On prend pour G le groupe des similitudes B-linéaires de (V, %) et pour X
la classe de conjugaison d’un morphisme h; : S — G(R) provenant d’une structure
complexe (B,«) linéaire I sur Vgr telle que yr 1 > 0, i.e. hy : S — Gr envoie
a+bi € C* = S(R) sur la multiplication par a+ bl dans V. Vérifions les axiomes.

Pour vérifier 'axiome SV1, on plonge G dans GL(V). Sur Vg, action de S
est de type {(—1,0),(0,—1)} puisqu’elle provient d’une structure complexe. Cela
signifie que Vo = VT @ V™~ avec hy(2)(v) = zv pour v € V' et Zv pour v € V™.
Donc sur

LieG(C) C LieGL(V)(C) = Homg(Ve, Vo) = @+, +, Homg (VE, VE2)
I’action adjointe est
1 sur Homg(VE, VE),
Ad(hi(2)) = ¢ 2/Zz sur Homg(V~, V1),
z/z sur Homg(V7', V7).
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i.e., elles est de type {(1,-1),0,(—1,1)}, CQFD.

Pour Paxiome SV2, il faut vérifier que Int(ad(I)) est une involution de Cartan
de G 1 suffit pour cela de vérifier que 6 = Int(I) est une involution de Cartan
du groupe dérive G&". On plonge cette fois-ci G dans GSp(V, 1), donc G4 dans
Sp(V,%). Pour tout g € Sp(V,¢)(C) et v,w € Vg, on a

(Yr.1)c(gv, gw0) = (Yr)c(Igv, gw) = Yc(gv, I"gw)
avec I* = —I. Donc si Ig = gl, I"g = gI* et

(Yr,1)c(gv, g0) = Yc(gv, gI*w) = Yo (v, 'w) = Ypc(lv, W) = (Yr,1)c(v, ).
Mais ¢r.; > 0, donc (¢¥r,1)c(v, W) est une forme hermitienne ¥ > 0 sur V. Donc
(G’ (R) C Sp(V, )" (R) C U(¥) C Sp(Ve, ¥c)

est compact, CQFD.

Pour 'axiome SV 3, il faut faire des hypothéses supplémentaires. Le composé du
poids wx : Gy, r — Zr avec linclusion Zg — GL(VR) correspond a linverse du
morphisme évident G, r — GL(VR), et ce poids est donc défini sur Q, i.e. (G, X)
vérifie SV4.

5.3. Exemple n°2bis : Un cas PEL simple. Il y a un cas particulier qui a été
abondamment étudié, notamment dans le cadre du programme de Langlands. C’est
celui ou le centre de B est un corps CM E. Alors B est simple et I'involution *x de
B induit 'involution canonique de F. Dans ce cas,

(Br,*) ~ [ [(Mn(C), )
é
Le choix d’un tel isomorphisme fournit un type CM ® sur E, et une équivalence

H(Br,* —) ~ [[H(C, ).
¢

En particulier, G(R) C [ GU(V,) = GU(py, ¢») pour des signatures (py,qs). Les
domaines symétriques hermitiens associés & chacun des facteurs sont en bijection
avec I’ensemble des décompositions Vy = V¢+J_V¢_ en partie ot la forme hermitienne
est respectivement définie positive et définie négative. On peut de plus choisir ®
de sorte que le morphisme hy : S — GRr correspondant & une telle décomposition
envoie z sur (zsur VJ,E sur Vg ).

5.4. Exemple n°3 : Tores. Si T est un tore et h : S — Tr un morphisme
quelconque, alors h agit trivialement sur LieTR et Tﬁd est trivial : les conditions
SV1,2,3 sont donc automatiquement vérifiées. Les variétés de Shimura correspon-
dantes sont de dimension 0 : juste un ensemble fini de points

Shi (T, {h})(C) = T(Q\T(Af)/K.

5.5. Exemple n°4 : variétés de type B ou D. Soit F' un corps totalement réel,
(V, ) un F-espace quadratique de dimension n > 3 tel que pour tout plongement
7:F <R, (V;,¢,) est de signature

(pT7qT) € {(n7 0)7 (O>n)’ (Za n—2), (n -2, 2)}

On suppose aussi qu’au moins une de ces signatures est dans {(2,n—2), (n—2,2)}.
On fixe dans chaque V; de signature (2,n—2) ou (n—2, 2) un sous-espace totalement
anisotrope W, maximal et de dimension 2, et une orientation sur ce sous-espace.
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On munit W, de la structure complexe déduite de cette orientation, i.e. de celle
pour laquelle la multiplication par 4 est une rotation d’angle 7/2. On prend alors
G = Resp;@SO(V,¢) et pour X, la classe de G(R)-conjugaison du morphisme
h:S — Gr qui envoie z € C* = S(R) sur ’élément qui agit par z/Z sur ®@W; et
qui est trivial sur (©W, )+,

Exercise 5.2. Vérifier les axiomes SV1-5.

6. STRUCTURE ALGEBRIQUE SUR C

A ce stade, on a déja une structure de variété holomorphe (ou analytique com-
plexe) sur
Shi (G, X)(C) = G(Q)\ (G(Ay)/K x X)),
au moins lorsque K est assez petit. Si cette variété est projective, i.e. isomorphe a
un fermé d’un P (C), on peut appliquer le théoréme suivant pour obtenir une var-
iété algébrique projective lisse sur C dont Shi (G, X')(C) est Pensemble des points
complexes :

Theorem 6.1. Le foncteur V — V(C)®™ est une équivalence de catégorie entre
variété algébrique lisse projective sur C et variété analyltique complexe projective.

En régle générale, Shi (G, X)(C) n’est cependant pas compacte. Mais un théoréme
de Bailly et Borel permet de compactifier chacune des composantes connexes '\ X Tde
Shk (G, X)(C) en la réalisant comme un ouvert de Zariski d’une variété algébrique
projective (I'\X'*)*. On obtient alors une variété algébrique lisse et quasi-projective
Shi (G, X)c sur C dont la variété analytique complexe sous-jacente Shi (G, X')c(C)*"
est bien ce qu’il faut, & savoir notre variété analytique complexe Shy (G, X)(C)!
Un théoréme de Borel dit que la structure algébrique ainsi obtenue est universelle
- donc unique & unique isomorphisme prés :

Theorem 6.2. Pour toute variété algébrique quasi-projective lisse V' sur C, tout
morphisme analytique compleze V" (C) — Shi (G, X)(C)*™ est induit par un mor-
phisme algébriqgue V — Shi (G, X)c.

Pour les variétés qui nous concernent principalement - & savoir les variétés de
Shimura de type PEL, nous verrons plus bas pourquoi ces résultats ne nous con-
cernent guére, compte-tenu de ce que 'on a déja fait dans ce cours : on sait déja
que Shk (G, X)(C) est ’ensemble des C-points d’une variété, celle qui représente
le probléme de module ad-hoc.

7. MODELES CANONIQUES

7.1. Le corps reflex d’une donnée de Shimura. Soit (G, X) une donnée de
Shimura. Pour tout h € X', on note

hc
Hh t Gm,C — Gm,C X G'm,,C = SC — GC

ou le premier morphisme envoie z sur (z, 1) et U'inverse du second z € S(R) C S(C)
sur (2,Z) € Gj(C) x G,,,(C). On obtient ainsi un élément bien défini u(G, X) €
C(G, C), ou pour tout corps k C C, on note

C(G, k) = G(k‘)\Homk,gT(Gm,k, Gk)

Pensemble des classes de G(k)-conjugaison de cocaractéres de Gy.
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Lemma 7.1. Si Gy, est décomposé, i.e. contient un tore mazximal déployé T =
anﬁk, alors

VV(k?)\HOHl]C_g?«(G}mJ67 T) >~ G(k)\HOmk_gr(Gm7k, Gk)
ot W(k) = Ngy(Tr)/ Zc ) (Tk) est le groupe de Weyl.
Démonstration. L’application est surjective car deux tores déployés maximaux sont
nécessairement conjugués. Elle est injective : si p, 1’ : Gy, — T sont conjugués
dans Gy, i.e. il existe g € G(k) tel que u = Int(g) o p’. Alors p est a valeur dans
TNInt(g)(T), donc u commute & T et Int(g)(T), i.e. T et Int(g)(T) sont deux tores
maximaux dans le centralisateur Z,(Gy) de pu dans Gy, qui est un groupe connexe
réductif, donc ils sont conjugués aussi par un élément h € Z,(Gy)(k). On a donc

Int(h) o = p = Int(h) o Int(g) o ' = Int(hg) o

avec maintenant Int(hg)(T) = T, i.e. hg € Ngu)(Tk), CQFD. O

On en déduit que u(G, X) € C(E) pour un corps de nombre E C C suffisamment
gros.
Definition 7.2. Le corps reflex E(G, X) C C est le corps de définition de pu(G, X) €
C(Q).
Lemma 7.3. Si (H,Y) C (G, X), alors E(H,Y) D E(G,X).
Démonstration. Immeédiat. O

7.2. Les points spéciaux.

Definition 7.4. Un point h € X est dit spécial si et seulement si il existe un Q-tore
T C G tel que h: S — Gr se factorise par Tr. Un point € Shi (G, X)(C) est
dit spécial si et seulement si il existe un élément g € G(Ay) et un point spécial h
de X tel que

z=lg,h] € GIQ\ (G(A)/K x X) = Shg (G, X)(C).

Remark 7.5. Si T est un Q-tore mazimal (ce que l'on peut toujours supposer dans
la définition ci-dessus), pour que h € X se factorise par Tg, il faut et il suffit
que h(C*) et T(R) commutent. En effet, h se factorise alors par le centralisateur
ZGR (TR) = TR de TR dans GR.

Remark 7.6. Pour tout h € X, le groupe de Mumford-Tate MT(h) de h est le plus
petit sous-groupe H de G qui est défini sur Q et tel que h : S — Gr se factorise

par Hg. Presque par définition, h € X est spécial si et seulement si MT(h) C G
est un tore.

Soit h un point spécial de X et T' C G un Q-tore tel que h : S — GR se factorise
par Tr. Alors (T, {h}) est une sous-donnée de Shimura de (G, X). Le corps reflex
de (T, {h}) est le corps de définition du cocaractére pp : Gp.c — Tc — Ge : il
ne dépend pas du choix de T, mais seulement de h € X. On le note E(h). Puisque

pour tout corps k C Q,
Homy—gr (Gk: Tyx) = Homggan) (X*(T), X*(Gmik))
—  Homzcag) (X*(T), Indgai® X" (Gn.q) )
Homgzgaig) (X*(T), X*(T}))
= Homq-_g4 (T, T)
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le cocaractére pup, : Gy, g(n) — T/ p(n) induit & son tour un morphisme de Q-tores
Th : TE(h) = ResE(h)/QGm,E(h) —T.
On obtient ainsi un morphisme

r: Ton(A) — T(A) P T(A,) < G(A))

qui ne dépend & nouveau pas du choix de T'.
7.3. Le modéle canonique.

Definition 7.7. Soit (G, X) une donnée de Shimura et K un sous-groupe ouvert
et compact de G(Ay).

(1) Un modéle Mg de Shi(G,X) sur E(G,X) est dit canonique si et seule-
ment si il vérifie la propriété suivante : pour tout point spécial h de X
et tout g € G(Ay), le point [g,h] de Mg (C) est défini sur lextension
abélienne maximale E(h)® de E(h) D E(G,X) dans C, et pour tout
o € Aut(C/E(h)), pour tout s € Tr)(A) tel que o|E(h)* = Artp)(s),

o-lg,h] =[rz(s)g,h] dans Shg(G,X)(C).

(2) Un modéle de Sh(G, X) est un systéme projectif de modéles canoniques
(Shg (G, X))k sur E(G,X), indexé par les sous-groupes ouverts et com-
pacts (suffisamment petits) K de G(Ay), muni d’une action a droite de
G(Ay) qui induit celle que l'on a déja sur (Shx (G, X)(C))k.

Cette définition peut paraitre bien singuliére. Nous verrons plus bas pourquoi
elle est au contraire tout & fait naturelle : la loi de réciprocité qui exprime ’action
de Galois sur les points spéciaux est, tout au moins pour les variétés de Shimura
de type PEL, rien d’autre qu’un avatar du théoréme principal de la multiplication
complexe.

7.4. Unicité des modéles canoniques. On veut montrer que

Theorem 7.8. Si Shi (G, X) a un modéle canonique, celui-ci est unique o isomor-
phisme unique prés.

Démonstration. On applique le théoréme suivant avec K = K’ et 0 = 1. (I
Theorem 7.9. Soit 7(n) : Shg(G,X) — Shg/(G,X) un morphisme [g,h] —
[gn, h] avec donc n € G(Ay), pour des sous-groupes ouverts et compacts K et K’
de G(Ay) tels que n™'Kn C K'. Si Shg(G,X) et Shx/(G,X), ont un modéle
canonique, alors T (n) est défini sur E(G,X).

Démonstration. Il suffit de voir que o(7 (n)) = 7 (n) pour tout o € Aut(C/E(G, X))
(par descente fpqc des morphismes), ou encore que
o-T(n)(z) =T(n)(o-x)
pour un ensemble Zariski dense de points x € Shi (G, X)(C). Si z = [g, h] pour un
point spécial h € X de corps réflexe E(h) D E(G,X) et o fixe E(h), alors pour
tout s € T (A) tel que o| E(h)® = Artp(,)(s) € Gal‘,f;b(h), on a
o-T(n)([g,h]) = o - [gn, k] = [ra(s)gn, h] = T (n)[rn(s)g,h] = T (n)(o - [g, h]).

Le théoréme résulte donc des deux lemmes suivants. U

Lemma 7.10. Pour tout h € X, [G(Ay), h] est Zariski dense dans Shi (G, X)(C).
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Démonstration. Exercice. O

Lemma 7.11. (1) Il eziste un point spécial h € X, et (2) Gal(Q/E(G, X)) est
engendré par les Gal(Q/E(h)) pour h € X spécial.

Démonstration. (1) On part d’un point h € X, on choisit un tore maximal T' C Gr
a travers lequel h se factorise. Alors T est le centralisateur de tout point régulier
t € LieT(R). Mais si tg € LieG(Q) est suffisamment proche de ¢ € LieG(R) =
LieG(Q) ® R, alors t( est encore régulier, donc son centralisateur Ty est encore un
tore maximal dans GG, qui est maintenant défini sur Q. Tous les tores maximaux
de Gr ne sont malheureusement pas conjugués, mais il n’y a qu’un nombre fini de
classes de conjugaisons - et si ¢y est suffisamment proche de ¢, alors Tor = gT'g ™"
pour un g € G(R). Alors ghg=! = g - h se factorise par Ty : c’est donc un point
spécial de X. (2) Voir la version originale de [1, 5.1]. O

Remark 7.12. On montre de méme que si tous les Shx (G, X) ont un modéle canon-
ique, alors Sh(G, X) en a un aussi (i.e. les applications de transitions et ’action de
G(Ay) sont données par des morphismes algébriques définis sur le corps reflex
E(G,X).

Remark 7.13. On montre encore de méme que les modéles canoniques sont fonc-
toriels en la donnée de Shimura : si ¢ : (G, X) — (G, X’) est un morphisme de
données de Shimura, si ¢(K) C K’ sont des sous-groupes ouverts et compacts de
G(Ay) et de G'(Ay), et si Shg (G, X) et Shg/(G', X') ont des modéles canoniques,
alors ¢ : Shg (G, X) — Shi (G', X') est défini sur E(G,X) - E(G', X").

7.5. Existence des modéles canoniques. Il s’agit d’un probléme de descente
fpqc, le long de S = SpecC — Sy = SpecE ou E = E(G,X). Dans ce con-
texte, une donnée de descente sur un SpecC-schéma X est - comme d’habitude
- un isomorphisme p;X ~ p5X de S’-schémas vérifiant une condition de cocycle,
ou p1,p2 = S =85 xg, S — S sont les deux projections, et une telle donnée de
descente est effective lorsque X est quasi-projectif. Malheureusement, le schéma
S’ = SpecC ®g C est nettement plus compliqué qu’il n’en a ’air. Cependant tout
élément o € Aut(C/E) définit un morphisme C® gC — C donné par 2@y — o(x)y,
donc un morphisme (o, 1) : Spec(C) — S’. En faisant le pull-back de notre isomor-
phisme p1X ~ p3 X, par (o,1), on obtient un isomorphisme f, : 0 X ~ X. La
condition de cocycle implique alors que for = foo0(fr) : 07X — 0X — X et la
collection de ces isomorphismes est presque aussi bonne que la donnée de descente
elle-méme : Milne décrit dans [4] une condition suffisante, dite de continuité, pour
qu’une telle (variante de) donnée de descente sur un schéma quasi-projectif X sur
C soit effective. Si de plus X est lisse, on peut encore décrire les f, au moyen de
Paction qu’ils induisent sur X(C) : 0 - ¢ = f,(ox). Une action de Aut(C/E) sur
Pensemble X (C) est dite réguliére si elle provient de tels morphismes f,. Au final,
une action réguliére et continue sur X (C) est donc effective si X est quasi-projectif
et lisse.

D’apreés 'unicité des modéles canoniques, il existe au plus une donnée de descente
canonique sur Shg (G, X)(C), c’est-a-dire au plus une action réguliére et continue
telle que o - [g,h] = [rn(s)g, h] pour tout g € G(Ay), tout h € X spécial, tout
o € Aut(C/E(h)) et tout s € T (A) tel que Artgpy(s) = o|E(h)™. 1l reste &
construire une telle action de Aut(C/E) sur Shix (G, X), et & vérifier qu’elle est
bien réguliére et continue.
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Lorsque les points de Shi (G, X)(C) classifient des objets algébriques sur C,
comme c’est le cas pour les variétés de type PEL, laction de Aut(C/FE) sur les
objets classifiés fournit déja une action de Aut(C/E) sur Shg (G, X)(C) et Milne
vérifie dans [4, §14] que cette action est bien réguliére et continue. Nous n’avons pas
besoin de vérifier cela pour les variétés qui nous intéressent : nous savons déja que
cette action est une donnée de descente effective, puisque c’est celle qui provient du
modéle que nous avons construit dans le début du cours. En revanche, et comme
Milne, nous devons vérifier que notre modéle est bien canonique, ce que 'on fait
dans la section suivante.

Remark 7.14. La démonstration de I’existence des modéles canoniques pour toutes
les variétés de Shimura est beaucoup plus fastidieuse, et les derniéres ramifications
de la preuve ne datent que d’une dizaine d’année.

8. LE CAS DES VARIETES DE SHIMURA DE TYPE PEL
Soient B une Q-algébre semi-simple, * une involution positive de B, (V,¢) €
Hq(B, *, —1) un espace (B, x)-symplectique, I une structure complexe (B, *) linéaire
sur (Vr,y¥r) telle que ¥r; > 0, G le groupe des similitudes symplectiques B-
linéaire de (V,1), X la classe de G(R)-conjugaison du morphisme h; : S — Ggr
donné par la structure complexe I, et K un sous-groupe compact ouvert de G(Ay).
On s’intéresse A la variété de Shimura Shg (G, X).

8.1. Les points complexes. L’ensemble des points complexes
Shi (G, X)(C) = G(Q\ (G(Af)/K x X)
paramétre les classes d’isomorphismes de quadruplets (A4, ¢, [A], [£]) ot
(1) A est une variété abélienne & isogénie prés sur C,
(2) ¢ : B — End’(A) est une action de B telle que le B® C-module Lie(A) soit
isomorphe & VR 1,
(3) N =QXou \: A— A' est une polarisation (B,x)-linéaire,
(4) [k] = kK est une K-orbite d’isomorphismes B-linéaires  : V — Vi(A,C)
tels qu'il existe un isomorphisme v : Ay — V¢(u, C) qui fait commuter le
diagramme

1//; : VxV — Ay
Kl v
(o,0)7: Vi(A,C)x Vi(4,C) — Vj(p,C)
(les isomorphismes sont alors automatiquement E—linéaires),

Le tout étant de plus assujetti & la condition suivante :

(8.1) V. Q*¢] = [Hi(A,Q), Q¢x] dans Hq(B,*, —1).
i.e. les (B,*)-modules symplectiques (V, ) et (H1(A4,Q),¥) sont isomorphes &
une similitude prés. En effet, soit (A4,¢, [A], [£]) un tel quadruplet. Choisissons un
isomorphisme B-linéaire

v:Hi(A,Q) —V
qui envoie Q) sur Q. Alors

Dok :VOA; =V = V(A C)~Hi(AQ @A — VA,
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est un élément g € G(Af) et J=vro[ilovg' : Vr — Vr
J: V@R — Hi(A R) ~ Lie(A)(C) - Lie(4)(C) ~ Hi(A,R) - V@R

est une structure complexe (B, x)-linéaire sur (Vr,¥r) telle que les B® C-modules
Vr,r et Wr,s soilent isomorphes, et +1r s > 0, donc J est conjugué a I par un
élément de G(R), i.e. hy € X. Puisque kK et G(Q)v sont bien déterminés, on
obtient
[9.hs] € Shic(G, X)(C) = G(Q)\ (G(A)/K x X).

Inversement, un tel élément détermine le quadruplet [A,¢, [A], [s]] ou A = VR j/A,
Yy =+, k = g et 1(b) € End”(4) = {a € Endg(V) : aroJ = Joar} est la
multiplication par b. Ici, A est un réseau quelconque de A sur lequel v est entier.

Remark 8.1. Si le groupe des similitudes de (V) vérifie le principe de Hasse, la
condition (8.1) est superflue : la structure de niveau détermine la classe de simil-
itude de (H1(4,Q),¥») ® Q, pour tout nombre premier p, et la condition sur le
déterminant détermine celle de (Hy (A4, Q),¥)) ® R.

8.2. Le corps reflex. Pour h : S — Ggr dans X, on note pp, : Gp,c — Gc le
cocaractére défini par

Hh - Gm,C L) Gm,C X Gm,C = SC E’ GC-
Sit: G — GLp(V) est 'inclusion naturelle, on obtient donc aussi
th:S = GLg(V)r et tup:Gmec — GL(V)c.

Onnote V@ C = V,:l’O ® V}?’*l la décomposition de Hodge associée & h. C’est une
décomposition du B ® C-module V ® C en somme directe de deux B ® C-sous-
modules échangés par la conjugaison. Le morphisme hg envoie (21, 22) € S(C) =
C* x C* sur Iisomorphisme B ® C-linéaire ([z1], [22]) qui est la multiplication par
Z1 sur Vh_l’o et la multiplication par zo sur Vh’_l. Le cocaractére pp envoie donc
z € C* sur ([z],[1]) tandis que (Tpp) envoit z € C* sur ([1], [z]). D’autre part,
I'inclusion V@ R — V ® C induit un isomorphisme de B ® R-module V @ R ~
VecC/ V}? =1 et cet isomorphisme envoie I'isomorphisme B ® R-linéaire h(i) de
V ® R sur la multiplication par ¢. On peut donc voir cet isomorphisme comme un
isomorphisme de B ® C-module

VR =V ® C/V,?’_1 ~VeC/(Ve C)H}L(CX).

On définit trois corps reflex :
— Egp; est le corps de définition de la classe de G(C)-conjugaison C(up),
— ERep est le corps de définition de la classe de GLg(V)(C)-conjugaison C(up,),
— Efoa est le corps de définition du déterminant d(X) : B® C — C de Vg j(i)-

Lemma 8.2. On a Epoq C Egep C Egpi.
Démonstration. Soit o € Aut(C/Egp;). Alors oy, = Int(g) o up, pour un g € G(C),
donc

o(vopn) =rvo (o) =rolnt(g) o py =1Int((g)) o (co pn)
donc oC(tun) = C(Lup), i-e. o fixe Egep €t Erep C Egpi. Soit ensuite 0 € Aut(C/ERgeyp).
Alors oup, = Int(g) o pp pour un g € GLpgc(V @ C), ie.

Vze C*: (Idy @ o) o pp(o'2) o (Idy ® 0) ™' =goup(z)og™t sur Ve C.
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Alors (Idy ® 0) ™t og:V ® C — V ® C induit un isomorphisme B ® C-linéaire
V@ C/(V&C)HC) _ o*(VeC/(VeC)rrC)

ou pour tout B ® C-module W, c*W est le B ® C-module dont le B-module sous-
jacent est W, et ot A € C agit par o~ 1()\). Donc o*(VR,n(i)) =~ VR,h(i) comme
B ® C-module, donc od(X) = d(X), i.e. o fixe Epoq-

Remark 8.3. On doit pouvoir montrer que Farod = Frep = Fsni-

8.3. Le probléme de module. On a définit un probléme de module
My : (Sch/Epz0q)° — Ens

qui & un Ej.q-schéma S associe ’ensemble des classes d’isomorphismes de quadru-
plets (A, ¢, [A], [k]) ot

(1) A est un S-schéma abélien & isogénie pres,

(2) ¢ : B — End’(A) est un action de B sur A, telle que le déterminant du
B ® Og-module Lie(A) soit égal a d(X).

(3) [\] = QX ou A: A— A! est une polarisation,

(4) [K] est la donnée, pour un point géométrique s dans chacune des com-
posantes connexes de S, d'une K-orbite kK d’isomorphismes B-linéaires
k:V — Vi(A,s) tels qu’il existe un isomorphisme v : Ay — Vi(p,s) qui
fait commuter le diagramme

~

P ‘7><‘7 — Af
Kl v
<.7.>? 0 Vi(A,s) X Vf(A7 s) — V.f(:u75)

Notons que l'on ne peut pas imposer la condition (8.1), qui n’a aucun sens dans ce
contexte plus général. On a vu que ce probléme de module était représentable par
un Fjysoq-schéma que 'on note encore Mg . Sur les C-points, on obtient donc une
inclusion

Remark 8.4. Sile groupe des similitudes G de (V) vérifie le principe de Hasse,
cette inclusion est une bijection. En général, My (C) est la réunion d’un nombre fini
de variétés de Shimura de méme type, indexées par les classes de similitudes de cou-
ples (V',¢') € Hq(B,*,—1) qui sont partout localement isomorphes (=similaires)
a (V).

8.4. Les points spéciaux. Soit © = [g, h] un point de Shi (G, X)(C) et p(x) =
[A, ¢, [A], [£]] le point correspondant de Mg (C). Soit MT(x) C GL(V) le groupe
de Mumford-Tate de h, i.e. le plus petit sous-groupe algébrique H défini sur Q de
GL(V) tel que h: S — GL(V)r se factorise par Hr. On a donc MT(z) C G, et :

Lemma 8.5. x est spécial <= MT(x) est un tore <= A est ¢ multiplication
compleze.

Démonstration. La premiére équivalence est tautologique, la seconde a déja été
démontrée. O

On suppose dorénavant que c’est le cas. Alors
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Lemma 8.6. Il existe une sous-Q-algébre CM E de End®(A) telle que (1) dimg F =
2dim A et (2) Uinvolution de Rosati x induite par la polarisation \ stabilise E.

Démonstration. Si A ~ ®A]" avec A; simples et deux a deux non-isogeénes, alors
EndO(A) = [[Mn,(E;) ou E; = End’A; est un corps CM. Puisque linvolution *y
est positive, elle fixe chaque facteur simple M, (E;) et induit sur celui-ci une invo-
lution positive du centre E; - qui est donc l'involution canonique de E;. On a vu
qu’une telle involution (de seconde espéce de M, (E;)) était de la forme *,, pour
une forme hermitienne (définie positive) sur E;". Une telle forme est diagonalis-
able dans une base §; de E', et le produit E des sous-algébres E]" C M,,(E;)
correspondant a ces choix de bases est la Q-algébre CM recherchée. O

On fixe une telle sous-algébre CM, de sorte que A a maintenant aussi multi-
plication complexe par E, et V est un E-module libre de rang 1, T un sous-
tore de GL(V') défini sur Q, et h : S — GL(V)r se factorise par Tr r, donc
TCcGNTg CTg:

T — TE
N N
G — GL(V)

On a E(T,{h}) = E(Tg,{h}) = E(®) ou ® C Homq_ai4(E, C) est le type CM sur
E défini par h, de sorte que le £ ® C-module Vg ;) =~ LieA(C) est isomorphe a
©peaC(0).

Lemma 8.7. Les morphismes 7o, : Tgg) — T — Tg et No : Ty — TE coinci-
dent.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que les (o, ¢)-composantes des deux morphismes

re,Ne: | Tey(C)= [ €| = |Te(©)= [ C
o:E(®)—C ¢:E—C

coincident. En revenant aux définitions, on voit que

Id si¢ed,
1 si¢é¢d.

CQFD. O

(r2)o.s = (No)o,p = {

Soit 0 € Aut(C/E(z)) et s € Tr)(Ay) tel que o|E(z)*™ = Artgs)(s). Soit
a: A — oA lunique E-isogénie telle que a(r;(s) - v) = ov pour tout v € Vy (A, C),
qui existe d’aprés le théoréme principal de la multiplication complexe et le lemme
précédent.

Lemma 8.8. Avec ces notations, o est une B-isogénie, et
a oA =[N et a tok] = [ru(s)k].

Démonstration. Pour (1), il suffit de vérifier que V¢(a) : V¢(A4,C) — V¢(cA,C)
est B-linéaire. Mais o : Vy(A, C) — V(0 A, C) l'est par définition de o, et r4(s) :
Vi(A,C) — Vi (A, C) l'est aussi puisque 7, (Tg@)) C G C GLp(V), donc Vy(a) =
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gory(s)"! est B-linéaire. Pour (2), calculons la forme symplectique induite par la
polarisation o™ (oA) = a’ o o)X o a sur V¢(4,C) :

atoooa o — — oA
(v,w) °7° = (a(v), a(w)F = (o(re(s) M), o(ra(s) " Mw))]
_ Z1 A
= Xeye(0) <rm(s) Lo, 7. (s) 1w>f =c (v,w>?
ol ¢ = #A(,;)(S)* € QZ, donc a t(oX) = cX et a7toA] = [A. Pour (3),
choisissons x : V — V§(A4,C) € [k] = kK. Alors a™ ' oo ok = ry(s) - £ donc
a k] = [re(s) - K] O

Corollary 8.9. Pour tout point spécial x = [g,h] € Shg (G, X)(C), pour tout
o € Aut(C/E(x)) et s € Tr)(A) tel que Artp(s) = o E(x)®,

op(lg, h]) = p([r=(s)g,h])  dans M (C)
Démonstration. Le lemme précédent montre que
oA, ¢, [, [K]] = [A, ¢, [N, [re(s)k]] dans Mk (C).

On conclut aisément en revenant 3 la définition de p. ([l

8.5. Modéle canonique, I. Si I’'on admet le théoréme de Bailly-Borel, qui nous
dit que Shi (G, X) existe en tant que variété algébrique sur C, on peut utiliser le
corollaire ci-dessus pour construire le modéle canonique de cette variété, i.e. pour
construire la donnée de descente (continue, réguliére) canonique sur Shg (G, X)(C).
On procéde comme suit.

Le groupe Aut(C) agit sur les quadruplets (4, ¢, [A], [k]) qui sont classifiés par nos
variétés de Shimura. La condition sur le déterminant est préservée par Aut(C/Ensoq),
mais il n’est pas clair (pour moi) que la condition (8.1) I’est aussi. On relache donc
d’abord cette condition, ce qui nous donne une action du groupe Aut(C/Eroq)
sur les C-points d’une réunion de variétés de Shimura (qui n’est autre que l’ac-
tion naturelle de Aut(C/E0q) sur Mg (C)). On montre comme Milne dans [4,
§14] que cette “donnée de descente” est continue et réguliére, dans le sens de [4,
§14]. Du corollaire, on déduit dans un premier temps que pour tout point spécial
h de X, le sous-groupe Aut(C/E(z)) de Aut(C/Ep,q) stabilise le sous-ensemble
Zariski dense [G(Ayf),h| de Shi(G,X)(C). Ce sous-groupe stabilise donc tout
Shi (G, X)(C). D’aprés le lemme 7.11, on obtient alors une action (réguliére et
continue) de Aut(C/Egp;) sur Shi (G, X)(C), et le corollaire montre exactement
que cette donnée de descente est canonique.

8.6. Modéle canonique, II. On peut aussi ne vouloir rien admettre du tout, et
essayer de montrer directement que Mg est le modéle canonique recherché (de notre
réunion de variétés de Shimura). Le corollaire nous dit en effet que ’action naturelle
de Aut(C/Eps04) sur Mk (C) donne bien ce qu’il faut sur les points spéciaux. Mais
alors, que s’agit-il de démontrer ? Essentiellement ceci : que pour K suffisamment
petit, le Eproq-schéma Mg est lisse.

Dans ce cas : (1) une extension convenable de 1’équivalence de catégorie entre
(variétés abéliennes sur C) et (tores complexes polarisables) en une équivalence de
catégorie entre (schémas abéliens sur une base S lisse sur C) et (objets analytiques
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complexes analogues sur S(C)%")? permet de montrer que le morphisme
p: Shi(G, X)(C) — Mk (C)

est compatible avec les structures analytiques complexes. En particulier, il identifie
Shi (G, X)(C) & une réunion de composantes connexes de Mg (C). Puis : (2) le
théoréme de Borel montre alors que ce morphisme est aussi compatible avec les
structures algébriques sur C.

8.7. Autour de la lissité de M. Elle peut se vérifier directement sur le probléme
de module - comme il résulte de la définition Grothendieckienne de la lissité :

Definition 8.10. [3, IV, 17.1.1] Un morphisme localement de présentation finie
f X — S est lisse si et seulement si il est formellement lisse, i.e. pour tout anneau
R, et tout idéal nilpotent I de R (ou méme seulement pour tout idéal I de R tel
que I? = 0), l'application X (R) — X (R/I) est surjective.

La vérification de ce critére est alors un probléme de déformation : si Ay est
une variété abélienne sur R/I (avec des structures telles que polarisation, endo-
morphismes, structures de niveaux...), peut-on la relever en une variété abélienne
sur R (avec ses structures)? On peut d’ailleurs prolonger ce point de vue : pour
un morphisme f : X — S localement de type fini (avec S noethérien), la pro-
priété pour f d’étre lisse en un point x est une propriété du morphisme entre les
anneaux locaux complétés Og ¢(z) — Ox . Si par exemple f(z) et = ont le méme
corps résiduel k, il faut que (5X’m ~ @S,f(gc)[[le < T), ef. (3, 17.5.3]. Or si X
représente F = Homg (e, X), on peut calculer le @sﬂm)—anneau local complété @XT
comme 'anneau qui pro-représente le foncteur F,(R) = {z € F(R) : z mod mp =
x € F(k(x))}, foncteur qui est défini sur la catégorie des Og f(,)-algébres artini-
ennes locales R de corps résiduel R/mp ~ k. Les anneaux locaux complétés de nos
schémas de modules sont donc les annesuzr de déformation universels des objets
classifiés.

Remark 8.11. Ce point de vue est surtout utile lorsqu’il s’agit d’étudier les anneaux
locaux des problémes de modules sur des anneaux d’entiers, en un point d’une fibre
fermée (= spéciale). Si la caractéristique du corps résiduel k est p, la théorie de
Serre-Tate raméne I’étude des déformations de variétés abéliennes A sur k & celle
des déformations du groupe p-divisible A(p>°). Pour ces derniers, on dispose de tout
un éventail d’outils (groupes formels, modules de Dieudonné, théorie de Fontaine-
Messing...) dont nous ne parlerons pas. C’est ainsi que ’on arrive finalement parfois
a démontrer que ces anneaux locaux sont, par exemple, réguliers.
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POINTS DES VARIETES DE SHIMURA SUR LES CORPS FINIS

Le but de cette derniére partie du cours est de donner les outils qui permet-
tent d’étudier, et notamment de dénombrer ’ensemble des points d’une variété de
Shimura de type PEL sur un corps fini. L’idée est trés basique : (1) on regroupe les
points en classe d’isogénie, puis (2) on étudie séparément chaque classe d’isogénie.

Premiére partie 1. La théorie de Honda-Tate

Soit k un corps parfait. On a vu précédemment, que la catégorie Abg des variétés
abéliennes sur k & isogénie prés était abélienne semi-simple, et que les anneaux
d’endomorphismes y sont des Q-algébres semi-simples de dimension finie. On a
donc

Ab} ~ &pgesModgaqo4)
ou S est ’ensemble des classes d’isomorphismes de variétés abéliennes simples sur

N

k, et ou MOdEndg (4) est la catégorie des modules & gauche sur le corps gauche

Endg(A). Lorsque k est un corps fini, la théorie de Honda-Tate achéve de décrire
complétement cette catégorie, en ce sens qu’elle donne une description explicite de
’ensemble S et une recette pour déterminer le corps gauche End)(A) pour tout
[A] € S.

1. LE FROBENIUS

1.1. Rappels sur les polynémes caractéristiques. Soit A une variété abélienne
sur un corps parfait k. Nous avons vu que la fonction o € Endy(A) — deg(a) €
Z est polynomiale (c’est la partie difficile), multiplicative et homogeéne de degré
2dim A. Pour tout anneau commutatif R, on obtient donc une fonction

degp : End;(4) ® R — R.
Pour R = Qy (ou Z¢), on note simplement deg, cette fonction.

Proposition 1. Soit ¢ # cark un nombre premier. Alors
Va € End)(A) ® Q deg, () = detq, (OéH/Z(A,E)) dans Q.

Démonstration. Décomposons la Qy-algébre semi-simple E = End)(A) ® Q; en
produit F = [[ E; de Qg-algébres simples. Soit N; : E; — Qg la norme réduite.
Puisque les deux fonctions deg, et det, = detq, (x|Vi(4,k)) sont polynomiales et
multiplicatives, il existe des entiers a;,b; € N tels que pour tout o = (o) € E =
H Ei7
deg,(a) = HNi(ozi)a”’ et dety(a) = HNi(ai)b",
cf. [3, Lemme p.179]. On sait certes aussi que deg, et det, sont homogénes de méme
degré 2dim A, ce qui fournit une équation Y a;d; = Y b;d; ot d; est le degré de
N;, mais ¢a ne suflit pas pour conclure. En revanche, on voit facilement qu’il suffit
maintenant de montrer que pour tout « € E, deg,(a) et dety(a)) ont la méme
valuation. Par homogénéité et continuité, il suffit de le vérifier pour @ € Endy(A).
1
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Si a n’est pas une isogénie, deg,(«) = 0 = dety(x). Si « est une isogénie, on conclut
grace aux formules

greldetee) |\ Ty(A, k) /aTy(A, k)| = |ker(o) (k)[¢>]| = ¢ve(dese)
ou I’égalité centrale provient de ’exercice suivant. (]

Exercise 2. Si a: A — B est une isogénie, le conoyau de a : Ty(A, k) — Ty(B, k)

est canoniquement isomorphe au ¢-sylow ker(a)(k)[¢>°] de ker a(s).
Definition 3. Le polynéme caractéristique de o € Endg(A4) @ R est
Po(X) = deg(a®1p — Ida ® X) € R[X].

Pour a € Endz (A), P, € Q[X] est donc aussi le polynome caractéristique de «
agissant sur V;(A, k). En particulier, c’est un polynéme unitaire de degré 2 dim A,
et qui annule « (il annule I’action de a sur Vy(4, k) par Cayley-Hamilton, donc il
annule « par fidélité de V4). Pour o € Endg(X), P, € Z[X] est caractérisé par
P, (n) = deg(a — n) pour tout n € Z. En particulier, P,(Z) C N.

Remark 4. On peut associer d’autres polynoémes a un élément o € E = End}(A) :
le polynéme minimal Ppsin,« de o, le polynéme caractéristique Pogr o de o agissant
sur ¥ par multiplication & gauche ou a droite, le polynéme Preq,o = Ng/q(a—X)
oit Ng/q est la norme réduite de £/Q. Pour les comparer, on décompose A ~
@A en composantes isotypiques, donc E = [[ E; en composantes simples, avec
E; = M,,,(D;) ot D; = End{(A;) est un corps gauche, et a = (o;). On a alors

Pa = H Pai P]Win,a = ngd(P]Win,ai) PCar,a = H PC'a'r‘,ozi et PRed,a = H PRed,ai

ce qui nous raméne au cas isotypique, i.e. A ~ AJ* et E = M,,(D) ou D est un
corps gauche de centre F. Puisque les applications deg o, det(a|E) et Ng,q(a) sont
polynomiales, multiplicatives et homogénes de degré respectivement égal & 2mgo,
m2d%f et mdf ot go = dim Ay, d = [D : F| et f = [F : Q], on en déduit (comme
dans la preuve de la proposition) que df | 2go et
deg = N3 et det(x[E) = N,

donc aussi P, = Pigezl{gf et Poar,a = P}%’é‘fi’a. Puisqu’il est bien connu que Pazin,q €t
Pcar,o ont les mémes facteurs irréductibles, on en déduit que, en toute généralité,
ces quatre polyndmes ont les mémes facteurs irréductibles. En particulier, si A est
simple, £/ = D est un corps donc Ppsin o est irréductible et P, est une puissance
d’un polynéme irréductible.

1.2. Le polyndéme caractéristique du Frobénius. On suppose maintenant que
A est une variété abélienne de dimension g sur un corps fini & = Fy. On note
ma € Endg(A) le Frobénius de A et P4 € Z[X] son polynome caractéristique. On
sait déja que c’est un polyndme unitaire de degré 2g, de terme constant ¢9 = degm 4,
et tel que P4(Z) C N.

Theorem 5. Si P4(X) = H?il(X — ;) dans Q[X] alors
(1) |A(F )| =12, (1 — ) pour tout n > 1 et

(2) |ai| = q% pour tout i =1,---,2g.
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Démonstration. (de (1)) Pour tout n > 1, on a tout d’abord

= def

n &l b n
JA(F )| 2 [ker (2 — Ida : A(F,) — AF,))| Y deg(n} — Ida) ' Ppn (1)

car (a) T4 agit par Froby sur A(F,) et (b) ma agit par 0 sur LieA. D’autre part,
choisissons un plongement de Q dans Q,. D’aprés la proposition précédente,

Pry (X) = detq, (757}1 -X- Id|V£(Aan)) = H?il(X —al)

(2

dans Q,[X], donc aussi dans Q[X], et |A(Fgn)| = Prn (1) = H?Zl(X —al), CQFD.
(I

Lemma 6. Soit T une involution de Rosati sur Endl(A). Alors ’/TL o =q.

Démonstration. Soit £ un faisceau inversible ample sur A, donnant une polarisation
A : A — A! qui induit  sur End}(A). Posant 7 = 74, on veut donc voir que
g=nTomr=X"1onto)om, ol encore que

gh=7lolom: A— A— At - At
Soit donc a € A, de sorte que A(a) = 7*L ® L7 dans A = Pic%/k et
mtoXom(a) = [7]* (T} £ ® L= T L ® L =T Lon L.

m(a
Mais dans PicA, 7L = L7 (comme on voit bien sur les diviseurs de Cartier), donc
mtodom(a) =T LI®L 1= (TL® L) = g\(a),
CQFD. O

Montrons alors la deuxiéme partie du théoréme. La sous-algébre Q(7) de E =
End)(A) est commutative, stable par { (puisque 77 = ¢gm~' € Q(x)), et centrale
dans E (puisque 7 commute a tout le monde). Puisque le centre de E est un
produit de corps, Q() est donc aussi réduite, i.e. un produit de corps. On admet
le résultat suivant, que 'on a démontré sur C mais qui reste vrai sur tous les corps,
cf [3, §21] : I'involution de Rosati { est positive, i.e. tr(zfz) > 0 pour tout = € E.
La restriction de cette involution & F est donc encore positive, et E est finalement
un produit de corps totalement réels (ou T est trivial) et de corps CM (ou { est
linvolution canonique). Donc, pour tout morphisme de Q-algébres ¢ : E — C, on
aq=0¢(q) = o(r-mt) = ¢(n)-d(7), et |p(m)| = ¢'/%. Mais les $(7) sont exactement
les racines du polynéme minimal Ppsp ~de 7, i.e. d’aprés la remarque 4, les racines
du polynome P, = P4 : CQFD.

Exercise 7. Calculer la fonction Zéta de A.
Remark 8. Pour une courbe elliptique £ = A, g =1, et
Pp=(X—-a)(X —ag) =X?—aq,X +q

avec ag = oy + ap € Z. La premiére partie du théoréme dit que

|E(Fy)| = Pp(1) =1+4q—aq
ou encore que ag = (1+ ¢q) — |E(Fy)| = |P*(Fy)| — |E(F,)], et la seconde implique
que

|aq| = HPI(Fq)‘ - |E(Fq)|’ <2q,

(formule qui a pour corollaire |E(Fg)| ~¢ |P*(F,)|). En particulier, le discriminant
Ap = ag — 4q < 0. D’ailleurs, on peut retrouver dans ce cas plus facilement la
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seconde partie du théoréme : puisque Pp(Z%) = deg(a — %) = 4y deg(a —n) > 0
pour tout & € Q, Ag < 0 donc |a4| < 2,/g. En appliquant ceci & E/Fgn, on
obtient :

laf +a3] < 2¢%
d’ot 'on déduit facilement que || = |ag| = ¢'/2.
1.3. Les ¢g-nombres de Weil.

Definition 9. Un g-nombre de Weil (de poids —1) est un entier algébrique 7 € g
tel que pour tout plongement ¢ : Q(7) — C, |#(7)| = ¢'/2. On note W(q) C Q
I’ensemble des g-nombres de Weil.

Si A est une variété abélienne sur k = F,, m4 son Frobénius et P4 le polynéme
caractéristique de 74, toutes les racines de P4 dans Q sont donc des g-nombres de
Weil. Si A est simple, Q(74) est un corps et P4 est une puissance du polyndome
minimal de 74, qui est irréductible sur Q. Toutes les racines de P4 dans Q sont
donc conjuguées sous Gal(Q/Q). On obtient ainsi une application

w: S8(q) — Gal(Q/Q)\W(q)
ou S(q) est I’ensemble des classes d’isomorphismes de variétés abéliennes simples

sur k.

2. LE THEOREME DE TATE
Il affirme que lorsque k est un corps fini de caractéristique p,
Theorem 10. [4] Pour toutes variétés abéliennes A et B sur k et tout ¢ # p,
pe : Homy (A, B) ® Zy — Homg,, 7/ (To(A, k), Ty(B,k))
est un isomorphisme.

Remark 11. (1) On sait déja que py est injective, il suffit de démontrer la surjec-
tivité. (2) Ce théoréme est encore vrai lorsque k est un corps de nombre, mais la
démonstration, due & Faltings, est considérablement plus difficile!

2.1. Réductions préliminaires. Il suffit de montrer que
pe : Hom (A, B) ® Q — Homgay, (Ve A, V;B)
est un isomorphisme car
Homgai, (TxA, TyB) N pe (Hom{ (A, B) ® Q¢) = Hom} (A, B) @ Zy.
11 suffit aussi de traiter le cas ot A = B, puisque pour C = A X B,
pe Endg (C)® Q¢ — Endgay, (VeC,V,C)
s’identifie &

End) (A)  Hom) (B, A) Endga, (ViA) Homgay, (VeB, VzA)
pe 0 0 ®Q, — ' ’
Homy, (A,B)  End, (B) Homga, (Vi A, Vi B) Endga, (VeB)

On doit donc voir que dimg End)) (A) = dimg, Endga, (VzA). Puisque 74 agit sur
Vi A comme le Frobénius Frobg, on peut écrire

Endgay, (VeA) = Endg, (x,) (Ve A)
ot Qu(m4) est la sous-algebre commutative engendrée par 74 dans Endqg, (V2A), i.e.
pe(Q(m4) ® Q) ott Q(74) est la sous-algébre commutative de End)(A) engendrée
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par m4. Or dans Endq, (V;A) ~ M3,(Q¢) (o g = dim A), le commutant C’ d’une
sous-algébre semi-simple C' vérifie la formule [C’ : Q] - [C' : Q] = 4g%. On voit
donc que

dimq, Endq, (r,)(VeA) - dimq Q(74) = 4¢
donc dimqg, Endq,(r,)(V2A) ne dépend pas de ¢. Il suffit donc de démontrer le
théoréme pour un ¢ # p convenablement choisi.

Remark 12. Soit K un corps, II une indéterminée, et Vy, Vg deux K|[II]-modules
semi-simples. Donc Vx ~ @pV (P)*") ou V(P) = K[II]/P avec [ P*®) = fx est
le polynéme caractéristique de I agissant sur Vx (pour X € {A, B}). Alors

Hom (1) (Va, Vis) = [ [ Hom ey (V(P)*F), V(P)!P)) = T My(py,a(py (K [T/ P)
P P

qui est de K-dimension r(fa, f) = > p a(P)b(P) deg P ou P parcourt les polynomes
irréductibles de K[X]. On vérifie facilement que r(f4, fB) est invariant par change-
ment de base K — L. Appliquant ceci & la situation qui nous intéresse, on en déduit
le lemme suivant.

Lemma 13. Pour toute variétés abéliennes A et B sur k de polynémes caractéris-
tiques

Pa=TN" X —ai) et Pp=T1S"P(X—8)  (dans QX))

Jj=1
et pour tout £ # p,
dimq, Homgay, (VeA, ViB) = 7(Pa, Pp) = |{(4, 7)o = B;}].
En particulier, cette dimension ne dépend pas du choix de £ # p.

2.2. Preuve du théoréme. Soit donc A une variété abélienne sur k. On pose
F = Q(m) qui est centrale dans F = Endy(A). Pour tout £ # p, on note Fy = FRQy,
E,=E®Qu, Vo =V,A, D; = Endp, (V) et My = Endq,(Ve). On a donc une suite
de Qg-algébre simples Fy C E, C Dy C M, et on veut montrer que E, = D,
(pour un choix convenable de £), i.e. que E; est le commutant de Fy dans My, ou
encore que Fy est le commutant de E, dans M, (ce qui impliquera d’ailleurs que
Fy est le centre de Ey, donc que F est le centre de F). Notons Cy = Endg, (V) ce
commutant, de sorte que Fy C C; et on veut montrer que F; = Cy (pour un choix
convenable de ¢).

Décomposons F' = [] F; en produit de corps et choisissons pour £ # p un nombre
premier qui se décompose totalement dans tous les F; (il en existe une infinité). On
a alors Fy ~ Qj, et Vo = @j_; V; se décompose de méme en espaces propres pour
'action de Fy, ot Fy agit sur V; par la i-éme projection Fy — Q. Ces sous-espaces
sont stables sous Cy, puisque Fy est centrale dans Cy. Pour voir que Fy = Cy, il
suffit alors de démontrer que pour toute Qg-droite W C Vy qui est stable sous Fy
(i.e. contenu dans l'un des V,/), W est également stable sous Cj.

Choisissons sur A une polarisation A : A — A?, disons de degré d? et soit
Yy : VeA x VA — Vyu la forme symplectique qu’elle induit sur V. 11 suffit alors
de démontrer que pour tout sous-espace totalement isotrope mazimal W de (Vy, 1)
qui est stable sous Fy, W est également stable sous Cy. Cette hypothése implique en
effet que tout sous-espace totalement isotrope (mais pas forcément maximal) W de
(Vi,1¢) qui est stable sous Fy (par exemple une Qg-droite stable sous Fy) est encore
stable sous Cy. On le montre par récurrence descendante sur la dimension de W,
le cas initial ot dimq, W = g étant précisément notre hypothése. Soit donc W un



POINTS DES VARIETES DE SHIMURA SUR LES CORPS FINIS 6

tel sous-espace, avec g — dimg, W = s > 0. Puisque F est stable sous 'involution
de Rosati | induite par A, Fy est stable sous I'involution { induite par vy, donc
I'orthogonal W+ de W est encore Fy-stable, i.e. de la forme Wt = W & @2%, D,
pour des Qy-droites D; qui sont Fy-stables; alors Wy = W® Dy et Wo = W® D5 sont
deux sous-espaces totalement isotropes et Fy-stables de V,, ils sont stables sous Cy
d’aprés ’hypotheése de récurrence, et leur intersection W est donc également stable
sous V.

Le théoréme de Tate résulte alors de la proposition suivante, dans laquelle il n’est
plus nécessaire de supposer que Iy ~ Qj, mais ot I'on demande en revanche que
¢ 1 pd (concrétement, il faut donc choisir d’abord A d’un degré d? arbitraire, puis
ensuite ¢ { pd décomposant E).

Proposition 14. Pour tout sous-espace totalement isotrope mazimal W de (Vy, ;)
qui est stable sous Fy, il existe un élément e € Ey tel que e-Vy, = W . En particulier,
W est stable sous Cy.

Démonstration. Dire que W est Fy-stable revient a dire que c’est un sous Qg[Gal]-
module. Pour tout n > 0, on pose X,, = (TP ANW) 4+ Ty A C TyA. Cest donc un
Z-sous-réseau d’indice €9 dans TyA qui est stable sous Galg. Soit «ay, : A, — A
l'isogénie (de degré £9) telle que a, (TyA,) = X, dans Ty A. Pour tout x,y € Ty A,,
on a donc

(2, ()" = (@ 9)0 " = (an(@), an(y))) € L To(p)
puisque W C V; A est totalement isotrope, donc (aX\)(TyA,) C (MT, AL i.e.
ard=aloloa,: A, — Al est triviale sur A,[("].
Soit A\, : A, — Al telle que £\, = o \. C’est encore une polarisation de A, et
(629 deg(\n) = deg(t"\,) = deg(af ) = (£79)? deg(\)

puisque deg o, = degal, = £"9. Donc deg \,, = deg A\. D’aprés le lemme ci-dessous,
il y a un ensemble infini I C N tel que (4;,\;) ~ (A;, ;) pour tout 4,5 € I.
Soit n le plus petit élément de I, et pour tout ¢ € I, choisissons arbitrairement
un isomorphisme 6; : A,, — A;. Alors e; = a; 0 0; o ;' € E induit sur V;A un
morphisme tel que ¢;(X,) = X; C X,,. Vus dans Ey, ces morphismes restent donc
dans le compact E, N Endz,(X,). On peut donc extraire de (e;) une sous-suite
(eg(s)) qui converge vers un élément e de £,. On montre facilement que e(X,) =
NX,;, =T, ANW, puis que e(V;A) = W. O

Lemma 15. L’ensemble M (k) des classes d’isomorphismes de paires (B,v) ot

B est une variété abélienne de dimension g surk et v : B — B! est une polarisation
de degré d? est fini.

Démonstration. Ce serait trivial si ’on savait qu’il s’agit 1a des k-points d’un schéma
de type fini sur SpecZ (ou F,). Malheureusement, M(’;J n’est pas représentable. On
peut rajouter une structure de niveau N > 3 premier & p : si B est une variété abéli-
enne de dimension g sur k, le noyau de Gal, — Aut(B[N](k)) est d’indice majoré
par le cardinal de Aut(B[N](k)) ~ GLay,(Z/NZ), donc il existe une extension finie
K de k telle que toute variété abélienne B sur k de dimension g admet une struc-
ture de niveau N sur K. Puisque M y(K) est fini, on en déduit que I’ensemble
Mgﬁl(k:) est d’image finie dans Mg’l(K), mais il resterait alors & vérifier que les fi-

bres de M, (k) — M, (K) sont finies (ce qui n’est pas trés difficile). On peut aussi
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rajouter une rigidification : puisque k est un corps, RMZ’l(k) — M‘Z’l(k) est surjec-
tive : on conclut alors directement, puisqu’on a vu que RMfi N était représentable
(sans restriction sur N) par un schéma de type f{ini sur SpecZ. (I

2.3. Conséquences.

Proposition 16. Les conditions suivantes sont équivalentes : (1) A — B dans
Ab), (2) ViA — V,B dans Modq,[Gal,] pour un (resp. pour tout) { # p, (3)
Py | Pp.

Démonstration. (1) = (2) est évident et inversement si f : VyA — V;B est Galy-
équivariant, on peut d’aprés le théoréme de Tate approcher f par un élément de
pe(f) € pe(Homi (A, B)), et si py(f') est suffisamment proche de f, alors pe(f’)
sera encore injective, donc f' : A < B dans AbY. Pour (2) <= (3), il suffit de
noter que le Q¢[X]-module V;A (ou X agit par Froby = m4) est

Ved = g (QuX]/Q - Qu[X])"* ™
ot Q parcourt les polynomes irréductibles (unitaires) de Qu[X]. ]

Corollary 17. Les conditions suivantes sont équivalentes : (1) A ~ B dans Abg,
(2) ViA = Vi B dans Modq,[ga1,) pour un (resp. pour tout) £ # p, (3) P4 = Pp.

Remark 18. 1l en résulte que deux variétés abéliennes A et B sur k qui sont isogénes
ont le méme nombre de points sur les extensions finies de k, et donc aussi la méme
fonction Zéta (ce qui n’est & priori pas du tout évident). D’ailleurs, cette condition
caractérise aussi le fait que A et B soient isogénes!

Corollary 19. L’application w : S(q) — Gal(Q/Q)\W(q) est injective.

Démonstration. Ce n’est pas complétement tautologique. Si A et B sont simples
et w(A) = w(B), les polynémes minimaux de T4 et mp sont égaux donc P§ = P}
pour des entiers a et b convenables, donc A® ~ B® dans Abg puis A ~ B car A et
B sont simples (donc aussi P4 = Pp et a = b). O

3. LE THEOREME DE HONDA

Disons qu'un g-nombre de Weil 7 € W(q) est effectif si et seulement si il est
conjugué au Frobénius d’une variété abélienne simple A sur Fy. Le théoréme de
Honda dit tout simplement que

Theorem 20. [1, 5] Tous les nombres de Weil sont effectifs.
Corollary 21. L’application w : S(q) — Gal(Q\Q)\W(q) est bijective.
3.1. Un lemme préliminaire.

Lemma 22. Soit 1 € W(q) et n > 1. Si " € W(q") est effectif, alors m lest
également.

Démonstration. Soit A’ simple sur k' = Fyn telle que mar ~ 1" et A= Res],le’, qui

est une variété abélienne sur k = F,. Alors V;A = IndS™* V, A’ pour tout £ # p,
q Galy/

donc P4 (X) = Py (X™). Puisque Ps(m) = Pa/(7™) =0, on a donc Pg(mw) = 0 pour

un facteur simple B de A. O

Soit m un g-nombre de Weil, P € Z[X] son polyndéme minimal (irréductible,
unitaire). On va montrer que 7" est effectif pour n assez grand.
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3.2. Le corps F' = Q(x). On pose F = Q(r). Pour tout plongement ¢ : F — C,

— _ ¢ -o(m) g _ . aq
M= m

donc 0 = ¢(P(7)) = P(¢(m)) = P(¢p(£)) = ¢(P(£)), de sorte que < est encore une
racine de P. Soit x I'automorphisme de F' qui envoie 7 sur £. C’est une involution

de F, et puisque ¢(7) = ¢(x*) pour tout ¢ : F — C, on trouve les deux possibilités
suivantes :
— % # Id sur F, donc F est un corps CM.
—~x=1Idsur F,ie n% =¢qdonc = +,/q.5iq= %%, on obtient deux orbites
galoisiennes m = £p?, pour lesquelles F = Q et P = X 4+ p®. Si ¢ = p?**!, on
obtient une seule orbite galoisienne, 7 € {+p*,/p}, pour laquelle ' = Q(,/p).

3.3. Le corps gauche D = D(x). Pour toute place v de F' = Q(m) on note
%[, : Fy — R la valuation normalisée en v et on définit i, () par |7, = ¢~* (™).

Puisque |7, = q? pour tout v | 0o, la formule du produit ] %[/, = 1 montre que
|7, # 1 (i-e. iy(m) # 0) seulement pour v | poo, et l'on a i,(m) = S+ pour v | oo,

et

) v(m)

iy(m) = |[Fy: Qpl € Q pour v | p.
Definition 23. On note D(m) un corps gauche de centre F' tel que

Yo de F': inv, D(7) = iy (7) mod Z.

Veérifions qu’un tel corps existe bien. Si F = Q, donc m = £p® et ¢ = p>%, on
a iy(m) = 2 mod Z pour v | poo et 0 sinon : D(m) est alors le corps de quaternion
sur Q avec RamD(7) = {p, oo}. Si F = Q(y/p), donc m = +p”/p et ¢ = p****, on
a i,(m) = 3 mod Z pour v | oo et 0 sinon : D(r) est alors le corps de quaternion
sur Q(/p) tel que RamD(7) = {001, 002}. Dans tous les autres cas, F' est un corps

CM (donc sans place réelle), et il faut voir que

v(m) v(m) + v*(m) v(m)
Zv(q) (R Q= ) T-[szQp]jL > @-[E,:Qp]ez.
olp {vFv+} {v=v"}
Or v(m) +v(1*) = v(77*) = v(q) dans tous les cas, et si v = v*, alors 2 | [F, : Q) :
CQFD.

3.4. Un corps CM E C D(w). On note D = D(n), i, = iy(m) et d*> = [D : F]
(donc d est le pged des dénominateurs des i,).

Lemma 24. Il eziste des corps CM F C E C D avec [E : F] =d.

Démonstration. A nouveau, on traite séparément les cas ou F' n’est pas CM, qui
sont faciles. Si F' est CM de sous-corps totalement réel Fy, on choisit une extension
Ey de Fy quiest (1) de degré d, (2) totalement réelle, et (3) telle que pour toute place
v # v* de F sur p, pour toute place w de Ey au-dessus de v|Fy, [Eo . : Fo.0] -ty € Z.
Alors E = Ey - F est un corps CM de degré d, et pour toute place w | p de E au
dessus de v = w|F,

ian(D QF E) = ian(Dv ®F1, Ew) = [Ew : Fv] : iq) € 27
soit parce que v = v* (douc i, = 0), soit parce que v # v* (donc [Ey, : Fy)] = [Eow :
Fo.]). Donc E splitte D, et puisque [D : F] = d* = [E : F]?, E se plonge dans
D. O
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3.5. Un type CM @ sur E. On fixe un plongement Q — Qp On a alors :
Homq_aiy(E, C) = Homq, (E® Q,,Q,) = [[ H(w)
wlp
ou H(w) = Home_alg(Ew,Qp).
Lemma 25. I existe un type CM @ sur E tel que pour tout w | p,
w(m) _ |[H(w)N P
w(q) [H(w)|]
Démonstration. On veut que pour tout w | p de E sur v de F,
v(m)
Hw)N®| = |Hw)|  —= = [Fw : Q-

Siw* =w, v* =vet[Ey: F] i, = 5[Ey : Qp) = 5 |H(w)| : on choisit pour
® N H(w) un systéme de représentant (quelconque) des orbites de x dans H(w). Si
w* # w, on a

Byt F)] iy + Bt For] i = [y - Q] = [H(w)| = | H(w"))|.

w(m)

=[Ey : F)] - iy.

On choisit alors pour ® N (H(w) [[ H(w*)) un systéme de représentant des orbites
de x tel que ® N H(w) contienne [Ey, : F,] - i, éléments, et alors ® N H(w*) en
contient bien [Eyx @ Fyx] - dgye. ]

3.6. Conclusion. Soit (E,®) comme ci-dessus, & C Q une extension telle que
¢(E) C k pour tout ¢ € ®. Quitte & agrandir k, on peut supposer que (1) il existe
sur k une variété abélienne A de type CM (E, ®) & multiplication complexe par Og,
que (2) A a bonne réduction en la place P de Ok déterminée par le plongement
Q — Q,, et que (3) Ok /P = F . D’aprés la formule de Shimura-Tanyiama, le
Frobénius de la réduction de A en P est un élément m; de Of tel que pour tout
wl|pdeE,

w(m)  [Hw)N®|  w(r™)

w(q") [ H (w)] w(qm)
Donc (m) = (7™) et m = un™ pour une unité u de Of. Puisque m; et 7" sont
des ¢"-nombres de Weil, u est un ¢° = 1-nombre de Weil, i.e. une racine de I’unité.
Donc pour un entier m convenable, 7{* = 7"™. Puisque 7" est effectif, m I'est
également.

4. LE THEOREME DE MILNE-WATERHOUSE

D’aprés le dernier corollaire, il devrait étre possible de décrire entiérement End%A
a partir de m4. C’est ce que fait le théoréme de Milne-Waterhouse, d’abord énoncé
sans preuve compléte dans [4]. Tout d’abord, il résulte du théoréme de Tate que

Proposition 26. Pour toute variété abélienne A sur k, Q(ma) est le centre de
End)(A).

Démonstration. On sait déja que F = Q(m4) est contenu dans le centre C' de
E = End(,z.(A). Puisque Ey est le commutant de Fy dans M; = Endq, (Vi A), Fr est
le commutant de F, dans M,. En particulier Cy C Fy, donc C' = F. O
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Si A est simple de Frobénius 7, D = Endg (A) est donc un corps gauche de centre
F = Q(m). La classe d’isomorphisme de ce corps est alors entiérement décrite par
son image dans le groupe de Brauer, i.e. par la collection des invariants locaux
inv,D € Q/Z. Le théoréme de Milne-Waterhouse s’énonce ainsi :

Theorem 27. Soit A simple sur k, © son Frobénius, F = Q(r) et D = End}A.
Alors )
2dimA=[D:Fl]2-[F:Q

D 1

, be. inv,D = 5 mod Z si v est réel, 0 si

et pour toute place v de F, |r|, € g inve L

vt poo et
. v () .
invy,D =——=-[F,: Q, modZ siv|p.
v U(q) [ p] |
Démonstration. (Partielle) D’aprés le théoréme de Tate, pour tout £ 1 p, Dy est le
commutant de Fy dans M, = Endqg,(VzA). On en tire d’une part que [Dy : Q] [F} :
Q¢] = (2dim A4)?2, donc

2dimA = [D;: F)]? - [F,: Q)] = [D: F]? - [F : Q]
et d’autre part que pour tout v | £,
E, = E;®p, F, = Endp,(V,A) ®p, F, = Endp, (VAQpF, Fy),
i.e. inv,Ey = 0. pour tout v | £. O

Example 28. Soit A une courbe elliptique sur k = F, = Fpa, m4 son Frobénius,
Py = X2 —a,X +qle polynome caractéristique de 74, F = Q[ra] et E = Endy(A),
qui sont des corps puisque A est simple. D’aprés le théoréme de Tate, [Fy : Q|- [Ep :
Q] = dimEndg, (V;A) =4, donc [F: Q> [E: F] =4 et (1) F = Qet E est un
corps de quaternion, ou bien (2) E = F est une extension quadratique de Q.

Dans le premier cas, Ey ~ M5(Qy) pour tout £ # p, donc E est non-ramifiée en
¢ # p. Mais puisque F est tout de méme ramifiée quelque part, et en un nombre
paire de places de Q, Ram(E) = {p,o0}. Puisque 74 est un g-nombre de Weil
dans F' = Q, mqa = £,/q € Q donc a = 2a’ est pair et m4 € {£p®'}. Alors
Pa(n) = deg(n ZFp“/) =n2F2p%n +p°, ie. Py = (X :Fp"',)2 et ag = F2p®

Dans le second cas, E = F est de dimension 2, donc P4 est irréductible. Puisque
A= a?z —4¢g <0, A <0et E/Q est une extension CM. Si p est inerte ou ramifié
dans Op, 7% € Q pour n assez grand, i.e. A est supersinguliére. Sinon, soit p; le
noyau de l'action de O sur LieA(k). La formule de Giraud donne alors (74) = p7,
donc 7 ¢ Q pour tout n et Ay reste ordinaire.
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