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Le but de ce chapitre est de donner les outils qui permettent d’étudier, et notam-
ment de dénombrer I’ensemble des points d’une variété de Shimura de type PEL sur
un corps fini. L’idée est basique : (1) on regroupe les points en classes d’isogénies,
puis (2) on étudie séparément chaque classe d’isogénie.

Premiére partie 1. La théorie de Honda-Tate

Soit k£ un corps parfait. On a vu précédemment que la catégorie Abg des var-
iétés abéliennes sur k & isogénie prés est abélienne semi-simple, et que les algébres
d’endomorphismes y sont des Q-algébres semi-simples de dimension finie. On a donc

0
Aby ~ @ajes(ryModpnqao (a)

ou la somme porte sur ’'ensemble S(k) des classes d’isogénies de variétés abéliennes
simples sur k, et ou ModEndg( 4) est la catégorie des modules & gauche sur le corps

gauche Endj(A) & Endx(A) ® Q. Lorsque k = F, est un corps fini, la théorie

de Honda-Tate achéve de décrire complétement cette catégorie, en ce sens qu’elle
donne une description explicite de I'ensemble S(q) “ s (k) et une recette pour

déterminer le corps gauche End{(A) pour toute variété abélienne k-simple A.
1. LE FROBENIUS

1.1. Rappels sur les polynémes caractéristiques. Soit A une variété abélienne
sur un corps parfait k. Nous avons vu que la fonction

deg : Endg(A) — Z, a +— deg(a)

est polynomiale, multiplicative et homogéne de degré 2dim A. Pour tout anneau
commutatif R, on obtient donc une fonction

degp : Endi(4A) ® R — R.
Definition 1. Le polynome caractéristique de o € Endg(A) @ R est

C’est donc un polyndme unitaire de degré 2dim A, dont la définition est calquée
sur celle du polynéme caractéristique de ’endomorphisme d’un R-module libre de
rang fini A, disons 5: A — A, pour lequel

Pg = detpx] (B® 1gx) — Ida ® X|A ®g R[X]) € R[X].
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On sait qu’alors P3(8) = 0 dans Endg(A) : c’est le théoréme de Cayley-Hamilton,
auquel nous allons nous ramener pour établir la proposition suivante.

Proposition 2. Pour tout o € Endg(A) ® R,
P,(a) =0 dans Endg(A) ® R.

Puisque la formation de P,(a) commute aux changements de base R — R, on
se rameéne facilement pour prouver cette proposition, d’abord au cas ot R est une
algebre de polyndmes sur Z, puis, en utilisant le fait que Endg(A) est un Z-module
libre, au cas ou R = Z, donc o € Endg(A). La proposition résulte alors aisément
de 'un quelconque des trois énoncés que voici.

Proposition 3. Soit « € Endg(A), P, son polynéme caractéristique. Alors :

(1) Pour tout k — C, P, est le polyndéme caractéristique du morphisme induit
par « sur le Z-module libre H,(A(C),Z).

(2) Pour tout nombre premier £ # car(k), P, est le polynome caractéristique
du morphisme induit par o sur le Zo-module libre Ty(A, k).

(3) Pour car(k) = p > 0, P, est le polynéme caractéristique du morphisme
induit par o sur le W (k)-module libre D(A).

Tous ces polynémes prennent en effet les mémes valeurs sur Z :
Proposition 4. Soit o € End(A).
(1) Pour tout k — C, deg(a) = detz (a|Hy (A(C),Z)).
(2) Pour tout nombre premier { # car(k), deg(a) = detz, (a|Ty(A,k)).
(3) Pour car(k) =p > 0, deg(a) = detyy (1) (a|D(A)).
Posons E = Endi(4) ® K avec K = Q, ou K = Qy, ou K = Q, selon la formule
B K] L (B2 K]

que I’on souhaite démontrer. Ces deux fonctions sont polynomiales, multiplicatives,
et homogenes de méme rang 2dim(A). Décomposons E = [[ E; en K-algébres
simples et notons nr; : E; — K la norme réduite sur F;. D’aprés [9, p. 179], il
existe des constantes a;, b; € N telles que pour tout o = (o;) dans E =[] E;,

deg(a) = H nr;(a;)% et det(a) = Hnri(ai)bi.
Il suffit donc de vérifier que, notant |—| : K — R>¢ la norme usuelle de K,
[E deg] R>0} - [E ) R>O} .

Par homogénéité, il suffit méme de tester cette égalité sur o € Endg(A). Si o n’est
pas une isogénie, |[deg(a)| = 0 = |det(a)|. Supposons donc que « est une isogénie et
traitons séparément les différents cas.

1. Pour la premiére formule, K = Q et
|deg(a)] = +deg(a) = cardinal de ker (A((C) 2 A((C)) ,
|det(«)] = Hdet(o) = cardinal de coker (H1 (A(C),7) % H, (A((C),Z)) .
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Mais si A(C) = CY9/A pour un réseau A ~ Z29, alors A ~ H,(A(C),Z) et
ker (A((C) Lt A((C)) = a"TA/A ~ AJaA ~ coker (Hl(A(CL Z) % Hy(A(C), Z))
donc en effet deg(a) = |det(«)|.
2. Pour la seconde formule, K = Q avec £ # car(k) et
deg(a)| ™ = rang de ker (a) [¢]
= cardinal de ker (A(E) [0°°] 25 A(E) [EOO]) ,
|det(a)|™" = cardinal de coker (Tg(A,E) 5 Tg(A,E)) .
On conclut grace au lemme suivant :
Lemma 5. Sia: A — B est une isogénie et ¢ # car(k) un nombre premier, alors
coker (Tg(A, B3 Tg(B,E)) ~ ker (A(E) (6] - B(F) [m) .
Démonstration. Soient A = A(k)[(>], B = A(k)[(*°] et X = ker(A =+ B). Alors
[Te(AF)  Tu(B,F)| = [Homz, (Q/Z, A) - Homz, (Qu/Ze, B)|
Appliquant Exty, (Q¢/Z¢, —) & la suite exacte 0 - X — A — B — 0, il vient
0 — Homg, (Q¢/Z¢, A) < Homg, (Q¢/Zg, B) — Exty, (Q¢/Z¢, X) — 0
car X est fini et A injectif (car divisible). Puisque aussi Exty, (Q;, X) = 0,

Exty, (Q¢/Z¢, X) ~ Homg, (Zy, X) ~ X.

Donc coker (TE(A,E) Lt Tg(B,E)) ~ X, CQFD. O

3. Pour la troisiéme formule, K = Q,, et |det(a)| " = prr(det(@) | ayec
vp(det(a)) = longueur du W (k)-module coker (D(A[p"o}) -t ]D(A[poo}))
= longueur du W (k)-module D(ker (A[p”] 5 A[poo])
= longueur du W (k)-module D(ker(«)[p™])
vp(deg(a))

donc & nouveau |deg(a)| = |det(a)].

1.2. Compléments sur les polynémes caractéristiques. On peut associer d’autres
polynomes dans Q[X] & un élément a de E = Endj(A) :

Prin,a le polyndome unitaire qui engendre {P € Q[X]: P(«) = 0 dans E}.

Peor o le polynome caractéristique de o agissant sur E par multiplication &
gauche (ou a droite),

Pred,a définit par Pred,o(X) = nrg/g(a — X) ott nrg/q est la norme réduite de
E/Q.

Proposition 6. P, Puin,a, Pear,a € Pred,a ont les mémes facteurs irréductibles.
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Démonstration. Décomposons A ~ @A™ en composantes isotypiques, donc aussi
E =[] E; en composantes simples, avec E; = M,,,(D;) ou D; = End(,z. (4;) est un
corps gauche, et & = (). On a alors

Poc = Hpoz“ Plnin,a = ngd(Pmin,ai)a Pcar,oz = Hpcar,ozl et Prcd,oz = HPrcd,a,;

ce qui nous rameéne au cas isotypique, i.e. A ~ A et E = M,,(D) ou D est un
corps gauche de centre F'. Puisque les applications deg «, det(a|E) et nrg/g(a) sont
polynomiales, multiplicatives et homogénes de degré respectivement égal & 2mgo,
m2d?f et mdf ot go = dimAg, d = [D : F] et f = [F : Q], on en déduit (comme
dans la preuve de la proposition 4) que df | 2go et

deg = nr%q/oédf et det(—|E) = nr’g;l@

290 /d .
donc aussi P, = Preqdogf et Pear,a = Plfgdda Il est enfin bien connu que Pyino €t
Pear o ont les mémes facteurs irréductibles. (I

Remark 7. Si A est simple, E = D est un corps, et tous les polynoémes ci-dessus
sont des puissances de Pyin o, qui est irréductible dans Q[X].

1.3. Le polynéme caractéristique du Frobenius. On suppose maintenant que
A est une variété abélienne de dimension g sur un corps fini £ = F;. On note
ma € Endg(A) le Frobenius de A et P4 € Z[X] son polynome caractéristique. On
sait déja que c’est un polynome unitaire de degré 2g, de terme constant ¢9 = deg 74,
tel que P4(Z) C N et Pa(ma) =0 dans Endy(A).
Theorem 8. Si PA(X) = Hfgl(X — ;) dans Q[X] alors

(1) |A(F, )|—H 1(1—al) pour tout n > 1 et

(2) |au] = q pour touti=1,...,2g.
Démonstration. (de (1)) Pour tout n > 1, on a tout d’abord

déf

[A(Fyn)| @ [ker (a7 — Tda : A(F,) — A(F,))| Y deg(n} — Tda) & Pr (1)

car (a) 74 agit par Froby sur A(F,) et (b) 74 agit par 0 sur LieA, donc 7y —Id 4 est
une isogénie étale. D’autre part, choisissons un plongement de Q dans Q. D’aprés
la proposition 3,
Prn (X) = detg, (7% — X -1d|Vo(A,F,)) = [12%, (X — o)
dans Q,[X], donc aussi dans Q[X], et |A(Fyn)| = Pﬂ(l) = Hfil(l —al). O
Example 9. Si A est une courbe elliptique, g =1, et
Pi=X-a)(X —ag)=X?—a,X +¢
avec aq = aq + ag € Z. La partie déja démontrée du théoréme nous dit que
=1+q—Pa(1) = |P(Fy)| — |A(F,)].
D’autre part, pour tout n,d € Z avec d 75 0,
Py (%) =deg(ma—2) = pdeg(dma—n) 20
donc le discriminant Ay = a2 — 4q de Py est inférieur ou égal 4 0 :

o + az| = [ag| = ||P(F)| — [A(F,)]] < 2v7q
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Appliquant cette inégalité & A sur Fgn, on obtient
o + af| < 20"/

d’ou Pon déduit facilement que |ay| = |az| = ¢'/2, ce qui démontre la deuxiéme
partie du théoréme lorsque g = 1.

Pour le cas général ot ¢ = dim A > 1, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemma 10. Soit t une involution de Rosati sur End®(A). Alors 7TL o =q.

Démonstration. Soit £ un faisceau inversible ample sur A, donnant une polarisation
A: A — A' qui induit T sur Endg (A). Posant m# = w4, on doit montrer que
g=ntor=X"1onrto)om, ou encore que

(42 a4t = {A%ALAtimﬁ
Soit donc a € A, de sorte que A(a) = T,*L ® L~ dans A? = Picg/k et

ntolom(a) = (7] (T ® LY =7"T7 L ® LT =T Lom L

7(a
Mais dans PicA, 7*L£ = L7 (exercice!), donc
mtodom(a) =T LI®L 1= (T;L® L) = g\(a),

ce qu’il fallait démontrer. O
Montrons maintenant la deuxiéme partie du théoréme.

Démonstration. (de (2)) Soit Q[n] la sous-algébre engendrée par m = 74 dans
FE = Endg(A). C’est une sous-algébre centrale, puisque m commute avec tous les
morphismes de k-schémas, qui est donc réduite, puisque le centre de E est un
produit de corps, et qui est donc elle-méme un produit de corps. Puisque aussi

Pa(m) =0 avec Ps(0)=deg(m)=¢? #0,

le Frobenius 7 est inversible dans Q[r], et puisque 7fm = ¢ dans E, 77 = qgn~! est

également dans Q[r], qui est donc stable sous I'involution T de E. Admettons le
résultat suivant, que l'on a démontré sur C mais qui reste vrai sur tous les corps.
Une preuve basée sur la théorie de 'intersection est dans [9, §21] :

Proposition 11. L’nvolution de Rosati T est positive, i.e.
VO#£zeE, tr(zfz) > 0.

La restriction de cette involution a Q[r] est encore positive, et Q[r] est finalement
un produit de corps totalement réels (ou T est trivial) et de corps CM (ou T est
Pinvolution canonique). Pour tout morphisme de Q-algébres ¢ : E — C, on a donc

q=0(q) = ¢(r-7) = ¢(r) - ¢(m), donc |§(r)| =q¢"/>.

Mais les ¢(7) sont exactement les racines du polyndme minimal Prin,x de m, ie.
d’aprés la proposition 6, les racines du polynéme P, = P4. Les racines de P4 dans
C ont donc toutes la méme valeur absolue ¢'/2, ce qu’il fallait démontrer. O
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1.4. La conjecture de Weil pour les variétés abéliennes. On peut maintenant
déterminer la fonction zéta de A/F,,

tTL
24,0 =exp [ 14,1 | € @l
n>1
En effet, le théoréme 8 nous dit que |A(F¢n)| = F(af, ..., agg) ou
F(Xy, o, Xog) = (1= X))+ (1 = Xgy) = Z (_I)U‘HjeJXj‘
Jc{1,....2g}

Un petit calcul dans C[[t]] montre alors que

Z(A1) = H (1 B (Hje] aj) .t)*(fl)m

PLOP(D)-- Poya (1)
Py Pa(t) - Pay (1)
avec Py(t) = (1 —t), Poy(t) = (1 — ¢9t) et plus généralement

vie{0,...,29}:  Pi(t)= I1 (k(HjeJaj)-t).
JC{1,+ 29}, T|=5
On voit donc que Z(A,t) = H?io Pj(t)_(_l)j est dans Q(t), pour des polynomes
P;(t) dans Z[t] dont toutes les racines dans C sont les inverses d’entiers algébriques
/2 . . . o 1

de modules ¢7/? (des g-nombres de Weil de poids —j), et que Z(A,t) = Z(A, W)

La conjecture de Weil, démontrée par Deligne [1], étend ces propriétés aux fonc-
tions zéta de toutes les variétés propres et lisses sur k£ = [F,.

1.5. Les g-nombres de Weil.

Definition 12. Un g-nombre de Weil (de poids —1) est un entier algébrique 7 € Q
tel que pour tout plongement ¢ : Q(7) — C, |¢()| = ¢'/2. On note W(q) 'ensemble
des g-nombres de Weil.

Si A est une variété abélienne sur k = F,, m4 son Frobenius et P4 le polynéme
caractéristique de 74, toutes les racines de P4 dans Q sont des g-nombres de Weil
d’aprés le théoréme 8 ci-dessus. Si A est simple, Q(m4) est un corps et P4 est une
puissance du polynéme minimal de w4, qui est irréductible sur Q. Toutes les racines
de P4 dans Q sont alors conjuguées sous Gal(Q/Q). Puisque enfin deux variétés
isogénes définissent le méme polyndme caractéristique, on obtient une application

w : 8(q) — Gal(Q/Q)\W(q)
ot S(q) est ensemble des classes d’isogénies de variétés abéliennes simples sur k.
2. LE THEOREME DE TATE (¢ # p) & MILNE-WATERHOUSE (£ = p)

2.1. Les énoncés. Soit k un corps, £ un nombre premier. On montre facilement que
le foncteur Aby ® Z, — BTf; induit par A — A[¢*°] est fidele. Plus précisément :

Lemma 13. Soient A et B deux variétés abéliennes sur k. Le morphisme
pe : Homy, (A, B) ® Zy — Homy, (A[£>°], B[£*])

est injectif, et son conoyau est sans torsion.
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Démonstration. Soit a1, -+ , a, une base du Z-module libre de rang fini Homy (A, B).
Considérons d’abord des éléments A1, --- , A, de Zy tels que

Mpe(ar) + -+ A\ppe(a,) =0 dans Homy, (A[¢*°], B[¢>]) .
Pour tout entier s > 0, choisissons des entiers \; s € Z tels que
Vie{0,---,r} Ns=XN dans Z/O°Z =7 /0?7y
et posons fs = A a1 + -+ + A s, € Homy (A, B). Puisque

pé(fs) == (>\1,s - Al)pf(al) + -+ (>\r,s - )\r)pf(ar)

est divisible par ¢ dans Homy, (A[¢>°], B[¢*°]), on voit que fs = 0 sur A[£*]. Mais
alors fs est divisible par £° dans Homy (A, B), donc A; = A; s = 0 mod £° pour tout
i et tout s > 0, donc \; = 0 pour tout ¢. L’application p; est donc injective.

Soit ensuite f un élément de Homy, (A[¢°°], B[¢>°]) pour lequel il existe s > 0 et f’
dans Homy, (A, B) ® Z, tel que £° f = pp(f’). Choisissons f” dans Homy, (A, B) avec
f” = f mod 2. Alors pe(f”) = 0 mod ¢%, d’ott 'on déduit comme précédemment
que f” = 0mod ¢%, donc aussi f' = 0 mod ¢%, i.e. f/ = ¢°g pour un élément g
de Homy, (A, B) ® Z¢. Mais alors £°f = pe(f') = (°pe(g), donc f = pe(g) car
Homy, (A[¢°°], B[¢°°]) est sans torsion. Le conoyau de p, est donc sans torsion. O

Le foncteur Aby ® Z; — BTf; n’est en revanche pas toujours plein, comme on
voit par exemple en prenant k = C. C’est néanmoins le cas lorsque
(1) k est un corps de nombres, d’aprés Faltings [3], ou lorsque
(2) k est un corps de type fini sur F,,, d’aprés de Jong [2].

Pour un corps fini k, c’est un théoréme énoncé pour tout ¢ et démontré pour ¢ # p
par Tate dans [11], et démontré pour ¢ = p par Milne et Waterhouse dans [§] :

Theorem 14. Soient A et B deux variétés abéliennes sur un corps fini k. Alors
pe : Homy, (A, B) ® Zy — Homy, (A[(>°], B[(>]).

Compte-tenu des équivalences de catégories ***, on peut reformuler ce théoréme
de la maniére suivante, plus utile pour les applications que ’on a en vue.

Theorem 15. Soient k un corps fini de caractéristique p, £ # p un nombre premier,
A et B deux variétés abéliennes sur k. Alors

pe - Homk(A, B) QR Ly — HomZdGalk] (Tg(A),Tg(B))
et pp: Homy(A,B)®Z, — Hompy@)ry) (D(B),D(A))

sont des isomorphismes.

Rappelons que "anneau de Dieudonné W (k)[F, V] est 'anneau des polynomes en
F et V a coefficients dans ’anneau des vecteurs de Witt W (k), avec les relations

FV=VF=p, Fr=oc(x)F e zV=Vo(zx)
ot o est 'automorphisme de W (k) qui reléve le Frobenius « — 2P de k. On a
W(k)[F,V]©Q, = L[F, F]

oun L = W(k)[%] est le corps des fractions de W (k). On déduit facilement du
lemme 13 que le théoréme de Tate est encore équivalent & 1’énoncé qui suit.
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Theorem 16. Soient k un corps fini de caractéristique p, £ # p un nombre premier,
A et B deux variétés abéliennes sur k. Alors
pe: Homp(A,B)® Qe — Homg,gay,) (Ve(A), Ve(B))
el pp: Homk(A,B) &® Qp — HOHIL[F_’F—l] (]D)(B) &® QP,D(A) & Qp)

sont des isomorphismes.

La démonstration de ce théoréme est également trés instructive.

2.2. Structure des modules de Tate. On fixe un corps fini k£ de caractéristique
p et de cardinal ¢ = p”. On note Frob, € Galy le Frobeniug arithmétique x — x9.
C’est un générateur topologique du groupe profini Gal ~ Z.

Une représentation f-adique (V, p) de Galy est un Qg-espace vectoriel V' de di-
mension finie muni d’une action continue p : Galy, — GLg, (V). La catégorie de ces
représentations est équivalente & la catégorie des Q[I1, II~!]-modules de longueur
finie, par le foncteur qui & (V, p) associe le Q[II, II"]-module V ot I'indéterminée
IT agit par p(Froby). Les objets simples de cette catégorie sont donc les modules

V(L) 4 module sous-jacent au corps résiduel Z(£) o, [I,I171]/¢

pour les idéaux maximaux £ de Q[II, II7!]. On note ¢¢(X) € Qy[X] le polynome
caractéristique de IT agissant sur V' (£). C’est donc un polynéme irréductible unitaire
tel que ¢g(II) engendre 'idéal £ N Qp[II] de Qg[I].

Proposition 17. Soient A une variété abélienne sur k,  # p un nombre premier,
et Py = H£¢Z(£) la factorisation de Py dans Qu[X]. Alors

Vi(A) ~ @V (L)1),

Démonstration. L’algebre Q[r4] engendrée par le Frobenius 74 dans End{(A) est
centrale, donc réduite : c’est un produit de corps. Puisque 74 agit sur V; A comme
le Frobenius Froby, de Galg, le morphisme End}(4) ® Q; < Endg, (V;A) identifie
Q[ra] ® Qg a la Qg-algébre Qg[Froby] engendrée par I'image de Froby, (ou de Galy)
dans Endg, (V;A). En particulier, cette Q-algébre est semi-simple, et VzA est un
donc un Galg-module semi-simple : il existe une fonction £ — n(£) a support fini
telle que V; A = @gV(S)"(’:). Mais P4 est le polynéme caractéristique de 74, Froby
ou IT agissant sur V; A d’apreés la proposition 3, donc n(£) = a(£) pour tout £. O

Corollary 18. Soient A et B deux variétés abéliennes sur k. Alors
Homg,(Gal,] (VeA, VeB) =~ ©eMy(e) a(e) (Z(£))
ot Py = Hgbz(z) et Pg = Hgﬁi)z(g) dans Q¢[X]. En particulier,
Endg, (Gat,] (VeA4) > [,(e)20 Ma(e) (Z(£))
est une Q¢-algebre de centre Q[ma] @ Q¢ ~ [, (¢)20Z(L)-

Definition 19. Soient P4 et Pp deux polynomes & coefficients dans un corps K,
et Py = [[¢*?) et Pg =[] #*® leur factorisation en irréductibles. On pose

r(Pa, Pp) E Y ,a(9)b(¢) deg(¢) € N,

C’est invariant par tout changement de base séparable K — K.
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Corollary 20. Soient A et B deux variétés abéliennes sur k. Alors
dimQL] Hosz[Galk] (VgA, WB) = T(PA, PB)
est indépendant du choiz de {1 p.

2.3. Structure des modules de Dieudonné. On conserve les notations de la
section précédente, ol k est un corps fini de caractéristique p et de cardinal ¢ = p",
mais on travaille maintenant en ¢ = p, c’est-a-dire que ’on se propose d’étudier la
catégorie des modules sur 1’algébre non-commutative L[F, F~!] des polynémes de
Laurent 3, ., \if"" & coefficients \; dans L, ou L = W(k)[}l}] La multiplication
dans cette algebre est caractérisée par FA = o(\)F pour tout A € L, ou 'on note
o le relevement & W (k) (ou L) du Frobenius arithmétique = — zP, de sorte que

Gal(L/Q,) = (o) ~ Z/VL.
On vérifie facilement que Q,[F", F~"] est le centre de L[F, F~']. On pose
Z=Q,F",F"] et C=L[F,F]
Montrons tout d’abord que C' est une Z-algébre d’Azumaya de rang 2.
Lemma 21. L’algébre L ®q, C est isomorphe o M, (L ®q, Z).

Démonstration. Considérons C' comme un L ®q, C-module & gauche par

VA®z e L®g, C et yel, (A@x)-yd:éfxyk.

La restriction de ce module au centre L ®q, Z = L[F",F~™"] de L ®q, C est un
L[F¥, F~"]-module libre de base {1, F,---, F*~!} : celui que 1’on obtient & partir
de la multiplication & droite dans C' = L[F, F~!] par restriction & la sous-algébre
L[F¥, F~"]. On obtient ainsi un morphisme de L[F", F~¥]-algébre

L ®Qp C — El’ldL[Fu’Fu] (C) ~ Ml, (L[FV, Fﬁu])
qui est explicitement donné par
. i+b—a
v (T )
i=a—b mod v a,b€{0,...,y—1}
et dont on vérifie facilement que c’est un isomorphisme. (I

Pour tout idéal maximal ¢ de Z, on note
ZR)E Z/F e O(P) S C/BC.
Corollary 22. Pour tout P, C(P) est une Z(P)-algébre centrale simple.
Pour déterminer les invariants de cette algébre, commencons par remarquer que
Cxal Z, - F' ou Z,=Z®q,L=L[F' F]
la multiplication étant donnée par
{]-'~(z®£) =(:®0l)-F pourz€ ZetlelL,
FY =F"¥ dans Z C Zp.

On a donc avec les mémes régles de multiplication
C(P) =@ Z(P)r - F' on Z(P)r = Z(P) @g, L
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avec notamment
F¥=mp € F'mod P dans Z(R) C Z(P)y.
Posons X () = Spec (Z(P)1), de sorte que
Z(P)L = [acx @ L(Q)

ot le corps résiduel L(Q) = Z(P)L/Q est une extension non ramifiée de Z(P).
L’action de Gal(L/Q,) ~ (o) sur X () est transitive, et o induit des isomorphismes
de Z(P)-extensions 7 : L(Q) — L(cQ). On note r le cardinal de X' (P) et d celui
du sous-groupe d’isotropie. Donc v = rd et pour tout Q € X (),
Gal(L(Q)/Z(B)) = {1,5",5°",--- 7"V}
Revenant & C(P), on peut donc maintenant écrire
C(P) = @a, L(Q) - F' =@ ;F - L(Q) - F7 = 2aC(P,Q)
pour Q€ X(PW),0<i<ret0<j<d, ou
C(P,Q) =& F'-DQ) avec D(Q)=aljL(Q) F.

On vérifie alors que C' (B, Q) est un idéal a gauche de C'(3). Plus précisément, c’est
la composante Q-primaire de C(P), pour la structure de Z(P)r-module induite
par la multiplication & droite dans C(B) :

CB,Q)={zeCCB):z-y=0pourtout y€ QC Z(P).}.
Considérons sur D(Q) = @?;éL(Q) - F77 la structure de Z()-algébre donnée par

Fr-Xx=7"(\)-F" pour A € L(Q), et
]_—rd =T dans Z(m) C L(Q)

On obtient alors sur C (B, Q) = @;F*-D(Q) une évidente structure de D(Q)-module
4 droite, dont on laisse au lecteur le soin de vérifier qu’elle commute & ’action &
gauche de C(, Q). Cette action induit donc un morphisme de Z(B)-algebre

C(B) — Endp(a) (C(B,Q)) = Endpq) (£:F'D(Q)) = M, (D(Q)).
Ce morphisme est injectif puisque C () est simple, donc bijectif puisque
dim ) C(P) = v° = r’d® = dimyg) M, (D(Q)) .

En particulier, [C(B)] = [D(Q)] dans le groupe de Brauer Br(Z(93)). Or D(Q) est
presque donné sous la forme standard des Z(3)-algebres centrales simples cycliques,
a ceci prés que le générateur o de Gal (L(Q)/Z()) n’est pas nécéssairement le
Frobenius arithmétique de cette extension non-ramifiée.

Soit Zo(P) la plus grande sous-extension de Z(P)/Q, qui se plonge dans L.

C’est donc une extension non-ramifiée de Q, dont le degré est égal au plus grand
diviseur commun des degrés v et fy des corps résiduels de L et Z(). On a alors

Z(P)r = Z(P) @zq0p) (Zo(PB) ®0q, L) = [Lezep L)

ot Z(B) = Homg, (Zo(W), L) et L(t) = Z(P) @z, (p),. L est un corps, puisque Z (L)
et L sont linéairement disjointes sur Zyp(3). Il y a donc une bijection ¢ — Q de Z()
sur X (P), telle que L(:) = L(Q) comme quotient de Z(P) .. En particulier,

r=|XR)| = Z(R)| = [20(P) : Qp] = pged(v, fip)-
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Par construction, " = Id ® 0" sur L(t) = Z(*B) @z,(x),. L, qui agit donc sur le
corps résiduel par I'élément Id ® (x +— 2P") = (Id, Frob”) du groupe de Galois

Gal (prm Dk, By /Fpr) ~ Gal (prm /]Fpr) x Gal (Fypv [Fpr) = Z/sZ x T/dZ

ou fy = rs et v =rd, de sorte que pged(s, d) = 1. Le Frobenius arithmétique ¢y de
L(1)/Z(%B) agit quant & lui par (z > 2P’ ) = (Id, Frob™), donc ¢ = (37)° = 5/%.
Puisque s est inversible dans Z/dZ, on peut alors réécrire

D(Q) = EB;I;OIL(L) . Fiwt avec Fis = (F")*®

ou la structure multiplicative est maintenant donnée par

FIv X =o¢p(N) - F* pour A € L(1), et
Fhad = g, dans Z(*B) C L(Q).

D’apreés (***), invariant de D(Q) est donc donné par la formule

. v(my)  sv(my)

vz [D(Q)] = = = = € Q/2Z
ou il faut prendre pour v la valuation normalisée de Z(3), i.e. celle pour laquelle
v(p) est l'indice de ramification absolu ey de Z (). Puisque alors

s _sr_ [y _ fpep _ [Z(B) : Q)

d dr v vey v(q)

on obtient finalement la formule suivante pour l'invariant de C(), formule dans
laquelle il n’est plus besoin de supposer que la valuation v est normalisée.

Proposition 23. Pour tout B, invariant de [C(P)] € Br(Z(B)) est égal a

invzep) [CB)] = [Z(B) : Q] - A(B) € Q/Z  avec A(B) = US(T;;) €

ou Ty est limage de F¥ dans Z(B).
Definition 24. On note S(B) # 0 un C(*P)-module simple,
D) = Endeg (SEB)™ . rp = [SOF) : D) et d& = [DOF) : Z(P))
On a donc C(P) ~ M, (D(B)), S(B) ~ D(P)™. On sait aussi que
v=rpdp et dyp=ordre de [Z(P): Qp] - A(P) dans Q/Z
ot A(P) = v(myp)/v(q) pour toute valuation v de Z().

Remark 25. Nous verrons plus loin que A\(P) est la pente du module de Dieudonné
déduit de S(P) par passage a une cloture algébrique de k = Fy.

Lemma 26. Tout C-module simple est isomorphe a un unique S().

Démonstration. Soit M # 0 un C-module simple. Alors M = C - m pour tout
m # 0 dans M, donc M est un Z-module de type fini puisque C Vest. Soit I C Z
Pannulateur du Z-module M, et I C J # Z un idéal. Alors JM est un sous-C-
module de M, et JM C M d’aprés Nakayama, donc JM = 0 par simplicité du
C-module M, et finalement I = J. Donc I =B est un idéal maximal de Z, et M
un C(P)-module simple, i.e. M ~ S(B). O
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Corollary 27. Soit M un C'-module. Alors
M est C-semi-simple <= M est Z-semi-simple.

Démonstration. Si M est Z-semi-simple, alors M = @pM[P] ot chacun des
MRl ={meM:Pm=0}

est un C'(P)-module, donc un C-module semi-simple puisque tous les C'()-modules
le sont. Inversement, si M est C-semi-simple, c’est une somme directe de C-modules
simples S(), et chacun de ces modules est évidemment Z-semi-simple. O
Corollary 28. Pour tout C-module M, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) M est de longueur finie,

(2) M est de Qp-dimension finie,

(3) M est de L-dimension finie,

(4) M est un Z-module de torsion et de type fini.

Démonstration. C’est immédiat. O

Definition 29. Le polynome caractéristique d’un tel C-module M est

PM(X) =dety, (X -1d — FV|M) .
Ce polynoéme est bien défini car M est de L-dimension finie et 'action de F¥ € Z
sur M est L-linéaire. C’est un polyndéme unitaire, dont les coefficients sont a priori
dans L, et c’est aussi le produit des polynémes caractéristiques des facteurs d’une

filtration de Jordan-Hélder de M. On note Py le polyndme caractéristique de S(*B).
Pour le calculer, notons que :

(1) C(P) =~ S(P)™ comme C(P)-module, et
(2) C(B) = Z(P)7, comme Z(P)r = Z(P) ®q, L-module.
On en déduit que
Py" =dety, (X -1d = F¥|Z(R)1)" = detg, (X -1d — F¥|Z())"

Soit ¢ € Qp[X] le polynome irréductible unitaire tel que ¢ (F) engendre P dans
Z = Qp[F”,F~"]. On a donc deg ¢ = [Z(P) : Q). Puisque v = dypry, on obtient

dy
Ps;g = ¢q3q. S QP[X]
En particulier, Py; € Q,[X] pour tout C-module M de longeur finie.
Proposition 30. Soit A une variété abélienne sur k, Py = Hqg qﬁ‘%m) la décompo-
sition de Py dans Qp[X]. Alors dy | a(B) pour tout P et
D(A) ® Qp = SpS(P)* P/

Démonstration. On sait que m4 agit comme F” sur My = D(A) ® Q,. On en
déduit comme dans la proposition 17 que M4 est un module semi-simple sur le
centre Z = Qp[FY,F~¥] de C, donc aussi un C-module semi-simple d’aprés le
corollaire 27. On peut donc écrire My ~ ©qS(P)"F) pour une fonction P — n(P)
a support {ini. Mais la proposition 3 montre que P4 = Py, dans Q,[X], i.e.

a dyn
H‘?BQS‘ZB(SB) — PA — PIMA — Hmp‘g(m) — Hm(i)m% (B)
donc a(P) = dpn(P) pour tout P. O
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Corollary 31. Soient A et B deux variétés abéliennes sur k. Alors

Home (D(B) ® Q,,D(A) ® Q) ~ &pMawm v (D(F)°PP)
d\n ? ng

ot Pa =[]y (bf%(m) et Pp =[]y ¢g§‘l3) dans Qu[X]. En particulier,
Endc (D(4) ® Qp)™" = [Lagp)z0Magm (D(F))

est une Q,-algébre de centre Q[ma] @ Qp = [, (q)20 Z(PB)-
Corollary 32. Soient A et B deux variétés abéliennes sur k. Alors
dimg, Home (D(B) ® Qp,D(A) ® Q) = r(Pa, Ps).
2.4. Preuve du théoréme 16. On sait déja que les applications (pour ¢ # p)

pe: Homy(A,B)®@ Qe — Homg,gay) (Ve(A), Ve(B))
et pp,: Homy(A,B)®Q, — Homp,p p-17 (D(B) @ Qp, D(A) @ Qp)

sont injectives, et il résulte des corollaires 20 et 32 que
r(Pa,Pp) = dimg, (Homg,a,] (Ve(4),Ve(B))),
et T(PA, PB) = dime (HOIIIL[F,Ffll (D(B) X Qp, ]D)(A) X Qp)) .

Il suffit donc de démontrer le théoréme de Tate pour un unique ¢ # p! En outre,
on peut toujours supposer que A = B, puisque pour C = A x B, le morphisme

pe + End} (C) ® Q¢ — Endg, (a1, (VeC, V;C)

s’identifie évidemment 3

End{ (A) Hom{ (B, A) ®Qp — Endg, [Ga1,) (VeA) Homg, [Ga1;,] (Ve B, Vi A)
Hom (A, B)  Endj (B) £ Homg, [Gal,,] (V2A, Ve B) Endg, (Gal,,) (VeB)

Soit donc A une variété abélienne sur k, m = w4 son Frobenius. On pose F' = Q[n]

qui est centrale dans E = Endg(A). Pour tout £ # p, on note V; = Vz A et
FRYFeoQ cE ¥ E®Q c Dy ¥ Endy,(Vy) c My %€ Endg, (V,).

On veut montrer que Ey = Dy (pour un choix convenable de ¢), i.e. que Ey est le

commutant de Fy dans My, ou encore que Fy est le commutant de E, dans M,.

Notons Cy = Endg,(V;) ce commutant, de sorte que Fy C Cy et on veut montrer

que Fy = Cy (pour un choix convenable de ¢).

Décomposons F' = [[ F; en produit de corps et choisissons pour £ un nombre
premier qui se décompose totalement dans tous les F; (il en existe une infinité). On
a alors Iy ~ Qj, et V; = &7_,V} se décompose de méme en espaces propres pour
'action de Fy, ot Fy agit sur V/ par la i-éme projection F; — Q. Ces sous-espaces
sont stables sous CY, puisque Fy est centrale dans Cy. Pour voir que F;, = Cy, il
suffit donc de démontrer que 'action de Cy y est scalaire, ou encore que

Claim 33. Toute Q-droite W C V; qui est stable sous Fy (c’est & dire contenue
dans 'un des V), est également stable sous Cl.

Choisissons sur A une polarisation A : A — A?, disons de degré d? et soit
Yy 1 ViA X Vi A — Vypu la forme symplectique qu’elle induit sur V. 11 suffit alors de
démontrer que

Claim 34. Tout sous-espace totalement isotrope maximal W de (Vp, 1) qui est
stable sous Fy, est également stable sous CY.
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Cette hypothése implique en effet que tout sous-espace totalement isotrope (mais
pas forcément maximal) W de (Vp,¢,) qui est stable sous F; (par exemple une
Qg-droite stable sous Fy) est encore stable sous Cy. On le montre par récurrence
descendante sur la dimension de W, le cas initial ot dimg, W = g étant précisément
notre hypothése. Soit donc W un tel sous-espace, avec dimg, W = g — s, pour un
5 > 0. Puisque F est stable sous l'involution de Rosati { induite par A\, Fy est stable
sous l'involution t induite par 1), donc l'orthogonal W+ de W dans (Vz, 1)) est
encore Fy-stable, donc de la forme Wt = W @ @filDi pour des Qq-droites D;
qui sont Fy-stables; alors W1 = W @ Dy et Wo = W & D5 sont deux sous-espaces
totalement isotropes et Fy-stables de V,, ils sont stables sous Cy d’aprés I’hypothése
de récurrence, et leur intersection W est donc également stable sous V.

Le théoréme de Tate résulte alors de la proposition suivante, dans laquelle il n’est
plus nécessaire de supposer que Fy ~ Qj, mais ot I'on demande en revanche que
¢ 1 pd (concrétement, il faut donc choisir d’abord A d’un degré d? arbitraire, puis
ensuite £ { pd décomposant E).

Proposition 35. Pour tout sous-espace totalement isotrope maximal W de (Vi 1)
qut est stable sous Fy, il existe un élément e € Ey tel que e-Vy = W . En particulier,
W est stable sous le commutant Cy, de E; dans M,.

Démonstration. Dire que W est Fy-stable revient & dire que ¢’est un sous-Qy[Galg]-
module. Pour tout n > 0, on pose X,, = (TP ANW) 4+ Ty A C TyA. Cest donc un
Ze-sous-réseau d’indice {9 dans Ty A qui est stable sous Galg. Soit o, : 4, — A
'isogénie (de degré £"9) telle que o, (TpA,) = X, dans Ty A. Pour tout x,y € Tp A,
on a donc

* A, C :1)‘ _ n
(@, (n VW)™ = (@, 9);"" = (an(®),an(y)); C " Ty(p)
puisque W C V, A est totalement isotrope, donc (aX\)(TpAy,) C LTy AL ie.

afd=aloloa,: A, — Al est triviale sur A,[("].
Soit A\, : A, — Al telle que ("), = o \. C’est encore une polarisation de A,, et
(£7)% deg(\n) = deg(€"\,) = deg(an ) = (£"9)? deg(X)
puisque deg o, = deg al, = ¢™9. Donc deg \,, = deg \. D’aprés le lemme ci-dessous,
il y a un ensemble infini I C N tel que (A4;,\;) =~ (4;,);) pour tout ¢,j € I.
Soit n le plus petit élément de I, et pour tout ¢ € I, choisissons arbitrairement
un isomorphisme 6; : A4, — A;. Alors e¢; = a; 0 0; 0o a;t € F induit sur V;A un
morphisme tel que €;(X,,) = X; C X,,. Vus dans Fy, ces morphismes restent donc

dans le compact Ey N Endg,(X,). On peut donc extraire de (e;) une sous-suite
(e4(iy) qui converge vers un élément e de £;. On montre facilement que

e(Xn)=nX; =T, ANW,
puis que e(V;A) =W, O

Lemma 36. L’ensemble M (k) des classes d’isomorphismes de paires (B,v) ot

B est une variété abélienne de dimension g surk et v : B — Bt est une polarisation
de degré d? est fini.

Démonstration. Ce serait trivial si l’on savait qu’il s’agit 1a des k-points d’un schéma
de type fini sur Spec(Z) (ou F,). Malheureusement, M, n’est pas représentable.
On peut rajouter une structure de niveau N > 3 premier & p : si B est une variété
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abélienne de dimension g sur k, le noyau de Galy — Aut(B[N](k)) est d’indice ma-
joré par le cardinal de Aut(B[N](k)) ~ GL2y(Z/NZ), donc il existe une extension
finie K de k telle que toute variété abélienne B sur k de dimension g admet une
structure de niveau N sur K. Puisque ngN(K) est fini, on en déduit que I’ensemble

MY | (k) est d’image finie dans M7 | (K), mais il resterait alors a vérifier que les fi-

bres de M, (k) — M, (K) sont finies (ce qui n’est pas trés difficile). On peut aussi

rajouter une rigidification : puisque k est un corps, RMY | (k) — MJ (k) est sur-

jective : on conclut alors directement, puisqu’on a vu que RMY , est représentable
d,N

(sans restriction sur N) par un schéma de type fini sur Spec(Z). O

2.5. Conséquences, I. Nous avons vu que le polynéme caractéristique du Frobénius
détermine la structure des modules de Tate et du module de Dieudonné. Le théoréme
de Tate implique tout d’abord que ce polynéme détermine aussi la classe d’isogénie.

Proposition 37. Pour deux variétés abéliennes A et B sur k, les conditions suiv-
antes sont équivalentes :

(1) A est un sous-quotient de B dans Ab),

(2) ViA est un sous-quotient de V, B dans Modg,[ga1,] pour un { # p,

(3) ViA est un sous-quotient de V;B dans Modg,[ga1,] pour tout £ # p,

(4) D(A) ® Q, est un sous-quotient de D(B) ® Q, dans ModW(k)[%”F,Ffl],

(5) Pa | P dans Z[11].
De plus, les sous-quotients de (1 —4) sont alors des facteurs directs.
Démonstration. La derniére remarque résulte de la semi-simplicité de la catégorie
Abg, et de la semi-simplicité des objets V;B et D(B) ® Q,. Les implications
(1) = (2 — 4) sont évidentes, et les équivalences (2 — 4) <= (5) résultent
des propositions 17 et 30. Pour (2) = (1), soit f : VA — V;B une injection
Galg-équivariante. On peut d’aprés le théoréme 15 approcher f par un élément
pe(f) € pe(Hom} (A, B)), et si py(f') est suffisamment proche de f, alors pe(f’)
sera encore injective, donc f’ : A < B dans Ab). Le méme argument démontre
aussi que (4) = (1). O
Corollary 38. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A et B sont isogénes sur k, i.e. isomorphes dans AbY,

(2) VeA = V,;B comme Q¢[Gali]-module pour un £ # p,

(3) Vi A =~ V;B comme Q;[Galy]-module pour tout ¢ # p,

(4) D(A) ® Q, ~D(B) @ Q, comme W(k)[%][F, F~1-module,

(5) Pa = Pgp dans Z[I1].
Remark 39. 1l en résulte que deux variétés abéliennes A et B sur k qui sont isogénes
sur k ont le méme nombre de points sur toutes les extensions finies de k, et donc

aussi la méme fonction Zéta (ce qui n’est & priori pas du tout évident). D’ailleurs,
cette condition caractérise aussi le fait que A et B soient isogénes!

Corollary 40. L’application w : S(q) — Gal(Q/Q)\W(q) est injective.

Démonstration. Ce n’est pas complétement tautologique. Si A et B sont simples
et w(A) = w(B), les polynémes minimauz de T4 et mp sont égaux donc P} = P}
pour des entiers a et b convenables, donc A* ~ BY dans Abg puis A ~ B car A et
B sont simples (donc aussi P4 = Pp et a = b). O
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2.6. Conséquences, II. On peut ensuite utiliser les résultats qui précédent pour
déterminer entiérement les anneaux d’endomorphismes dans la catégorie AbY.

Proposition 41. Pour tout A € Ab) , le centre de End})(A) est égal a Q[r4].

Démonstration. Cela résulte du théoréme de Tate et du corollaire 18 (ou 31). O

Proposition 42. Soient A une variété abélienne simple sur k, w son Frobenius,
D = End}(A) et F = Q(n) le centre de D. Alors

2dim A = [D: F]2[F : Q)
et pour toute place v de F, linvariant de D en v est donné par

0 i v 1 poo
si v est réelle dans Q/Z.

S P Q) siv|p

inv,D =

N[

Démonstration. Cela résulte & nouveau du théoréme de Tate, des corollaire 18 et
31, et de la proposition 23 - sauf pour la valeur de l'invariant aux places réelles, s’il
y en a. Mais si I a une place réelle, alors m = +,/q = +p¥/2 ce qui limite beaucoup
les cas & considérer!

Si v est pair, disons v = 2/ avec v/ # 0 € N, alors 7 = +p” et F = Q.
L’invariant de D en v est trivial si v 1 poo, égal & % si v = p, donc aussi égal a %
en v = 0o puisque la somme des invariants doit étre nulle. Donc D est le corps de
quaternion Bj, o sur Q tel que Ram(B), o) = {p, 0}, et A est une courbe elliptique
supersinguliére.

Si v est impair, disons v = 20/ 4+ 1 avec v/ € N, alors 7 = :I:p”/\/f) et F'= Q(y/p)-
Les invariants de D sont triviaux & toutes les places finies de F', ce qui ne laisse &
priori que deux possibilités pour les invariants de D aux places archimédiennes 0oy
et ooy de F, & savoir (0,0) ou (3, 3). Dans le premier cas, D = F = Q(,/p), donc
dim A = 1, i.e. A est une courbe elliptique ; mais puisque 72 = ¢ est le Frobenius
de A xp, Fg2, I'extension quadratique réelle F' de Q devrait alors se plonger dans
le corps de quaternion B, sur QQ, une contradiction. Donc D est le corps de
quaternion By, o0, sur F' tel que Ram(Bog, 00,) = {001,002}, et A est une surface
abélienne — simple sur Fy, mais qui devient isogéne au produit de deux courbes
elliptiques supersinguliéres sur ’extension quadratique Fg 2 de [F,. O

Remark 43. Concrétement, supposons connu le polyndme caractéristique Py € Z[II]
d’une variété abélienne A sur un corps fini k. Les facteurs irréductibles @; de
P4 correspondent alors bijectivement aux facteurs simples A; de A. Le centre Fj
du corps gauche D; = End{(A4;) est canoniquement isomorphe & Q[II]/Q;, par
Papplication II — 74,. C’est une extension de degré f; = deg(Q;) de Q. La classe de
D, dans le groupe de Brauer de F; est entiérement déterminée par la proposition ci-
dessus. L’ordre de cette classe est égal a d; = [D; : F}] . Le polynéme caractéristique
de A; est donc Py, = in, et Py =1]] Qfm si A~ ®A]". La multiplicité r; de A;
dans A est ainsi donnée par la formule r;d; = ordg, (P4). On retrouve donc bien

Enfin, End)(A) ~ [[ M., (D;).
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3. LE THEOREME DE HONDA

Disons qu'un g-nombre de Weil m € W(q) est effectif si et seulement si il est
conjugué au Frobenius d’une variété abélienne simple A sur F,. Le théoréme de
Honda dit tout simplement que

Theorem 44. [4, 12] Tous les nombres de Weil sont effectifs.
Corollary 45. L’application w : S(q) — Gal(Q/Q)\W(q) est bijective.
3.1. Préliminaires.
Lemma 46. Soit m € W(q) et n > 1. Alors 7™ € W(q") et

m est effectif <= w" est effectif.

Démonstration. Soient k = Fy et k' = Fgn. Si 7 est effectif, il existe une variété
abélienne A sur k telle que Pa(m) = 0. Alors Py (7") = 0ot A’ = A x k’, donc 7"
est effectif. Si inversement 7™ est effectif, il existe une variété abélienne A’ sur k'
telle que Pa/(7™) = 0. La restriction de Weil A = Res’,zl A’ est, une variété abélienne
sur k avec Py(X) = Py(X™), donc Pa(m) = Pa/(n™) = 0 et 7 est effectif. O

Pour montrer qu'un g-nombre de Weil 7 est effectif, il nous faut construire une
variété abélienne simple A sur kK = F, dont le Frobenius soit conjugué & 7. On
sait déja ce que doit étre 'anneau des endomorphismes End(,z. (A) d’une telle variété
abélienne : un corps gauche D = D(7) de centre F' = Q(7) dont les invariants sont
décrits dans la proposition 42. Nous reconstruirons ci-dessous ce corps ex-nihilo,
puis nous choisirons dans D un corps CM E, et sur F un type CM @, puis une
variété abélienne de type CM (FE, ®) sur un corps de nombres suffisamment large,
ayant bonne réduction en une place convenable de ce corps de nombres, dont le corps
résiduel soit une extension k' = Fyn de k, et telle que le Frobenius de la réduction
de cette variété abélienne soit précisément égal & 7. Alors A sera, d’aprés la preuve
du lemme ci-dessus, 'un des facteurs simples de la restriction a la Weil (de &’ vers
k) de la réduction de cette variété abélienne CM.

On fixe pour tout la suite de cette section un g-nombre de Weil 7. On note
P € Z[X] son polynéme minimal (unitaire, irréductible).

3.2. Le corps F' = Q(m). On pose F' = Q(r). Pour tout plongement ¢ : F' — C,

—— _(m)-d(m) _ ¢ _ (g
== =m0 (5)

donc
0=3(P) =P (Gm) =P (s(1))=0(P (1))
de sorte que £ est encore une racine de P. Soit x 'automorphisme de F' qui envoie

7 sur L. C’est évidemment une involution de F, et puisque ¢(7) = ¢(7*) pour tout
plongement ¢ : F' — C, on trouve 'une des deux possibilités suivantes :

(1) * # Id sur F, donc F est un corps CM.

(2) x=1Idsur F,ie. 7% =qdoncm = +.,/q.Siq= p?®, on obtient deux orbites
galoisiennes triviales distinctes, & savoir celles de m = £p®, pour lesquelles
F=Qet P=X+p* Siq=p***! on obtient une seule orbite galoisienne
non-triviale, 7 € {£p®,/p}, pour laquelle F' = Q(,/p).
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3.3. Le corps gauche D = D(7). Pour toute place v de F' = Q(7) on note

=l : Fo = R
la valuation normalisée en v et on définit 4,(7) € R par ||x||, = ¢~* (™). Puisque
=], = qmﬁ:m pour v | 00, la formule du produit [] ||—||, = 1 montre que
iu(m) 20 = |7l 1= v | pc.
On a d’autre part i,(7) = —@ pour v | oo, et
iy(m) = Z((Z)) -[Fy:Qy] €Q pourv|p.

On note D(m) un corps gauche de centre F tel que
Yo de F : inv,D(m) = i,(m) dans Q/Z.

Vérifions qu’un tel corps existe bien. Si F = Q, donc m = £p® et ¢ = p?®, on a
iy(m) = % mod Z pour v | poo et 0 sinon : D(w) est alors le corps de quaternion
By o sur Q tel que Ram(B, ) = {p,00}. Si F = Q(,/p), donc 7 = £p®/p et
q=p** onai,(r) = % mod Z pour v | 0o et 0 sinon : D(7) est alors le corps de
quaternion Ba, o0, sur Q(,/p) tel que Ram(By, o0,) = {001,002}. Dans tous les
autres cas, F' est un corps CM (donc sans place réelle), et il faut voir que

ZU(W)‘[FUZQ;D]: ZM'[ENQP]‘LZ v(ﬂ)'[Flep]EZ-

o v(a) o v v(q)

v=v*

Or v(m) +v(n*) = v(mm*) = v(q) dans tous les cas, et si v = v*, alors 2 | [F, : Q] :
la. somme ci-dessus est donc bien dans Z.

3.4. Un corps CM E C D(r). Onnote D = D(r), i, = i,(7) et d*> = [D : F], de
sorte que d est le plus petit multiple commun des dénominateurs des i,,.

Lemma 47. Il existe des corps CM F C E C D avec [E : F] =d.

Démonstration. On traite & nouveau séparément les cas ou F' n’est pas CM, qui sont
faciles. Si F' est CM de sous-corps totalement réel Fj, on choisit une extension Ej
de Fy qui est (1) de degré d, (2) totalement réelle, et (3) telle que pour toute place
v # v* de F sur p, pour toute place w de Ey au-dessus de v|Fy, [Eg .y : Fov] iy € Z.
Alors E = Eq - F est un corps CM de degré d, et pour toute place w | p de E au
dessus de v = w|F,

inv, (D ®p E) = invy(Dy ®F, Ey) = [Ey : Fy] iy € Z,

car i, = 0 si v = v* tandis que [Ey, : F,] = [Eow : Foul si v # v*. Donc E
décompose D, et puisque [D : F| = d? = [E : F]?, E se plonge dans D. O

Remark 48. On peut aussi d’abord montrer que D(7) admet une involution posi-
tive, puis choisir dans D(7) un sous-corps commutatif maximal et stable par cette
involution : un tel corps est automatiquement CM.
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3.5. Un type CM @ sur E. On fixe un plongement Q — @p. On a alors :

Homg-ay(E,C) = Homg, —aiy(E'® Q,Q,) = [1,,,H (w)
ot w décrit les places de E au-dessus de p, donc £ ® Q, = lep E,,, avec
H(w) = HomQP—alg(va@p)-
Lemma 49. I existe un type CM ® sur E tel que pour tout w | p,

w(r) _ |[H(w)N @)
w) | [H@)]

Démonstration. On veut que pour tout w | p de E sur v de F,

_ W im0t e gy
|H(w)N®| = |H(w)| - wle) = [Ew : Q) o) [Ey : Fy] - iy
Siw* = w, v =vet[By: F] i, = %[Ew :Qp] = %|H(w)| : on choisit pour

® N H(w) un systéme de représentants (quelconque) des orbites de x dans H (w).
Si w* # w, on a

[E'u) : E}] : Z.’1) + [Ew* : Fz)*] : 7:’1)* = [Ew : Qp] = |H(UJ)‘ = |H(W*)| .

On choisit alors pour ® N (H(w) [ H(w*)) un systéme de représentant des orbites
de % tel que ® N H(w) contienne [Ey, : F,] - i, éléments, et alors ® N H(w*) en
contient bien [Ey»« : Fy«] - i,«éléments. O

3.6. Conclusion. Soit (£, ®) comme ci-dessus, ¥ C Q une extension finie de Q
telle que ¢(FE) C k pour tout ¢ € ®. Quitte & agrandir k, on peut supposer que
(1) il existe sur k une variété abélienne A de type CM (E,®) a multiplication
complexe par Og, que (2) A a bonne réduction en la place P de Oy, déterminée par
le plongement Q — Q, fixé plus haut, et que (3) O/P = F,n. D’aprés la formule
de Shimura-Tanyiama, le Frobenius de la réduction de A en P est un élément
de Og tel que pour tout w | p de E,

w(m)  [Hw)N®|  w(r™)

w(g™) |H (w)] w(gm)
Les idéaux engendrés dans Of par m; € O et 7 € Op C Op sont alors égaux,
donc m; = un™ pour une unité u de OE. Puisque 7 et 7" sont des ¢"-nombres de

Weil, u est un ¢° = 1-nombre de Weil, c’est-a-dire une racine de I'unité. Donc pour
un entier m convenable, 77" = 7"". Puisque enfin 7]" est effectif, 7 I’est également.

4. EXEMPLES SUR UN CORPS FINI

Dans les exemples qui suivent, on note typiquement A une variété abélienne,
le plus souvent simple, sur un corps fini k£ de cardinal ¢ = p”, 7 son Frobenius,
F = Q(n) le centre du corps gauche D = End’(A), g la dimension de A, f = [F : Q]
et d = [D : F|'/?, de sorte que 2g = df.

4.1. Cas ou F' est totalement réel. Ce cas regroupe deux situations différentes.
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4.1.1. Le cas pair. Si ¢ = p>** pour un entier a > 1, alors
m=+4+p®ou —p*, F=Q D=Bp. et g=1,

ol By, est le corps de quaternions ramifié en {p,c0}. C’est donc le cas ou A est
une courbe elliptique supersinguliére dont tous les endomorphismes sont définis sur
k =1TF,. On peut construire toutes ces courbes de la maniére suivante.

Soit H V’extension abélienne partout non-ramifiée maximale de K = Q(y/—p),
Ok et Oy les anneaux d’entiers de K et H, Pk I'unique idéal maximal de Ok au-
dessus de p, et Py un idéal maximal de O au dessus de Pk . Puisque Px = Og+/—p
est un idéal principal de corps résiduel F,, cet idéal est totalement décomposé
dans Op, et le corps résiduel de Py est encore F,,. La théorie de la multiplication
complexe montre que la courbe elliptique C/Ok admet un modéle F sur H qui a
partout bonne réduction. On note Ej la fibre spéciale en Py du modéle de Néron
de E sur Oy. C’est donc une courbe elliptique sur F,,, munie d’une action de Ok.
La formule de Shimura-Tanyiama décrit 1'idéal engendré par son Frobenius 7y dans
Ok : c’est Ogmy = Pk, d’ou Pon déduit que 9 = p/—p pour une unité p € O.
Sip#3,0nadonc pu € {+1}. Si p =3, on peut aussi supposer que cette condition
est satisfaite — quitte & remplacer Ey par un twist convenable. On a alors, et dans
tous les cas, 3% = (—p)°.

La classe d’isogénie déterminée par le g-nombre de Weil (—p)? est donc celle de
Ey xp, Fp2a. L'autre classe d’isogénie, qui correspond au g-nombre de Weil —(—p)®,
est d’aprés la preuve du lemme 46 celle du noyau du morphisme trace

F 4a
»
RQSFPM (EU XIE‘p ]Fp4a) — E() X]Fp sza.
Sia=2"a’ avec 214’ et m > 0, on note que ce morphisme s’identifie &

F 2
p2mt
|:RGSHTP2M+1 (EO XF, Fp2m+2) — Ey XF, ]Fp2m+1 XFpngﬂ ]th.
Notant E,, 1 la courbe elliptique sur IFpgm+1 qui est le noyau du morphisme trace
ci-dessus entre crochet, on voit donc que les {E,,, m € N} recouvrent toutes les
classes d’isogénies ici considérées. Plus précisément :

Fact 50. Les deux classes d’isogénies de courbes elliptiques supersinguliéres sur IF,
ayant tous leurs endomorphismes définis sur Fy sont représentées par

Eo xp, Fg  pour m = (=p)* et Epy1 xp

p

F, pourn=—(—p)°

om—+1
ot q = p** et a = 2™a’ avec 2 1 a’'. Chacune de ces deuz classes fusionne avec la
classe d’isogénie ot m = q apres le changement de base quadratique Fq — 2.

2a+1

4.1.2. Le cas impair. Siq=p pour un entier a > 0, alors

me{xp*vp}, F=Q(/P), D =B, € g=2,

ol Boo, 00, €st le corps de quaternions ramifié en {oo1,002}. Avec les notations
ci-dessus, cette classe d’isogénie est représentée par la surface abélienne simple

ReSEZ2 (E1 XF 2 qu) = RGSEQ (E1) xg, Fy.

Cette surface abélienne n’est pas absolument simple : elle devient isogéne au carré
de E; XF Fg2 sur 'extension quadratique F,= de F,.
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4.2. Les courbes elliptiques. Si A est une courbe elliptique, alors

[D: F]Z[F:Q] =2
donc (1) D est un corps de quaternions sur F = Q, ou bien (2) D = F est une
extension quadratique de Q. Le premier cas a déja été traité ci-dessus : il n’existe
que pour g = p>?, et correspond aux deux classes d’isogénies de courbes elliptiques
supersinguliéres dont tous les endomorphismes sont définis sur k = IF,.

Dans le second cas, auquel on se restreint désormais, ’extension quadratique F
est forcément imaginaire, le cas d’une extension réelle étant exclu par la discussion
précédente. Si p est inerte ou ramifié dans F', une puissance convenable de 7 est
dans Q, donc A est une courbe elliptique supersinguliére, mais qui n’acquiert tous
ces endomorphismes qu’aprés une extension non-triviale du corps de base k. Si au
contraire p est décomposé dans F, alors F' ne se plonge pas dans B o, et A n’est
pas supersinguliére : on dit que la courbe elliptique A est ordinaire.

Considérons d’abord le cas supersingulier, ol p est inerte ou ramifié dans F.
Si v = 2a, alors 7 = pp® pour une racine de l'unité p # +1 dans F = Q(n),
donc F = Q(i) et u € {&i}, ou bien F = Q(p) et pu € {£p, £p?}. Si au contraire
v = 2a+1, il faut que p soit ramifié dans F puisque 7 y engendre un idéal de norme
q = p”. Donc (p) = P2 et (7) = P¥ pour l'unique idéal P de Or au-dessus de p,
qui doit étre principal puisque v est impair. Si F' # Q(i),Q(p), il faut donc que
F = Q(y/—p) avec m € {£p®/—p}. Il reste enfin les cas pathologiques : F' = Q(7)
avec p = 2, et F = Q(p) = Q(v/—3) avec p = 3 : ils sont décrits dans le tableau
suivant, qui liste toutes les classes d’isogénie de courbes elliptiques supersinguliéres
A dont anneau des endomorphismes End)(A) ~ F est commutatif, c’est-a-dire
strictement contenu dans End%(A) ~ B, . On y donne aussi 'entier r qui est le
degré de la plus petite extension &’ de k = F, telle que EndY,(A) ~ B, .

| q | F ] T [ ]
p**avecp=2oup=3mod4 | Qi) ip® 2
P> avec p=3 ou p = 2 mod 3 Q(p) pp®, p>p° 3
92a+1 QG) | 2°(i+1),2°ti—1) |4
T Qp) |30+, 3 (-1-p) |6
p*t! Q(v/~-p) p*/—p 2

Passant au cas ordinaire, notons 1 # Ps les idéaux premiers de Op au-dessus
de p. Si () = PP32 et ¢ = p”, on sait que

1% 1%
Vit =v et JEJEOdansQ/Z.
12 1%

Donc (vq,v2) = (v,0) ou (0,v). Inversement, soit F' un corps quadratique imagi-
naire o p est décomposé, P l'un des deux idéaux de O au-dessus de p, et v,(F)
Vordre de la classe de B dans Pic(Op). Alors pour tout entier v divsible par v, (F),
chaque générateur m de B” est un ¢ = p”-nombre de Weil qui correspond & une
classe d’isogénie de courbes elliptiques ordinaires sur k = F,. Pour F # Q(i), Q(p),
on obtient ainsi exactement deux classes d’isogénie associées & F. On en obtient
évidemment 4 pour F = Q(i) et 6 pour F' = Q(p).

4.3. Les surfaces abéliennes. Lorsque A est (simple) et de dimension 2, on a

4=[D:F)"?[F:Q].
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Le seul cas ou F' est totalement réel est celui de m = +p®,/p pour ¢ = p2etl qui
correspond & une surface abélienne simple sur F, qui devient isogéne au produit de
deux courbes elliptiques supersinguliéres de Frobenius 72 = p?**! sur F,2. On peut
donc supposer que F' est un corps CM, ce qui nous donne deux cas.

4.3.1. F est une extension quadratique imaginaire de Q et D est un corps de
quaternion sur F'. Puisque D ne peut étre ramifié qu’aux places de F qui divisent p
et que D est effectivement ramifié en un nombre strictement positif et pair de places
de F', on voit donc que (p) = P1-Pa est décomposé dans F, et Ram (D) = {P1, P2}
Si (m) = P7*P52, il faut alors que

ﬂEQEEGQ/Z avec v + vy =V

v v 2
donc v = 2a est pair, 1 = vy = a, et 7 = pp® pour une racine de 'unité p # +1
dans F' = Q(x). On trouve donc F = Q(¢) avec p = 1 mod 4 et 7 € {£ip®}, ou
bien F = Q(p) avec p = 1 mod 3, et 7 € {pp®, —p*p®} ou w € {p*p®, —pp®}. Dans
ces trois cas, la surface abélienne devient isogéne au produit de deux copies d’une
meéme courbe elliptique supersinguliére aprés une extension de degré 2 ou 3 du corps
de base k =TF,.

4.3.2. F = D est une extension CM de degré 4 de Q. Si (7) = (7), alors (72) = (q),
donc 72 = ugq pour une racine de I'unité dans F, et A devient isogéne au produit de
deux copies d’une méme courbe elliptique supersinguliére aprés une extension finie
du corps de base. Si (7) # (7), il y a au moins un idéal premier B | p de F tel que
B # B, donc au moins un idéal p | p du sous-corps totalement réel L = Q(7 + 7)
de F = Q(n) qui se décompose dans F, avec pOp =B -P. Il y a alors différents cas
selon la décomposition de p dans F'. Le cas le plus notable est celui ou la variété A
n’est pas ordinaire : cela arrive uniquement lorsque p est déployé dans L mais pas
totalement déployé dans F' (i.e. pOp, = p-p’ avec p’ inerte ou ramifié dans L). Dans
ce cas, Pextension F//Q n’est pas galoisienne, A est géométriquement simple, et son
groupe p-divisible a trois pentes : 0 et 1 avec multiplicité 1, et % avec multiplicité
2. Pour les détails, voir [5, Thm 3.6, 3.7].

4.4. Classe d’isogénie unique de la fibre spéciale d’une courbe de Shimura.
Soit A une surface abélienne sur k = F, munie de 'action ¢ : B < Endj(A) d’un
corps de quaternions B sur Q qui est indéfini (i.e. déployé a 'infini) mais ramifié
en p. Nous allons montrer que A devient isogéne au carré d’une courbe elliptique
supersinguliére sur k. C’est évidemment le cas si A est simple d’aprés la discussion
ci-dessus, puisque la non-commutativité de B implique celle de D = Endz(A). Le
méme argument implique que A X, k ne saurait étre le produit de deux courbes
elliptiques non-isogénes. Enfin si E est une extension quadratique imaginaire de Q
ol p est décomposé, il n’y a pas de plongement de B dans My(E), car B, ne se
plonge pas dans My(E,) ~ M(Q,) x M2(Q)). Il ne reste donc qu’une possibilité
pour A x; k : c’est le carré d’une courbe elliptique supersinguliére.

5. LA CATEGORIE Abg POUR F =T,

Soit F = F, une cloture algébrique de F,. On note (Z,C) I'ensemble réticulé
des sous-corps finis k de F, ordonné par Uinclusion. L’application k — [k : F,] est
donc une bijection croissante de (Z,C) sur Iensemble réticulé des entiers n > 1
ordonné par la relation de divisibilité. Puisque F = Ugczk, la théorie de la descente
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et les résultats de [6, IV.8] permettent de ramener I’étude de la catégorie (abélienne
semi-simple) des variétés abéliennes & isogénie prés sur F & celle des catégories
(abéliennes semi-simples) des variétés abéliennes & isogénie prés sur les sous-corps
finis k£ de F, c’est-a-dire essentiellement, & la théorie de Honda-Tate.

5.1. Les germes. Si (M, x) est un monoide (ou méme seulement un magma), on
note G(M) la limite inductive du foncteur (Z,C) — Ens qui envoit k sur M et
Iinclusion k& C k' sur 'application = — 2k Cest aussi le quotient de ’ensemble
des couples (z,k) avec x € M et k € Z pour la relation d’équivalence définie
par (x,k) ~ (2/,k') si et seulement si il existe k¥ € Z contenant k et k' tel que
a7k = /K] dans M. On dit des éléments de G(M) que ce sont les germes
d’éléments de M. Lorsque (M, X) est le monoide multiplicatif (R, x) d’un anneau
(R,4+, %), on note simplement G(R) = G(M). Si de plus R est une Q-algébre et
a € G(R), on note Q[o] la sous-algébre de R qui est intersection des sous-algébres
Q[z] engendrées dans R par les éléments = des représentants (x,k) de a. Si l'on
fixe un tel représentant, on a donc Qo] = N,>eQ[z"]. En particulier si R est de
dimension finie sur Q, Q[a] = Q[z"] pour tout n assez grand. Si enfin v est une
place de Q[a] au dessus de p, le nombre rationnel v(x)/v(|k|) est indépendant du
choix du représentant (z, k) de « tel que Q[a] = Q[z]. C’est la pente de « en v, que
l’on note A, ().

5.2. Le Frobenius. Soit maintenant A une variété abélienne sur F. Un modéle
de A sur un sous-corps fini k de F est une variété abélienne Ay sur & munie d’un
isomorphisme Ay X F ~ A. Puisque F = Ugezk, on sait que de tels modéles
existent sur les sous-corps finis suffisament gros k de F. De plus, si A; et Ay sont
des modéles de A définis respectivement sur des sous-corps finis k1 et ko de F, il
existe un sous-corps fini k de F contenant ky et ko au-dessus duquel les modéles
Aj Xp, k et Ag Xy, k sont isomorphes. Si 1 et 72 sont les images dans Endr(A) des
Frobenius w4, € Endg, (41) et w4, € Endy,(As2), on a donc ng:kl] = ng:k'?], ce qui
signifie encore que (7, k1) et (mg, ko) définissent le méme germe dans G(Endg(A)).

Definition 51. Le Frobenius de A est le germe ainsi défini :

74 = 1, k1] € G (Endr(A)) C G (Endp(A)).
Remark 52. Si a : A — B est un morphisme de variétés abéliennes sur F, alors
aomy = mp o . De méme, si T est une involution de Rosati sur Endj(A), alors
7wl oma = [p] dans G (End2(A)), ou [p] est le germe réprésenté par (|k|,k) pour
tout £ € Z. On laisse au lecteur le soin de préciser le sens de ces deux assertions.

Proposition 53. Pour toute place v | p de Q[r4] C End2(A), le groupe v-divisible
Afv™] de A est isocline de pente \,(ma) € QN [0, 1].

Démonstration. Cela résulte immédiatement de ***. O

5.3. Les morphismes. Soient A; et Ay des variétés abéliennes sur F, A; et Agj,
des modéles de ces variétés sur un sous-corps fini k de F, Z(k) ’ensemble cofinal
dans Z des extensions finies de k dans F. Pour k&’ € Z(k), on note Ay jr = A1 Xi K’
et Ao i = As i, Xi k' les modéles sur k' déduit de A; et Aoy .

Lemma 54. Pour k' € Z(k) et k' C k" CF, le morphisme de changement de base
aﬁi/ . HOIIlk/ (AL]C/,AQ’;C/) — Homku (AL]C//,AQ’]C”)

est injectif et son conoyau est sans torsion, nul si k' est suffisament gros.
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Démonstration. La démonstration de la trivialité du noyau et de la torsion du
conoyau est élementaire. D’autre part, il résulte de [6, Théoréme 8.8.2] que les
morphismes de changement de base o, induisent un isomorphisme

thomk/ (Al,k’yA2,k’) — HOHl]F (Al, Ag)

Puisque le second de ces deux groupes est un Z-module de type fini d’aprés ***, on
en déduit que ai, est un isomorphisme pour tout &’ suffisament gros. ([l

Proposition 55. La sous-algébre F' = Q[n4] est le centre de D = End(A). Si A
est simple, D est un corps gauche de centre F' et pour toute place v de F,
0 81 v { poo
inv,D = % st v est réelle dans Q/Z.
Ao(ma) - [Fo: Qp] siv]p

Démonstration. Le lemme précédent nous raméne immédiatement au cas des corps
fini, c’est-a-dire aux propositions 41 et 42. (I

5.4. Les groupes (-divisibles. Pour tout nombre premier ¢, on vérifie facilement
que le morphisme de changement de base

o - Homy (Ay g [0%°], Ag g [0%°]) = Homypr (Ay o [£%°], Ag o [€))
est encore injectif avec un conoyau sans torsion, mais le conoyau de
o, - Homys (Ay o [0%°], Ag o [€°°]) — Homp (A [€°°], A2[¢>°])

peut étre non-nul pour tout k' € Z(k) : §’il est encore vrai que pour tout n > 1,

hgk/Homk/ (A1 g [€"], Ao 1 [€"]) = Homp (A1[€"], A2[C"])
d’aprés [6, Théoréme 8.8.2], ces limites ne commutent généralement pas a celles de

@nHomF (A1[€"], A3[€"]) = Homp (A1[€°°], A2[€%°]) .
On peut cependant décrire I'image
Hom¥ (A, 6], A2[¢>°]) € Homg (A,[£>°), A5[¢>])
du morphisme injectif de Zs-module
liquz(a],z,) : li_n;k/Homk/ (A1 1 [£°], A2 1 [€=°]) — Homp (A1[£7°], A2[€>]) .
Tout d’abord, les isomorphismes du théoréme de Tate
pe  Homys (A g, Ao i) @ Zg —=5 Homy (Aq g [0°°], Az 1/ [€°°])

donnent par passage 4 la limite un isomorphisme

pe : Homp (Ay, Ap) @ Zy — Hom§'? (A;[0%°], A[¢>]) .
En particulier, pour tout k' € Z(k) tel que

aﬂ,:, s Homy (A1 5, Ao i) @ Zy —=5 Homp (A1,A2) @ Zy
on a aussi pour les groupes ¢-divisibles

ol s Homys (A g [0°], Ag i [0%°]) =5 Hom$Y (A1[£%], Ag[¢]) .

Pour k' € Z(k) et i € {1,2}, on note m; )y = o, (74, ) I'image du Frobenius.

Lemma 56. Pour tout morphisme f € Homp (A1[0°°], A2[€>°]), les conditions suiv-
antes sont équivalentes :
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(1) Il existe k' € Z(k) tel que fom g = mop o f,

(2) Pour tout k' € Z(k) suffisament gros, f omi p = ma o f,
(3) f appartient 4 Hom%'9 (A, [0°], A5[0>]),

(4) f appartient & pe (Homy (A1, A23) ®@ Zy).

Démonstration. 1’équivalence de (3) et (4) est démontrée ci-dessus, celle de (1) et
(2) est immédiate, de méme que U'implication (3) = (1). Il reste & démontrer que
(1) = (3), supposons donc que f o7y g = Mg © f pour un corps fini ¥’ € Z(k), et
montrons qu’alors f = ak,(f1) pour un morphisme fi : Ay [(>°] = Az 1 [(>°]. On
peut supposer que k' = k. Si £ # p, il s’agit de vérifier que le morphisme induit par
f sur les modules de Tate commute a I'action de Gal(IF/k), ce qui résulte facilement
de I'hypothése. Si ¢ = p, on note D; = D(A4; 1) le module de Dieudonné de A, i, un
W (k)-module libre avec un Frobenius F; et un Verschiebung V;. Le morphisme de
groupes p-divisibles f : A1 [p*>°] = A2[p*°] induit un morphisme W (F)-linéaire

D(f) : D2 @w (k) W(F) = D1 Qw ) W(F)
qui commute avec les Frobenius et les Verschiebung respectifs, i.e.

D(f)o(F2®0) = (F1®0)oD(f)
D(f)o(Va®o™) = (i@o™")oD(f)

ol o est le Frobenius arithmétique de W (IF). Notre hypothése implique aussi que

D(f) o (FQV“F”] ® Id) = (F{’“FP] ® Id) o D(f).

[k:Fp)

On en déduit que D(f) commute aussi & Id ® o , puisque

(A 2 1d) [D(f) 0 (Ta @ o) — (Td@ o™1) o ()]

=D(f) o (B ® o)* — (F @ o)*F o D(f) = 0

avec Fl[k:[m ® Id injectif. Mais alors D(f) provient par extension des scalaires de

W (k) a W(F) d’un morphisme D(f1) : Dy — Dy, pour un morphisme de groupes
p-divisibles f1 : A1 x[p™°] — A2 £[p™] tel que oz]g(fl) = f. O

Example 57. Si E est une courbe elliptique ordinaire sur F et £ # p,

Endg(E) ® Z; ~ End%? (E[(*°]) C Endg (E[(™®]) ~ M(Z,).
5.5. Les classes d’isogénie de variétés abéliennes simples. Pour k C k&’ dans
Z, Papplication z — z*** de Z envoie W(k) sur W(k'). On pose

W(F) = limesW(k) € G (Z) € G (Q).
Ce sont les germes de [p]-nombres de Weil (de poids —1). L’action de Gal (Q/Q)
sur chacun des W(k) induit une action de Gal (Q/Q) sur W(F) et
limyezGal (Q/Q) \W(k) ~ Gal (Q/Q) \W/(F).

Si A est une variété abélienne simple sur F, si Ay est un modéle de A sur k € Z,
et si m est un élément de W(k) qui est conjugué au Frobenius de A, 'image de 7
dans Gal (Q/Q) \W(F) ne dépend que de la classe d’isogénie de A sur F. En effet,
si A" est isogéne & A, si A}, est un modeéle de A sur k' € Z, et si 7’ est un élément
de W(K') qui est conjugué au Frobenius de Aj,, il existe d’aprés le lemme 54 une
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extension finie k” de k et k' telle que les variétés abéliennes Ay Xy k" et A}, Xy k"
. R . . , . .7, ..
sont isogénes sur k”. Leurs Frobenius sont donc conjugués, i.e. ¥ = 7/[F":K]

dans Gal (Q/Q) \W(k"). On obtient ainsi une application bien définie
w : S(F) — Gal (Q/Q) \W(F)

ot l'on rappelle que S(IF) est ’'ensemble des classes d’isogénie de variétés abéliennes
simples sur I, ou encore ’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets simples
dans la catégorie abélienne semi-simple Abj.

Proposition 58. L’application w : S(F) — Gal (Q/Q) \W(F) est bijective.

Démonstration. La surjectivité résulte du théoréeme 44 (de Honda). Pour l'injec-
tivité, considérons deux variétés abéliennes A; et Ao simples sur F telles que
w(A;) = w(A) dans Gal (Q/Q) \W(F). Soient A ) et Az des modeles de Ay
et Ao deéfinis sur k € Z, et soient 71 et mo des éléments de W(k) conjugués au
Frobenius de ces modeéles. Puisque w(A;) = w(Asz), il existe k' € Z(k) tel que
ng/:k] et wék/:k] sont conjugués dans W(k'). Mais alors Ay X k" et Ag g X k/ sont
isogenes sur k' d’aprés le théoréme de Tate, donc A; et Ay sont isogénes sur F. I

5.6. Une autre description de W(F). On considére les couples (F,()\,)) qui
sont formés d’un corps de nombres ' C Q et de la donnée, pour chaque place
v | p de F, d’'une pente A, € QN [0,1]. On note C(F) ceux de ces couples pour
lesquels (1) F = Q et A\, = %, ou bien (2) F est un corps CM et Ayx + A, = 1
pour tout v | p, ot * est 'involution canonique de F. Le groupe Gal (@/Q) agit
sur C(IF) par o - (F, (\y)) = (0 F, (A;-1,)). Nous allons ici décrire deux applications

Gal(Q/Q)-équivariantes
c: W(F) = C(F) et w:C(F)— W(F)

telles que @ o ¢ = Idyy(r).

Pour m € W(FF), on pose ¢(m) = (F, (\y)) ou F = Q[n] et A, = A, (). Choisissons
un représentant (mx, k) de m € W(F) avec k € Z, m, € W(k), et F = Q[mx]. Soit
* 'unique involution de de F' telle que n; = |k| /@y, cf. ***. Si » = Id, alors
T, = £4/]k[, donc F = Q[r2] = Q et \, = 1. Sinon, F est un corps CM dont *
est I'involution canonique. Puisque A, = v(my)/v(|k|) par définition de A, (), on a
bien A, € QN [0,1] et Ay + Apx = 1 pour tout v | p, donc ¢(w) € C(F). On vérifie
facilement que I’application c ainsi définie est Gal(Q/Q)-équivariante.

Dans I'autre sens, on définit d’abord w(Q, %) comme le germe qui correspond &
la classe d’isogénie des courbes elliptiques supersinguliéres, c’est-a-dire celui qui est
représenté par (\k|1/2 ,k) pour tout k € Z. Soit ensuite (F, (\,)) # (Q, 3) un autre
élément de C(F). On note * 'involution canonique de F, Fy le sous-corps totalement
réel de F fixé par *, 3, I'idéal maximal de Op qui correspond & v | p, et e, U'indice
de ramification de F, sur Q,, de sorte que (p) = [[,, B5*. On note également

(1) a > 1 le plus petit dénominateur commun des e, A, pour v | p,

2) b > 1 l’ordre de l'idéal I = Hv‘p paevre dans Pic(Or),

(2)
(3) ¢ > 1lindice de O, dans Of, et
(4) 2abc.

k € T le corps de cardinal ¢ = p
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Par construction, I - I* = (p®) et I® = (x) pour un z dans O, donc zz* = up®
pour une unité v dans O}X;O. Alors 7, = u~ 22 est un p*>**-nombre de Weil puisque

7, € Op et m,mk = p?? et \, = v(m,)/v(p**®) pour tout v | p puisque
(ﬂ'm) —_ I2b — Hv‘pmiabe“)\l, et (anb) _ Hv‘p&pgabev.

Si I® = (y), alors y = vz pour une unité v de Op, donc 7, = T et T, = T
puisque v°¢ € O;ﬂ. Donc 7, = 75 est un g-nombre de Weil qui est indépendant du
choix du générateur = de I°. On note w(F, ()\,)) la classe de (74, k) dans W(F).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que Papplication @ : C(F) — W(F) ainsi
définie est Gal(Q/Q)-equivariante. Par ailleurs, avec les notations précédentes, il est
clair que co w(F, (Ay)) = (F,(A\y)) si et seulement si F' = Q[n}] pour tout n > 1.
Inversement, supposons que (F, (\,)) = ¢(@) pour un germe w € W(F) représenté
par (wy, k') avec k' € I, wyr € W(K') et F = Q[wy]. Alors

(Wk/) = Hv‘p;’BLk’;Fp]ev)\u puisque (‘kll) _ Hv‘p‘pgfc/:ﬁp]ev

donc [k’ : F,] = abd pour un entier d > 1, puis (i) = I* = (29) et donc
wi, = vrd pour une unité v € Ox qui est un l-nombre de Weil, c’est-a-dire une
racine de l'unité. On en déduit immeédiatement que w(F, (\,)) = w, i.e. woc = Id.

5.7. Les variétés abéliennes ordinaires. Une variété abélienne A sur un corps
de caractéristique p est dite ordinaire si et seulement si toutes les pentes de son poly-
gone de Newton sont entiéres, i.e. égales 4 0 ou 1. C’est donc une notion géométrique,
qui se lit sur le groupe p-divisible de A, et qui est stable par isogénie. De plus, si
A ~ ] A; alors A est ordinaire si et seulement si tous les A; le sont.

Soit A une variété abélienne simple sur F, 74 son Frobenius, F' = Q[r 4] le centre
de D = Endp(A), + involution canonique de F, et A\, = A\,(A) pour toute place
v | pde F. Alors A est ordinaire si et seulement si A, € {0,1} pour tout v | p. Dans
ce cas, inv, (D) = 0 pour toute place finie v de F', donc D = F est un corps CM et
2dim A = [F': Q]. De plus, v # v* pour tout v | p puisque A\, + Ayx = 1.

Inversement : soit ' C Q un corps CM, Fy le sous-corps totalement réel de F' qui
est fixé par 'involution canonique * de F. Supposons que toutes les places vg | p de
Fy sont décomposés dans F. Choisissons dans 1’ensemble des places v | p de F' un
systéme de représentants )V des orbites de F', et définissons A\, = 1sive Vet A, =0
sinon. Alors @w(F, (\y)) € W(F) est un germe ordinaire, i.e. la classe d’isogénie de
variétés abéliennes simples qui est déterminée par ce germe est ordinaire.

5.8. Les variétés abéliennes supersinguliéres. Une variété abélienne A sur un
corps de caractéristique p est dite supersinguliére si et seulement son polygone de
Newton est isocline, i.e. de pente % C’est donc & nouveau une notion géométrique,
qui se lit sur le groupe p-divisible de A, et qui est stable par isogénie. Si A ~ [] A,
alors A est supersinguliére si et seulement si tous les A; le sont, mais on a maintenant
beaucoup mieux.

Theorem. [10] Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps k de
caractéristique p. Alors A est supersinguliére si et seulement si A Xy k est isogéne a
E9, ou k est une cloture algébrique de k et E une courbe elliptique supersinguliére.

Démonstration. Le lemme 4.5 de [10] rameéne la démonstration de ce théoréme au
cas des corps finis, qui résulte facilement de la théorie de Honda-Tate. Soit en effet
A une variété abélienne simple sur F, w4 son Frobenius, F' = Q[r4] et (7g, k) un
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représentant de w4 avec k € T et F = Q[mg]. Alors A est supersinguliére si et
seulement si A,(ma) = v(my)/v(|k|) = & pour tout v | p. Dans ce cas, Opmy =
Or |k|, donc 2 = u |k| pour une unité u de O qui est aussi un 1-nombre de Weil,
c’est-a-dire une racine de I'unité. Mais alors 72" = |k|" pour n > 0, donc F = Q,
Ap = %, et A est une courbe elliptique supersinguliére. O

5.9. La conjecture de Manin. Puisque toute variété abélienne A admet une
polarisation, elle est en particulier isogéne & son dual A'. Si A est une variété
abélienne sur un corps parfait k de caractéristique p, les modules de Dieudonné de
A et A! sont donc isogénes. En particulier, ils ont le méme polygone de Newton.
Puisque la dualité échange les pentes p et 1 — u, on en déduit que ce polygone est
symétrique. Inversement, Manin a conjecturé dans [7] que tout polygone de Newton
symétrique provenait d’une variété abélienne. La théorie de Honda-Tate fournit une
démonstration trés élémentaire de cette conjecture.

On sait déja comment obtenir les segments de pentes % : avec des courbes el-
liptiques supersinguliéres. Pour le reste, il suffit de construire, pour tout couple
d’entier (r,s) # (0,0) avec r < s et pged(r,s) = 1, une variété abélienne simple

A sur F, de dimension r + s et de pentes {Tis, Tis}. On peut imposer au centre
de D = Endp(A) d’étre une extension quadratique imaginaire donnée F de Q, a
condition que p soit décomposé dans F' (puisqu’il nous faut deux pentes). Il suffit

alors de choisir A dans la classe d’isogénie qui est déterminée par w(F, (A,)) ou
osolat={ b= () 019},

Puisque pged(r,s) = 1, on a bien r + s = [D : F]'/? = dim(A).
On peut aussi se donner un nombre de Weil 7 qui a les bonnes pentes, en spéci-
fiant son polyndme minimal P. Soit par exemple 7 une racine de

P=X?1+p'X +p" cZ[X].

r s
r+s'r+s

Alors 7 est un p""*-nombre de Weil qui engendre une extension quadratique imag-
inaire F' = Q[n] de Q. Le polygone de Newton du polynéme P € Z,[X] a pour
pentes 7 et s > 7, donc p est décomposé dans F' et

(i) - {5 )

On conclut comme ci-dessus que toute variété abélienne A sur Fj-+s de Frobenius
conjugué & 7 est de dimension r + s, avec les pentes recherchées.

Deuxiéme partie 2. Les relévements CM
6. LE THEOREME DE ZINK

6.1. Enoncé.
6.2. Construction d’un corps CM.

6.2.1. Préliminaires. Soit (B,*) une Q-algébre semi-simple & involution positive.
On note £ = £(B,*) 'ensemble des sous-algébres de B qui sont commutatives et
stables sous . Tout élément E de £ est une Q-algébre commutative de dimension
finie qui admet une involution positive, c’est donc un produit de corps totalement
réels et de corps CM. On note EM I’ensemble des éléments de £ qui sont des
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Q-algebres CM, i.e. ceux qui n’ont aucune composante totalement réelle. On note
Emaz # 0 ensemble des élements maximaux de &, et ESM = €M A g, .. Pour
tout E € &, le commutant E’ de F dans B est encore stable sous x. Si x appartient
a l'un des sous-espaces propres E'. de x agissant sur E’, Palgébre E(z) engendré
par E et x dans B est commutative et stable sous x, donc E(z) € £. Si E € Enan,
on a donc E(xz) = E pour tout x € E,, donc E' = E', ®E’ C E, et ' = E est
une sous-algébre commutative maximale de B. Si (B, *) = [[(B;, *;), I’application

[[eBi,*) = &B,%)  (E)-]]E:
n’est en général pas surjective, mais elle induit des bijections
H gmaa:(Bia *71) = 5ma:c (B7 *) et H gm(“, B?a*z 55% (B *)

Supposons donc que (B,x) est simple de centre F. Si 'involution est de seconde
espéce, F' est un corps CM qui est contenu dans chaque élément de &4, donc
Emazr = ESM +£ (). Examinons les autres cas, ot F' est totalement réel :

Cl. (B,x) ~ (Endp(V),x,) avec 0 # (V,p) € Qs (F). Si E € ESM  alors E =
[1 E; ou chacun des E; est une extension CM de F, donc

dimpV = [E: F] =) [E; : F] = 0 mod 2.

Inversement, supposons que 2 | dimg V et écomposons arbitrairement (V,¢) en
somme directe orthogonale de F-plans : (V,¢) = L(V;, ¢;) ot dimpg V; = 2. On sait
alors que (V;, ;) est le F-espace quadratique sous-jacent d’une F;-droite hermi-
tienne (W;, ;) (essentiellement unique), ott E; = F(1/d;) est Pextension quadra-
tique de F déterminée par le discriminant 6; € F*/(F*)? de (V;, ;). Puisque
(Vi, i) >0, §; < 0 et E; est une extension CM de F. De plus, E; C Endgr(V;) est
stable sous Iinvolution *,,, donc E = [ E; appartient & 52 . On a ainsi démontré

max -
que ESM £ () si et seulement si 2 | dimp V.

C2. (B,*) ~ (Endp(V),*,) avec 0 # (V,¢) € As (D) pour un corps de quaternion
totalement indéfini D sur F. Décomposons arbitrairement (V,¢) = L(V;, ;) en
somme directe orthogonale de D-droites. Alors (V;, ;) ~ (D, Zd;y) avec d; € D*,
tr(d;) = 0 et nr(d;) > 0. Donc E; = F(d;) C D = Endp(V;) est une extension CM
de F' qui est stable sous x,, , et £ = [[ E; appartient & ECM L ().

max

C3. (B,*) ~ (Endp(V), *,) avec 0 # (V, ) € Qs (D) pour un corps de quaternion
totalement défini D sur F. Si F € &gy, alors E =[] E; ou chacun des E; est une
extension de F' qui décompose D et n’admet donc pas de plongement réel. Par
conséquent ESM = &, # 0.

6.2.2. Multiplication complexe. Soient (A, \) une variété abélienne polarisée sur k,
(C,%) = (End"A, %) Palgebre a involution qui s’en déduit, (B,*) C (C,*) une
sous-algébre semi-simple stable, et (B’,x) C (C,*) le commutant de B dans C, i.e.
B’ = End%(A), muni de linvolution positive induite par celle de C. On note £ =

E(B', ), et I'on cherche 4 déterminer les conditions qui garantissent que ESM £ ().

Example 59. Donnons d’abord quelques contre-exemples.

(1) Soit A une courbe elliptique supersinguliére sur k = Fj2n. Alors C est le
corps de quaternion sur Q tel que Ram(C) = {p,00}. Si B = C, on a
B’ =Q et & = {Q} ne contient pas de Q-algébre CM.
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(2) Soient A = Ay x A_ le produit de deux courbes elliptiques supersinguliéres
non-isogénes sur k = Fp2n. Alors C = D x D ou D est le corps de quaternion
sur Q décrit précédemment. Si B = D plongé diagonalement, alors B’ =
Q x Q avec linvolution triviale, et Emar = {Q x Q} ne contient pas de
Q-algebre CM. Mais si I’on passe & une extension quadratique k' de k sans
changer B, les deux courbes deviennent isogenes, C' s’agrandit en Ms(D), et
B’ en M>5(Q), dans lequel on peut plonger toutes les Q-algébres semi-simples
de dimension 2, et en particulier fous les corps quadratiques imaginaires.

(3) Soit A une surface elliptique supersinguliére sur k = Fp» avec n impair.
Alors C est le corps de quaternion sur Q(,/p) tel que Ram(C') = {001, 002}.
Soit B une algébre de quaternion sur Q telle que B ® Q(\/p) ~ C, et
(B, ) C (C,*) le plongement déduit du choix d’un tel isomorphisme. Alors
B' = Q(\/p), et Emar = {Q(\/P)} ne contient pas de Q-algebre CM. Mais
si 'on passe & une extension quadratique k' de k sans changer B, A se
décompose en produit de deux courbes elliptiques isogénes, C' s’agrandit en
M5(D) ot D est maintenant le corps de quaternion sur Q décrit en (1), et
B’ devient ’algebre de quaternion telle que B® D ~ Ms(B’), qui & nouveau

contient de nombreux corps CM.

Revenons maintenant & notre question de départ, en supposant pour commencer
que B est simple de centre F. Puisque tout élément de &4, contient F', on peut
tout de suite supposer que F est un corps totalement réel, donc B ~ M;(By) avec
(Cl) By = F, ou (C2) By est un corps de quaternion totalement indéfini sur F', ou
(C3) By est un corps de quaternion totalement défini sur F.

Décomposons (C,*) = [[(C;,*;) en composantes simples, ce qui revient & dé-
composer A ~ [][ A; en composantes isotypiques, i.e. 4; ~ Afjo ou les A; o sont
des variétés abéliennes simples sur k£ qui sont deux & deux non-isogénes. On a donc
C; ~ M., (C; ) out Ci g = End)(Ai o), et (B, %) = [[(B},*;) ou B, est le commutant
de I'image de B dans C;. En particulier,

Emaa(B',) #0 == Vi:  ELu(Blx) # 0.
Si le centre F; = Z(C;) = Z(Ci ) est un corps CM, ESM (B)) = Epmax(BL) # 0. Si

en revanche F; est un corps totalement réel, la classification des variétés abéliennes
simples sur k = F,» impose de sévéres restrictions :
— Sin = 0mod 2, A; est une courbe elliptique supersinguliére, et C; est le
corps de quaternion C; sur F; = Q tel que Ram(C;) = {p, oo},
- Sin =1mod2, A;( est une surface elliptique supersinguliére, et C; o est le
corps de quaternion Cs sur F; = Q(,/p) tel que Ram(C3) = {oo1, 002}

Le cas pair. Supposons d’abord que n = 0 mod 2. Alors
B ® C{PP ~ My, (By ® C1) ~ Mye,q,(D;) ou By ® Cy ~ My, (D;)
pour un corps D; de centre F. Si C; o~ (D***)¢ comme B ® C?PP-module,
B} = Endpgcen (Ci) = M, (D;).

Dans les cas (C1) et (C2) pour By, on vérifie facilement que D; est un corps de
quaternion totalement défini sur F', donc ESM(B!) = E42(BL) # 0. Dans le cas

(C3) pour By, il convient de distinguer encore deux situations. Si By n’est pas
isomorphe & C; ® F', D; est un corps de quaternion totalement indéfini sur F,
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et l'on sait & nouveau qu’alors &, (B)) # 0. Si en revanche By est isomorphe a
Cy® F,alors d; =4, D; ~ F et ESM(B!) # 0 si et seulement si 2 | e;. Puisque

4612 = [Cz : Q] = 4bCi6i [F : Q]

on voit que 2 | e; si et seulement si 2b[F : Q] divise ¢; = dim A;.

Supposons donc que B ~ M,(C; ® F), et soit I = {i : C; o ~ C;} l'ensemble
des indices problématiques, i.e. ceux qui correspondent & des classes d’isogénies
de courbes elliptiques supersinguliéres A, o (donc |I| = 0,1 ou 2). Pour i ¢ I, on
vient de voir que ESM (B!, ;) # 0. Choisissons donc E; € ESM (B!, %;), et fixons
également E € &,,4.(B). Alors EQp E; est une sous-algébre commutative maximale
de C; = EndO(Ai) d’aprés *** donc [F ®p E; : Q] = 2dim A4; d’aprés ***. Mais
[E®rE; : QQ = [E : QE; : Fl avec [E : Q] = 2b[F : Q et 2 | [E; : F]
(puisque E; est une Q-algebre CM), donc 2b[F : Q] divise dim A;. Si 'on sait
donc & priori que 2b[F : Q] divise dim A, alors 2b[F : Q] divise aussi ) ;. ¢;. Si
|[I| = 0 ou 1, on a donc bien ESM(B’) # . Si en revanche I = {iy,is}, comme
dans le contre-exemple *** ci-dessus, ESM (B’) # (). Mais en passant & 1’extension
quadratique k' = Fp2n de k = Fpn, les deux courbes elliptiques A;, o et Aj, 0
deviennent isogénes, et aparaissent dans A xj k' avec une multiplicité ¢ = ¢;, + ¢;,
que divise 2b[F : Q]. Pour le commutant B” > B’ de B dans End}, (A x; k'), on a
donc bien ESM(B”) #£ 0.

max

Le cas impair. Supposons maintenant que n = 0 mod 2, et concentrons nous 3
nouveau sur un indice ¢ (il y en a maintenant au plus un) pour lequel A4;¢ est
une surface elliptique supersinguliére, et Cjo ~ Cy sur F; = Q(/p). Pour les
applications que ’on a en vu, ou B et F' sont non ramifiés en p, on peut supposer
que /p ¢ F. On a alors

B® Clom) ~ Z\/[bci (Bo X Cz) ~ Mbcidl (Dz) ol By®Cy~ Mdi (Dl)

pour un corps D; de centre F' = F(\/p). Si C; = (D!“) comme B ® C{*"-
module, alors

B) = End o (C) = M., (D).

Comme précédement, le seul cas qui pose probléme est celui o D; = F' (ou d; = 4),
c’est & dire lorsque By ®p F' ~ Cs ®Q(/p) F'. Puisque

8612 — [Cz . (@] = 8bciei[F : Q]

on voit que ESM (B!) # () si et seulement si 2b[F : Q] divise ¢;. Si I’on sait & priori
que 2b[F : Q] divise dim A, le méme argument que ci-dessus montre seulement
que 2b[F : Q] divise dim A; = 2¢;, et ’on peut rencontre des cas d’égalité, comme
dans le contre-exemple *** ci-dessus. Mais en passant & I'extension quadratique
k' = Fpen de k = Fpn, la variété abélienne A; devient isogéne au produit de 2¢;
copies d’une meme courbe elliptique supersinguliére, donc ESM (B”) # () pour le
commutant B” O B’ de B dans End), (A x; k).

Nous avons donc démontré le résultat suivant...

6.2.3. Preuve.
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6.3. Construction d’un type CM.
Proposition 60. Il existe un type CM @[] ®. = Homg(E, Q) tel que
Yw, p [Py =dim Afw] et [P, =n,.
Soit H = Homg—ay(E, Q). On note H,, , I'ensemble des éléments E — Q de H
qui induisent la place w de E et le plongement p de F. Cet ensemble est non-vide si

et seulement si w et p induisent la méme place v de F, et alors [H,, ,| = [Ew : Fyl.
Soit Z I’ensemble de ces indices (w,p). Pour tout type CM ® C H vérifiant les

conditions de I’énoncé, les entiers n., , = |® N Hy,,| vérifient donc les relations
suivantes : pour (w, p) € Z sur v,
Naw,p + Nw,p P = Ew E; § Nw,p = dlIl’lA § Naw,p = Np-
plv wlv

Inversement, supposons donné une telle collection d’entiers. Choisissons dans 7
un ensemble J de représentants des orbites de linvolution (w,p) — (w,p), et
choisissons également pour chaque (w, p) dans J un sous-ensemble ®,, , de H,
tel que |Py 5| = Ny p. Pour (w,p) € T —TJ, on pose @y, = Huyp — Pwp 0 ¢, de
sorte qu’a nouveau |®y, ,| = 1y . Alors @ = [[; @, est un type CM qui vérifie
évidemment les conditions de ’énoncé.

Il reste & construire une solution du systéme d’équation ***. Soit M,, le module
de Dieudonné de A[w]. C’est un W (k)-module libre de rang 2 dim A[w] = [E,, : Q]
sur lequel Of ,, agit. Quitte & élargir k, on peut découper M,, en sous-espaces
caractéristiques pour la restriction de cette action & Op,, : M, = DploMuy,p ot

My,={me MyVr € Op,: x-m=p(x) m}.

On a alors F': My, , <+ My, : V. On en déduit facilement que chacun des M, ,
est libre de rang [E,, : F,] sur W(k), et d’autre part que

]V[w/VMw == @p\u]\/[w,p/VMw’UP'

On pose ny,, = dimy My, ,/V My 6p. On a donc par construction

anp—dlmk]w J/V M, = dim A[w anp—np

plv wlv
D’autre part la dualité entre A[w] et A[w] induit un accouplement parfait
(s ) : My x Mg — W (k)
tel que Y(Fx, Fy) = po(x,y). On en déduit un accouplement parfait induit
oyt M X Mg — W (k).
Puisque o¢p(Vz,y) = ¢ (x, Fy), on obtient encore un accouplement parfait
(3 Vawp s Mup/V My gp X p~ 'V Mg o5/ M 5 — k
d’ou on tire 1mmed1atement que Ny, +nw s = [Ey 1 Fy], ce qu’il fallait démontrer.

6.4. Conclusion.

7. SUITE

[Pour la suite, il faut savoir ce que 1’on veut faire, et il faut avoir des notations
stabilisés pour le probléme de module...]



=

POINTS DES VARIETES DE SHIMURA SUR LES CORPS FINIS 34

REFERENCES

Deligne, Conjecture de Weil.

de Jong, A. J. Homomorphisms of Barsotti-Tate groups and crystals in positive characteristic.
Invent. Math. 134 (1998), no. 2, 301-333.

Faltings

Honda, ***, J. Math. Soc. Japan 20, 1968.

Gonzalez, On the $p$p-rank of an abelian variety and its endomorphism algebra.
Grothendieck, EGA IV

Manin, the theory of Commutative Formal Groups

J.S. Milne et W.C. Waterhouse, Abelian Varieties over Finite Fields.

D. Mumford, Abelian Varieties.

Qort, 1974

J. Tate, Endomorphisms of Abelian Varieties over Finite Fields, Inventiones n°2.
J. Tate, *** Séminaire Bourbaki n°352, 1968-1969.



