
1. Première partie

(1) Soit E une extension quadratique imaginaire et {1, ?} = Gal(E/Q). On
note D < 0 le discriminant de E et η ∈ E une racine carré de D.

(a) Décrire les classes d'isomorphismes de

(V, ψ) ∈ HQ(E, ?,−1) avec dimE V = 2.

(2) On �xe (V, ψ) ∈ HQ(E, ?,−1) avec dimE(V ) = 2, on note G = GU(V, ψ)
le Q-groupe des similitudes symplectiques de (V, ψ), ν : G → Gm le rapport
de similitude, et G1 = U(V, ψ) le noyau de ν.

(a) Décrire l'ensemble

X = X (V, ψ) =
{
I ∈ G1(R) : I2 = −1 et ψR,I > 0

}
.

(b) Calculer le polynôme caractéristique (pour I ∈ X )

P (X) = detC(X − ηId|VR,I).

(c) Décrire le corps ré�exe E(X ) = E(V, ψ) de X .

(3) On �xe un sous-groupe ouvert compact K de G(Af ).

(a) Décrire soigneusement le foncteur

MK : (SchLn/E(X ))
0 → Ens

qui est associé à (E, ?, V, ψ,K).

(b) Véri�er que

MK(C) = G(Q)+\ (G(Af )/K ×X )

où G(Q)+ = {g ∈ G(Q)|ν(g) > 0}.
(c) Quelle est la dimension de M ?

2. Deuxième partie

Soit B un corps de quaternion sur Q qui contient E, ? l'involution canonique de
B. On �xe également un élément j de B tel que j? = −j, B = E ⊕Ej, et ej = je?

pour tout e ∈ E. On suppose que B est indé�nie, c'est-à-dire que B ⊗R =M2(R).
Il revient au même de demander que j2 > 0. On note tr(x) = x+x? et nr(x) = xx?

la trace et la norme réduite de B/Q.

(1) Véri�er que (V, ψ) ∈ HQ(E, ?,−1) où V = B et

∀x, y ∈ V : ψ(x, y) = tr(ηxy?).

(2) On fait agir E××B× sur V par (e, b)(x) = exb−1. Véri�er que l'on obtient
ainsi un isomorphisme de schémas en groupes(

E× ×B×) /∆ ' G = GU(V, ψ)

où ∆ ' Gm,Q est la diagonale dans E× ×B×.

(3) Décrire grace à cet isomorphisme

(a) le rapport de similitude ν : G → Gm,Q,

(b) son noyau G1 = U(V, ψ),

(c) le déterminant det : G1 → U(1),
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(d) les éléments de X ⊂ G(R).

(4) Les Q-tores maximaux de G sont de la forme T = E××L×/∆, pour L ⊂ B
une extension quadratique de Q. Montrer que X ∩T(R) est non-vide si et
seulement si L est imaginaire, et montrer qu'alors X∩T(R) est un singleton.

(5) On suppose que L est imaginaire, on note {IL} = X (V, ψ) ∩T(R) et
CM(L) = image de G(Af )× {IL} dans

MK(C) = G(Q)+\ (G(Af )/K ×X ) .

(a) Montrer que l'application g 7→ (g, IL) induit une bijection

CM(L) ' T(Q)\G(Af )/K.

(b) Montrer que CM(IL) ⊂ MK(C) paramètre des variétés abéliennes à
multiplication complexe par E ⊗ L, et déterminer le type CM

Φ(L) ⊂ HomQ−alg(E ⊗ L,C)
de ces variétés abéliennes, ainsi que leur corps re�exe E(L) ⊂ C.

(c) Décrire l'action de Aut(C/E(L)) sur CM(L).

(6) En déduire une description de l'action de Aut(C/E(X )) sur l'ensemble des
composantes connexes de MK(C).


