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Au commencement...

Mon directeur de thèse, Norbert Schappacher, m'avait demandé de travailler

sur une conjecture de Barry Mazur, portant sur les points de Heegner dans

les courbes modulaires.
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Au commencement...

Comme référence pour les courbes modulaires, il m'avait donné le livre de

Katz-Mazur, qui commence par un rappel sur les diviseurs de Cartier relatifs,

qui correspond au tout dernier paragraphe des EGAs.
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Au commencement...

Pour les points de Heegner, il m'avait conseillé un article de B. Perrin-Riou,

où l'on trouve cette formule, énoncée sans preuve :

Tp(zc) =


zc/p + Trcp/c(zcp) p | c,

δ · Trcp/c(zcp) +


0 pOE = p

Frp · zc pOE = p2

(Frp + Frp) · zc pOE = pp

p - c.

E : extension quadratique imaginaire de Q,

OE : son anneau des

entiers, N : un idéal de OE avec OE/N ' Z/NZ,

zc = [C/Oc → C/Nc
−1] ∈ X0(N)(C) où :

Oc = Z+ cOE et Nc = N ∩Oc avec (c ,N) = 1,

Tp est l'opérateur de Hecke usuel,

E [c] est le � ring class �eld � de conducteur c ,

δ = 1, sauf lorsque c = 1 et E = Q(
√
−2) ou Q(

√
−3).
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Deux remarques

Tp(zc) =


Trcp/c(zcp) + zc/p p | c,

δ · Trcp/c(zcp) +


0 pOE = p

Frp · zc pOE = p2

(Frp + Frp) · zc pOE = pp

p - c.

L'esprit de la conjecture de Mazur

� Génériquement �, il ne devrait pas y avoir d'autres relations entre les

points de Heegner dans Pic(X0(N)).

Forme générale

Gal points spéciaux Hecke.
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L'esprit de la conjecture de Mazur

� Génériquement �, il ne devrait pas y avoir d'autres relations entre les

points de Heegner dans Pic(X0(N)).

Forme générale

Gal cycles spéciaux Hecke.
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Variétés de Shimura

On se donne une variété de Shimura,

ShK (G ,X )
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ShK (C) = G (Q)\X × G (Af )/K

Exemple (Courbe modulaire)

En prenant

G = GL2

X = C \ R

K =

{
g ∈ GL2(Ẑ) : g mod N ∈

(
? ?
0 ?

)}

on obtient l'ouvert

Heegner ⊂

Y0(N) ⊂ X0(N).
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Variétés de Shimura

On se donne une variété de Shimura,

ShK (C) = G (Q)\X × G (Af )/K

Exemple (Principal)

En prenant

G = SO(V , ϕ) avec sign(V , ϕ) = (2n − 1, 2)

X = {R-plans orientés négatifs de V ⊗ R}
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Variétés de Shimura

On se donne une variété de Shimura,

ShK (C) = G (Q)\X × G (Af )/K

Exemple (Principal)

En prenant

G = SO(V , ϕ) avec sign(V , ϕ) = (2n − 1, 2)

X = {R-plans orientés négatifs de V ⊗ R}

on obtient des variétés

ShK de dimension 2n − 1.
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Variétés de Shimura

On se donne une variété de Shimura,

ShK (C) = G (Q)\X × G (Af )/K

En général

G est un groupe réductif,

X est une classe de G (R)-conjugaison de morphismes

hx : S→ GR,

S = RC/RGm,C est le � tore de Deligne �, et

K est un sous-groupe compact ouvert de G (Af ).
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Composantes connexes

ShK (C) =
∐
[c]

G (Q)+c \X ◦, [c] ∈ G (Q)+\G (Af )/K

où

X ◦ = une composante connexe de X ,
G (Q)+c = stabilisateur de X ◦ × {c} dans G (Q).
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Variétés de Shimura

ShK (C) = G (Q)\X × G (Af )/K

Classes d'isogénies

ShK (C) =
∐
[x]

G (Q)x\G (Af )/K , [x ] ∈ G (Q)\X

où

G (Q)x = Stabilisateur de x dans G (Q).
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Variétés de Shimura

ShK (C) = G (Q)\X × G (Af )/K

Points spéciaux

ShcmK =
∐
[x]
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Variétés de Shimura

ShK (C) = G (Q)\X × G (Af )/K

Cycles spéciaux

Un cycle spécial est une sous-variété irréductible de ShK avec

ZK (H, g)(C) = Image de Y◦ × {g} dans ShK (C)

où

(H,Y) ↪→ (G,X ) est une sous-donnée de Shimura.

Sa classe d'isogénie est

ZK (Y) = {ZK (Y◦, g) : g ∈ G (Af )} = G (Q)Y◦\G (Af )/K
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Variétés de Shimura

ShK (C) = G (Q)\X × G (Af )/K

Cycles spéciaux

ZK (H, g) = Image de Y◦ × {g} dans ShK

Exemple (Principal, G = SO(V ))

Soit W un hyperplan de V qui est un E -espace hermitien. Alors

H = U(W ) et Y = {C-droites négatives de W ⊗ R} = Y◦

donnent des cycles de codimension n dans ShK .

On a

ZK (Y) = H(Q)\G (Af )/K .
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Variétés de Shimura

Le corps re�exe E (G ,X )
C'est le corps de dé�nition de la classe de conjugaison des

µx : Gm,C → GC
où

µx(z) = hx(z , 1) via SC ' Gm,C ×Gm,C.
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Variétés de Shimura

Lois de réciprocité

L'action de Galois sur les classes d'isogénies est explicite.
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Variétés de Shimura

Lois de réciprocité

L'action de Galois sur les classes d'isogénies est explicite.

Exemple (G = SO(V ), H = U(W ))

Pour σ ∈ GalE et [g ] ∈ ZK (Y) = H(Q)\G (Af )/K ,

σ · [g ] = [h · g ], h ∈ H(Af ), Art1 ◦ det(h) = σ|E [∞]
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Module des cycles

On voudrait comprendre la structure de

GalabE Z[ZK (Y)] = Z[H(Q)\G (Af )/K ] HK

où

HK = algèbre de Hecke de G (Af )//K .

En pratique :

On travaille avec des objets plus simples. . .

De nature locale. . .

Et on se contente de quelques � relations de distribution �
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Simpli�cation des cycles (G = SO(V ), H = U(W ))

On remplace ZK (Y) = H(Q)\G (Af )/K par

ZK (Y) =

H(Q)\G (Af )/K

=
∏′

p
H1
p\Gp/Kp

avec H1 = SU(W ) = ker(det) et

Xp = X (Qp) pour X ∈ {H,H1,T ,T 1,G}.

Module local des cycles

T 1
p Z[H1

p\Gp/Kp] Hp

où

Hp = algèbre de Hecke de Gp/Kp
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Simpli�cation dans le cas Heegner

On remplace ZK (x) = T (Q)\G (Af )/K par

T (Q)\G (Af )/K

=
∏′

p
G ad
p /K ad

p

Module local des points de Heegner

Tp Z[G ad
p /K ad

p ] Had
p

G ad
p /K ad

p = sommets de l'arbre de Bruhat-Tits

Had
p = algèbre de Hecke de G ad

p /K ad
p
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La formule de Perrin-Riou (p = 2)

L'arbre

Ses sommets Sp
L'opérateur de Hecke

Tp(•) =
∑
•

Action de E×p ?
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La formule de Perrin-Riou

Sp = classes d'homothétie de Zp-réseaux dans Q2
p

Q2
p est un Ep-module libre de rang un

L : Zp-réseau de Q2
p

⇒ O(L) : ordre de Ep ⇒ n(L) : conducteur.

O(L) = {λ ∈ Ep : λL ⊂ L} = On(L)

On = Zp + pnOEp

Théorème

Cette construction induit une bijection

E×p \Sp
n−→ N.
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La formule de Perrin-Riou (p = 2)

Que sont les �bres (=E×p -orbites) de n : Sp � N ?

0

1

2

...

n
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La formule de Perrin-Riou (p = 2)

. . . dans le cas inerte, pOE = p.

0

1

2

...

n

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 14 / 70



La formule de Perrin-Riou (p = 2)

. . . dans le cas rami�é, pOE = p2.
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La formule de Perrin-Riou (p = 2)

. . . dans le cas décomposé, pOE = pp.
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La formule de Perrin-Riou (p = 3)

Ces représentations permettent de visualiser les traces :

2

3

4

5

6

n

n(•) = n(•) = 5

⇒ ∃λ : λ• = •
⇒ λ\ = /
⇒ λ• = •
⇒ • ∈ Stab(•)•∑
• = Tr5/3(•)
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La formule de Perrin-Riou (p = 2)

Relation � verticale � : n ≥ 1

Tp(zn)

= Trn+1/n(zn+1) + zn−1
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La formule de Perrin-Riou (p = 2)

Relation � horizontale � : n = 0, pOE = p

Tp(z0) = Tr1/0(z1)
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La formule de Perrin-Riou (p = 2)

Relation � horizontale � : n = 0, pOE = p2

Tp(z0) = Tr1/0(z1) + Frp · z0
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La formule de Perrin-Riou (p = 2)

Relation � horizontale � : n = 0, pOE = pp

Tp(z0) = Tr1/0(z1) + Frp · z0+Frp · z0

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 16 / 70



Généralisation à (G = SO(V ),H = U(W ))

Pour étudier

Hp � T 1
p Z[H1

p\Gp/Kp] Tp,1, · · · , Tp,n

on regarde

H G/K et Z[H\G/K ] T1, · · · , Tn

Hypothèses

G est déployé

K est hyperspécial

p est inerte

G/K =sommets hyperspéciaux de

BT(G )=immeuble de Bruhat-Tits

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 17 / 70



Généralisation à (G = SO(V ),H = U(W ))

Pour étudier

H � T 1 Z[H1\G/K ] T1, · · · , Tn

on regarde

H G/K et Z[H\G/K ] T1, · · · , Tn

Hypothèses

G est déployé

K est hyperspécial

p est inerte

G/K =sommets hyperspéciaux de

BT(G )=immeuble de Bruhat-Tits

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 17 / 70



Généralisation à (G = SO(V ),H = U(W ))

Pour étudier

H � T 1 Z[H1\G/K ] T1, · · · , Tn

on regarde

H G/K et Z[H\G/K ] T1, · · · , Tn

Hypothèses

G est déployé

K est hyperspécial

p est inerte

G/K =sommets hyperspéciaux de

BT(G )=immeuble de Bruhat-Tits

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 17 / 70



Généralisation à (G = SO(V ),H = U(W ))

Pour étudier

H � T 1 Z[H1\G/K ] T1, · · · , Tn

on regarde

H G/K et Z[H\G/K ] T1, · · · , Tn

Hypothèses

G est déployé

K est hyperspécial

p est inerte

G/K =sommets hyperspéciaux de

BT(G )=immeuble de Bruhat-Tits

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 17 / 70



Généralisation à (G = SO(V ),H = U(W ))

Pour étudier

H � T 1 Z[H1\G/K ] T1, · · · , Tn

on regarde

H G/K et Z[H\G/K ] T1, · · · , Tn

Hypothèses

G est déployé

K est hyperspécial

p est inerte

G/K =sommets hyperspéciaux de

BT(G )=immeuble de Bruhat-Tits

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 17 / 70



L'immeuble de Bruhat-Tits (n = 2)

Un appartement

Hyper/spéciaux

Une alcôve

Un nouveau point

Une demi-alcôve

... orientée !

Voisins des

hyperspéciaux

Opérateur T1
Opérateur T2
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L'immeuble de Bruhat-Tits (n = 2)
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Le quotient H\BT(G ) est une demi-droite quand n = 1. . .

0

1

2

3

4

n
'

E×p
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Le quotient H\BT(G ) est un sous-ensemble de l'ensemble des

�diviseurs� de degré n sur une bande in�nie de largeur 1.
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Voilà le � diviseur � associé à x ∈ BT(G ) ! C'est donc :

une H-orbite dans BT(G ).
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Le stabilisateur de T 1 [x ] ∈ H1\BT(G ) est

StabT 1(x) = T 1(dce) où T 1(r) =
{
z/z : z ∈ O×r

}

.
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Pour que ce � diviseur � corresponde à une H-orbite. . .

(n = 2+ 1+ 4+ 2+ 1+ 3+ 1+ 2 = 16)

1

1

3

1

2

4

2

2
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

. . . on le regarde modulo 2. . .

1

1

3

1

2

4

2

2
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

. . . on le regarde modulo 2. . .
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

. . . et les points qui restent doivent être sur cette ligne brisée :
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Pour n = 1 : le point doit être sur une demi-droite (brisée) !
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Voici le � support � des orbites hyperspéciales.

H\G/K ' {(c1 ≤ · · · ≤ cn) : ci ∈ N}
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Voici le � support � pour les autres sommets. . .
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

. . . et le � support � pour les (milieux) d'arêtes.
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Les orbites des extrémités d'une arête (orientée) se calculent ainsi !

>

<
<

>

<

>

>

>
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Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Le point base correspond à une H-orbite de points hyperspéciaux

BT
◦(H) ⊂ BT(H) ⊂ BT(G )

n

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 20 / 70



Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Les orbites des arêtes adjacentes. . .

véri�ent

m + p + q + r = n, p ≡ (q − 1)r ≡ 0 mod 2.

m

p

q

r

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 20 / 70



Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Les orbites des arêtes adjacentes véri�ent

m + p + q + r = n, p ≡ (q − 1)r ≡ 0 mod 2.

m

p

q

r

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 20 / 70



Le quotient H\BT(G ) (n ≥ 1)

Les orbites des sommets voisins véri�ent donc aussi :

m + p + q + r = n, p ≡ (q − 1)r ≡ 0 mod 2.

m

p

q

r
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Les opérateurs T1 et T2 au point base (n = 2)

T1(point base)

c = 0 : 2 orbites

c = 1 : 1 orbite

T2(point base)

c = 0 : 2 orbites

c = 1 : 2 orbites

c = 2 : 1 orbite !
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Les relations horizontales (n ≥ 1)

Pour n ≥ 1, mais seulement pour le point base :

• ∈ H\G/K

⊂ Z[H1\G/K ] T1, · · · , Tn

Théorème

Pour tout i ∈ {1, · · · , n},

Ti (•) = Tr1/0(?i )

avec ?i ∈ Z[H1\G/K ]T
1(1)

Démonstration.

Comme Ti (•) ∈ Z[H1\G/K ]T
1(0)

, il reste à voir que [T 1(0) : T 1(1)] divise
les multiplicités des orbites de conducteur 0 dans le support de

Ti (•) ∈ Z[H\G/K ]
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Les relations horizontales (n ≥ 1)

Le calcul des multiplicités est très laborieux.

Ce théorème généralise uniquement la relation correspondant à

Pour aller plus loin, on dispose de. . .
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La méthode de Réda

. . . la méthode de Réda Boumasmoud

Pour l'expliquer, il faut

d'abord parler du

bord de l'immeuble
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Le bord de l'immeuble

On voit donc que le cône sur le bord de l'immeuble agit sur l'immeuble :

BT(G )× C (∂BT(G )) −→ BT(G )
(x , t · ξ) 7−→ x + t · ξ

t
x x + t · ξ ξ

Mais qu'est-ce que c'est que

C (∂BT(G ))?

C'est l'ensemble des R-�ltrations � pour G �
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Les R-�ltrations (pour G = GL(V ))

Soit V un k-espace vectoriel de dimension �nie.

Dé�nition

Une R-�ltration sur V est une fonction

R −→ {sous-esp. vect. de V }
λ 7−→ FλV

qui est décroissante, exhaustive, séparée, continue à gauche.
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Les R-�ltrations (pour G = GL(V ))

Soit V un k-espace vectoriel de dimension �nie.

Exemple (Une �ltration)

V = Fλ3V ) Fλ2V ) Fλ1V ) 0

λ3

Grλ3F

λ2

Grλ2F

λ1

Grλ1F
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Les R-�ltrations (pour G = GL(V ))

Soit V un k-espace vectoriel de dimension �nie.

Exemple (Une �ltration)

V = Fλ3V ) Fλ2V ) Fλ1V ) 0

λ

r

deg

rang

Type de F

r = dimGrλF
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Les R-�ltrations (pour G = GL(V ))

Soit V un k-espace vectoriel de dimension �nie.
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Les R-�ltrations (cas général)

Pour le cas général, on utilise le formalisme Tannakien !
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Le formalisme Tannakien

Pour un groupe algébrique G

Si C est une catégorie de trucs, un G -truc est un foncteur

t : Rep(G )→ C

où Rep(G ) est la catégorie des représentations de G

ρ : G → GL(V (ρ))

En présence d'un foncteur �bre ω : C→ Vect, on demande que

Rep(G )
V //

t
##

Vect

C

ω

==

commute, où V : Rep(G )→ Vect est le foncteur �bre standard.
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Le formalisme Tannakien

Pour un groupe algébrique G sur k ,

Si C est une ⊗−catégorie de trucs, un G -truc est un ⊗−foncteur

t : Repk(G )→ C

où Repk(G ) est la catégorie des représentations de G

ρ : G → GLk(V (ρ))

En présence d'un foncteur �bre ω : C→ Vectk , on demande que

Repk(G )
V //

t
##

Vectk

C

ω

<<

commute, où V : Repk(G )→ Vectk est le foncteur �bre standard.
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Les R-�ltrations � pour G �

Dé�nition

On note F(G ) l'ensemble des R-�ltrations sur

Repk(G )
V // Vectk

Filk

où Filk est la catégorie des k-espaces vectoriels R-�ltrés

Dé�nition

On note t : F(G ) � C(G ) le � type � des R-�ltrations.

Fait

L'ensemble des types C(G ) est un monoïde commutatif ordonné.
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Immeubles de Tits vs Bruhat-Tits

Théorème (C'14)

Il y a un isomorphisme canonique

F(G ) ' C(∂BT(G ))
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Interprétation Tannakienne de BT(G )

Si G est un groupe réductif sur Ok :

Théorème (C'14)

L'immeuble BT(G) s'identi�e à un ensemble de k-normes sur

RepOk
(G )

V // Vectk

Normk

où Normk est la catégorie des k-espaces vectoriels normés

Notations

RepOk
(G ) = représentations de G sur des

BunOk
= Ok -modules libres de rang �ni.
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Interprétation Tannakienne de BT◦(G )

Si ◦ ∈ BT(Gk) est le point hyperspécial qui correspond à G sur Ok et

BT
◦(G ) = G (k) · ◦ ⊂ BT(Gk)

Théorème (C'14, Interprétation Tannakienne de BT)

L'orbite BT◦(G ) s'identi�e à l'ensemble L(V ) des Ok -réseaux de

RepOk
(G )

V // Vectk

BunOk
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Les opérateurs αF et βF

Soit F ∈ F(G ), • ∈ BT(G ).

On considère

αF (•) = •+ F = • et βF (•) = α−1F (•) =
∑
•
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Les opérateurs αF et βF (G = PGL2)

Appliquons Tp à

Tp ◦

βF (•)

= β2F (•) + p × (•)

Donc βF est une racine (à droite) de

x2 − Tpx + p (!)
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La formule de Reda

Théorème (Boumasmoud'19)

Pour toute Z-�ltration F ∈ FZ(G ) de type µ ∈ CZ(G ),

Pµ(βF ) = 0 sur Z[G/K ]

où

t : FZ(G ) � CZ(G ) est l'application � type �

CZ(G ) : classes de conjugaison de cocaractères de G

Pµ(x) ∈ HK [x ] : polynôme de Hecke associé à µ
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Application (G = PGL2)

Voyons comment utiliser la formule de Reda

Pµ(βF ) = 0

pour étudier les relations

et

lorsque p est décomposé :

pOE = pp
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Applications (G = PGL2)

choix de p | p

=⇒ Fr = Frp =⇒ F ∈ F(G )

P(β) = 0 où P = x2 − Tpx + p
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Applications (G = PGL2)

Appliquant β à z . . .

zFr−1zFr−2z
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Applications (G = PGL2)

Fr−1zFr−2z z

On en déduit que

P(Fr−1)(•) =
(
P(Fr−1)− P(β)

)
(•) = Tr1/0(?)
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Applications (G = PGL2)

Pour les relations verticales, on trouve. . .

z1

z2

z3

. . . β(z1) = Tr2/1(z2), β
2(z1) = Tr3/1(z3), donc

Tr3/1(z3)− Tp

(
Tr2/1(z2)

)
+ pz1 = 0.

(Perrin-Riou) Tr3/2(z3)− Tp (z2) + z1 = 0.
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Applications (G = SO(V ), H = U(W ))

En utilisant la méthode de Réda, mon étudiant Ruishen Zhao

a démontré les relations horizontales et verticales lorsque pOE = pp.
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Oui, mais à quoi ça sert ?

Les relations de distributions correspondant à

sont su�santes pour construire un système Eulérien.

Pour GL2, on obtient :
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Théorème (Kolyvagin '90)
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A est une courbe elliptique sur Q,

π : X0(N) � A est une paramétrisation,
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Le résultat principal ?

Pour H = U(W ) dans G = SO(V ), on obtient de même :

Théorème (Cornut'18)

yχ 6= 0 =⇒ H1
f (E (z),Vp)

χ est de rang 1.

Vp est un quotient de H2n−1
et

(
ShK ,Qp(n)

)
,

z est un cycle spécial arbitraire dans Z[ZK (Y)],
E (z) est son corps de dé�nition,

χ : Gal(E (z)/E )→ C× est un caractère, [C : Qp] <∞,

y est la projection de l'image de z par Abel-Jacobi.
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L'application d'Abel-Jacobi

Il y a une suite spectrale et une application cycle

Hp
(
E (?),Hq

(
Sh|E ,Qp(n)

))
=⇒ Hp+q

(
Sh|E(?),Qp(n)

)
Chn

(
Sh|E(?)

) cyc−→ H2n
(
Sh|E(?),Qp(n)

)

qui donnent une application d'Abel-Jacobi

Chn0
(
Sh|E(?)

)
−→ H1

(
E (?),H2n−1 (Sh|E ,Qp(n)

))
où Chn0

(
Sh|E(?)

)
est le noyau de

Chn
(
Sh|E(?)

)
��

// H0
(
E (?),H2n

(
Sh|E ,Qp(n)

))
��

Chn
(
Sh|E

) cyc // H2n
(
Sh|E ,Qp(n)

)
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Le résultat principal ?

Pour H = U(W ) dans G = SO(V ) :

Théorème (Cornut'18)

yχ 6= 0 =⇒ H1
f (E (z),Vp)

χ est de rang 1.

Vp est un quotient de H2n−1
et

(
ShK ,Qp(n)

)
,

z est un cycle spécial arbitraire dans Z[ZK (Y)]0,
E (z) est son corps de dé�nition,

χ : Gal(E (z)/E )→ C× est un caractère, [C : Qp] <∞,

y est l'image de z par

Z[ZK (Y)]
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Le résultat principal ?

Théorème ([[[)

yχ 6= 0 =⇒ H1
f (E (z),Vp)

χ est de rang 1.

Il y a :

Des hypothèses raisonnables, par ex : Vp est symplectique.

Des hypothèses moins raisonnables, par ex : � big image � de

ρ : GalQ → GSp(Vp).

Une hypothèse gênante, relative à la

réduction des cycles spéciaux.
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L'hypothèse gênante. . .

. . . généralise la relation de congruence pour les points de Heegner

redv (z1) = Frp (redv (zp)) dans X0(N)(Fp2)

pour une place v de Q sur p inerte dans E .

. . . résulte de la conjecture de Blasius-Rogawski sur la relation de

congruence d'Eichler-Shimura :

Pµ(Fr
?
q) = 0 sur ShK × Fq

. . . est sans doute contournable en utilisant

les relations � verticales � de Ruishen Zhao,

le formalisme des � split Euler systems � de Jetchev-Neková°-Skinner
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Réduction

C'est cette hypothèse qui m'a réorienté

Systèmes Eulériens =⇒ Fibres spéciales

conjecture de Blasius-Rogawski

réduction des cycles spéciaux
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Réduction

ShK (C)

C

ShK

Théorème (Kisin, Vasiu)

Les modèles canoniques entiers existent quand Kp est hyperspécial.
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Description Uniforme

ShanK ShcmK
red //oo Sh

sp
K

Les Sh?K sont des classes d'isomorphismes de paires (?, κ) où ? est

une G -structure de Hodge

H : RepQG → HdgQ

un G -motif CM sur Q

A : RepQG → CM(Q)

un G -motif sur Fp
M : RepQG → Mot(Fp)

et où κ est une structure de niveau K sur ?

,

κp ∈ X p(?) et κp ∈ Xp(?).
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Description Uniforme

ShanK ShcmK
red //oo Sh

sp
K

Les Sh?K sont des classes d'isomorphismes de paires (?, κ) où ? est

une G -structure de Hodge admissible

H : RepQG → HdgQ

un G -motif CM sur Q admissible

A : RepQG → CM(Q)

un G -motif sur Fp admissible

M : RepQG → Mot(Fp)

et où κ est une structure de niveau K sur ?

,
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G-Structures

RepQ(G )
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Tout x ∈ X dé�nit une G -structure de Hodge Hx avec
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(
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Structures de niveau en p

Xp(H) Xp(A) //'oo Xp(M)

L(Vcr (M))

Dé�nition

Une structure de niveau Kp sur H est un élément de

Xp(H) = Iso⊗ (Vp,Vp(H)) /Kp

= L (Vp(H))

Une structure de niveau Kp sur A est un élément de

Xp(A) = Iso⊗ (Vp,Vp(A)) /Kp

= L (Vp(A))

Une structure de niveau Kp sur M est un élément de

Xp(M) = {x ∈ L(Vcr (M)) : d(x , ϕM(x)) = µ}
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Aut⊗(H)\X p(H)×Xp(H)

red

HB

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 55 / 70



Réduction

Sh
sp
K

=
∐
[M]

Aut⊗(M)\X p(M)×Xp(M)

ShcmK =
∐
[A]

Aut⊗(A)\X p(A)×Xp(A)

ShanK =
∐
[H]

Aut⊗(H)\X p(H)×Xp(H)

red

HB

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 55 / 70



Réduction

Sh
sp
K

=
∐
[M]

Aut⊗(M)\X p(M)×Xp(M)

ShcmK =
∐
[A]

Aut⊗(A)\X p(A)×Xp(A)

ShanK =
∐
[H]

Aut⊗(H)\X p(H)×Xp(H)

red

HB

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 55 / 70



Réduction

Sh
sp
K

=
∐
[M]

Aut⊗(M)\X p(M)×Xp(M)

ShcmK =
∐
[A]

Aut⊗(A)\X p(A)×Xp(A)

ShanK =
∐
[H]

Aut⊗(H)\X p(H)×Xp(H)

red

HB

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 55 / 70



Réduction

Sh
sp
K

=
∐
[M]

Aut⊗(M)\X p(M)×Xp(M)

ShcmK =
∐
[A]

Aut⊗(A)\X p(A)×Xp(A)

ShanK =
∐
[H]

Aut⊗(H)\X p(H)×Xp(H)

red

HB

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 55 / 70



Les ensembles de classes d'isogénie (G = GL2)
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Les ensembles de classes d'isogénie (G = GL2)

[A] = {E : corps quadratique imaginaire}

= {E : pO = pp} ∪ {E : pO = p ou p2}

[M] = {E : pO = pp}
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red
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Le cas supersingulier (G = GL2)

Si red(A) = M est supersingulier (p inerte ou rami�é) :

Aut⊗(A) \ X p(A) × Xp(A)

Aut⊗(M) \ X p(M) × Xp(M)

red

Aut⊗(A) = T (Q) = E×

Aut⊗(M) = G ′(Q) = B×

B corps de quaternions

Ram(B) = {p,∞}

E ↪→ B

G (Ap
f ) ' G ′(Ap

f )
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Le cas supersingulier (G = PGL2)

Xp(M) = {x ∈ BT
◦(G , L) : d(x , ϕM(x)) = µ} .
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L'application de réduction Xp(A)→ Xp(M) :

Xp(A)
Xp(M)
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Le cas supersingulier (G = GL2)

Description adélique de la réduction supersingulière :

T (Q) \ G (Ap
f )/K

p × G (Qp)/Kp

G ′(Q) \G ′(Ap
f )/K

′p ×G ′(Qp)/K
′
p

red '

K ′p = R×p

Rp ⊂ Bp ordre maximal

K ′ = K ′pK ′p

Description adélique utilisée

dans ma (première) preuve

de la conjecture de Mazur !
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Le cas ordinaire (G = GL2)

Si red(A) = M est ordinaire (p décomposé) :

Aut⊗(A) \ X p(A) × Xp(A)

Aut⊗(M) \ X p(M) × Xp(M)

red

Aut⊗(A) = T (Q) = E×

Aut⊗(M) = T (Q) = E×
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Le cas ordinaire (G = PGL2)

On a

Xp(M) = {x ∈ BT
◦(G , L) : d(x , ϕM(x)) = 1} .
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Le cas ordinaire (G = PGL2)

L'application de réduction Xp(A)→ Xp(M) :

Xp(A)
Xp(M)

c = 0 relève Xp(M)

Fibres = horocycles
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Le cas ordinaire (G = GL2)

Description adélique de la réduction ordinaire :

T (Q) \ G (Ap
f )/K

p × G (Qp)/Kp

T (Q) \ G (Ap
f )/K

p ×U(Qp)\G (Qp)/Kp

red ' can U =

(
1 ?

1

)
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Le cas ordinaire (G = PGL2)

L'application de réduction Xp(A)→ Xp(M) :

αF

Fr

red

c = 0 relève Xp(M)

αF relève Fr

βF relève Fr∗

P(βF ) = 0 relève

P(Fr∗) = 0
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Le cas µ-ordinaire

Mon étudiante Macarena Peche Irissarry

a généralisé tout cela au cas de réduction µ-ordinaire.
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Le cas µ-ordinaire
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Généralisation (G -isocristaux)

Xp(M) ne dépend que du G -isocristal

Hcr (M) : RepQp
G → VectσL

B(G ) = classes d'iso. de G -isocristaux, décrit par Kottwitz

(νN , κ) : B(G ) ↪→ C(GL)
σ × π1(GL)σ

L'invariant νN est le type de la �ltration de Newton

FN(M) : RepQp
G → FilL

B(G , µ) = G -isocristaux admissibles, caractérisés par

νιN ≤ µ] et κ = [µ].

B(G , µ) est un ensemble �ni ordonné

min = µ− basique max = µ− ordinaire.
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Géométrie de Xp(M)

Xp(M) = {x ∈ BT
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BT(G , L)
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Géométrie de Xp(M)

Xp(M) = {x ∈ BT
◦(G , L) : d(x , ϕM(x)) = µ}

Min(ϕM) = {y ∈ BT(G , L) : d(y , ϕM(y)) = min}

Théorème (C + M-H. Nicole, 2016)

Min(ϕM) = BT(JM ,Qp) ⊂ BT(G , L)

où JM = Aut⊗(Hcr (M))

BT(G , L)

Min(ϕ)
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Strati�cations de Bruhat-Tits

Xp(M) =
∐

y∈Min(ϕM)

Xp(y)

Xp(y) = {x ∈ Xp(M) : pr(x) = y}

BT(G , L)

Min(ϕ)
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Strati�cations de Bruhat-Tits

Xp(M) =
∐

y∈Min(ϕM)

∐
λ∈C(G)

Xp(y , λ)

Xp(y , λ) = {x ∈ Xp(M) : pr(x) = y et d(y , x) = λ}
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Strati�cations de Bruhat-Tits

Xp(M) =
∐

y∈Min(ϕM)

∐
λ∈C(G)

Xp(y , λ)

Xp(y , λ) = {x ∈ Xp(M) : pr(x) = y et d(y , x) = λ}

Equivariance

∀j ∈ JM : j · Xp(y , λ) = Xp(j · y , λ)

Théorème

Il y a une structure de Fq-variété irréductible lisse sur Xp(y , λ).

Christophe Cornut HdR 25 mai 2022 70 / 70


