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Géométrie algébrique/Algebraic Geometry

Une remarque sur Pinvariant infinitésimal des fonctions
normales

Claire VoISIN

Résumé — Cette Note propose (prop. 4. 1) une interprétation cohomologique trés simple de I'inva-
riant infinitésimal des fonctions normales défini et étudié par Griffiths dans [1].

A remark on the infinitesimal mvariant of normal functions

Abstract — This Note gives (prop. 4.1) a very simple interpretation of the infinitesimal invariant of
normal functions defined by Griffiths in [1].

1. Soit X une variété projective complexe de dimension 2n; soit |L| un systéme
linéaire sur X, de membre général X, lisse; chaque X, €|L |« est muni d’une jacobienne
intermédiaire J>"“*(X,), et 'on a ainsi une fibration en tores complexes sur|L |w;, dont
le faisceau des sections holomorphes. est défini par F=#*""1/(F"#*" 1 @ HZ 1), ou
le faisceau H2"~! est localement constant, de fibre H2"~! (X, Z) (modulo torsion) en s,

e2,24:2?1—1::_I_I‘%n—l ®Z(91L]rég9 et Fr L;.,2.::'.2!1--1 ®k(S)=H2",_1’0 @ . @Hn,n—l(xs).

2. Si Z est un cycle algébrique sur X de dimension n, dont la restriction a X, est
homologue a zéro, I'application d’Abel-Jacobi ® fournit une section v, de ¢, définie par
vz (8) =@ (Z). Cette fonction v, jouit de deux propriétés intéressantes : par la suite exacte
de faisceaux sur lL Irég :

0—>H%"“1—3’,%92"_1/1'—""”2”_1—)%—)0,

on obtient une fléche s : H°(#) —» H! (H2"™!). Il y a par ailleurs une application naturelie
r: Ker(H*(X, Z) - H*(X,, Z)) - H1(HZ 1),

et 'on a : s(v,) =r([Z]).
La seconde propri¢té, dite de quasi-horizontalite, est de nature infinitésimale : la dérivée
de Gauss-Manin V : 5#°" "1 - #*"71 ® Q,, leeg> VETifiE
V(Fiﬁﬂ""l) - Fi—l %Zn—l ® Q[ L g
et fournit donc par passage au quotient des dérivations
vi : 3@92:1—1/1:‘1‘ %yzn— 1 —_ (3?2::— 1/Fi—1 WZ"_ 1) ® Ql L e

Soit alors ¥ un relévement local de v, dans #** " Y/F" #%" ! . ona V,¥=0.
On continue dans la suite 4 travailler sur | L |, mais on omet la notation « rég » pour
alléger le texte.

3. Ceci permet de définir I'invariant infinitésimal de la fonction normale v,, de la
fagon suivante : soit ¥ une section locale de %"~ ! qui reléve v,; W est définie 4 un
terme ©+u prés, ol u est une section de H3" "1, donc est plate, et @ est une section de
F"#?"~1, par quasi-horizontalitt, VWeF " '#*" 1 ®Q, , et son image dans le
quotient (F*~ 1 52"~ 1/F" 5"~ 1) ® Q, | est définie modulo Im §, ou

B : Fn%Zn—l/Fn+1 e%pZn—l _>(Fn—1 %Zn—l/an}f?.n—l) ® QILI
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est Papplication @-linéaire déduite de V par passage au quotient. L’invariant iﬁfini_tésimal
v, est défini comme I'image de V¥ dans le quotient

| (Fn 1 3992n 1/F" 3292!1 1) ® Q[L[/Imﬁ
4. Ce quotient se calcyle de la fagon suivante : on a |
(F" 1 !%o:!n I/F”J'f?‘" 1) ®k (S)-——H" (Q;{-;l);
(Fn '#i;:—l/Fn-i-l %2"-1)'®.k(S)=H"_1l(ﬂ%s),
et | o . |
Q| Lls™ H° (@xs(L)).*s si. H'(Ox) __"'_09

ce qu'on supposera dans la suite.
L’application P s’insére dans le dlagramme suivant :

H" ( an) prim

‘ resl .
ETHQ) > H@U-D) SHU(Q )0
| T |
H" L Q) -H"(Q%, ) ®H° (Ox (L))*— Coker B —»0

B

ou la ligne du milieu est une partie de la suite exacte longue associée a la suite exacte
0 Q% 1 (—~Ly> Q% x > Q% 0, |

la fléche o est donnée par le cup-produit, et les notations « prim » désignent

Ker(H'@Q) > H'@) e  Ker(H"(@%)x) ~ H'(@4)),

« res » étant enfin I'application de restriction.
La formule proposee pour I 1nvar1ant 1nf1mte51ma1 est la suivante :

4. 1 ProPOSITION. — Notant [Z] e H” (Q%) Ia classe de cohomologie de Z on a:
o (tes ([Z])) = dv, € coker P. | |

5 la preuve sera donnée dans.-un cas simplifié, la sitvation generale etant susceptlble
du méme traitement : |L} est supposé 8tre un pinceau sans point base, dé sorte que

Ox_(L) est trivial. L’application = : X — |L| est alors une fibration ¥ au voisinage de . -_ o

X, On peut de plus faire les hypothéses suivantes : Z=7,—Z,, avec Z; hsse au voisinage
de XSO, Z; rencontre transversalement X, en Z; , et Z, , NZ, ,,=O. Ces condltlons- ‘
sont bien sar également satisfaites pour s proche de s,. ’

5.1. Quitte a remplacer |L| par un disque A centré en s, on peut trivialiser n de fagon
>, de telle sorte que Z soit trivialisé en-Z,x-A et que la trivialisation preserve la-
structure complexe de X le long de X,, i.e. induise une décomposition €= du fibré
vectoriel Qy | x, en Oy, @ 1*Q, .

5.2. Par dualité un relévement P de v, dans 9&92” LFr 2"~ 1 est une section de
F"#%"~1" ; soit T, < X, une famille continue de chaines satisfaisant 0I',=Z,. Par defini-
tion de lapplication - d’Abel-Jacobi, on obtient un tel -relévemelit en posant :

¥(w)= J o, pour (cao,)IE A une section de F" #°2"1 Cons1derant sz comme un element |

du dual de Ker'B, on obtient aisément la formule 5.3 sulvante sment n= 6/6teTA 0
et moeH" 1 (Q%,), tels que w, ®neKerp. Cela signific que pour (®,) section  de
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F" s#°%"~* prolongeant @, on a: Vg, ,—o(0)=": @eF"#*" 1 (X,). On a alors"
5.3. dvy(o, ®@ n)=d/dt|,_o(¥(®))—F (p) (cela résulte facilement de la défii;litifiﬂ
donnée en 4). 3 :

On calculé, 5.3 en dérivant la formule ¥ (®,) =J ®, : soit . lech_;_:imp de x{ecteufs.qui
T . ‘

releve /0t dans la trivialisation 5. 1. Soit ® Ia forme sur X associée a la famille (o,)

grice a cette méme trivialisation. Soit I'yy ,= U I et Z; o g= U Z; .
se[0,1] sel0,1]

De J do= J mr—j 030+j o— J ®, on tire, en appliquant didt; ¢ :
I'o. 1 Ty T'o Z1,10,1] Z2,10,1]

5.4.[ intx(da))=d/dt|,=0(q‘(mt))+f

v est tangent a Z le long de Z,).

Par construction, inty (@) =0, et les deux derniers termes sont en fait nuls.

o (X ) désigne dans ce qui suit ’ensemble des formes différentielles € sur X.

Par définition de la connexion de Gauss-Manin, int x(df())l x, ©st une forme fermée qui
représente V,,, (o) et par les hypothéses faites en 5.1 inty(d), x, € F"~ " 2"~ 1 (X,).
Par hypotheése, il existe des formes @, et ¢, telles que intx(df{))l xo =@1 +dO,, et

PPl (X = @ APTTITIX,), @ eFaTH(X).

def p2zn—1

int y (@) — f int % (o) (on utilise Ie fait que

1,0 Z2.0

Comparant 5.4 et 5. 3, on obtient :

5.5. sz(m()@n):f d(P2=J. (pz"_j (102‘
I'o Z1,0 Z3,0

5.6. Considérons la suite exacte ;

0O ' = Q% x, ®T*T, - Q% ®T*T, 0.

On en déduit la suite exacte :

n= n Y n— n tﬁ n n—
H 1(Q:auxg®"5*TA,0)“‘>H 1(Qx0)®TA,0_’H (Qx,;,l-

D’autre part, l1a suite exacte :
0—- Q% - Qx(L) > Q% x, ® *T,, (—0
fournit I'application duale de «res»: ‘res: H" ' (Qx® n*T, o) > H'(Q%). La
formule 4.1 dualisée s’écrit alors :
5.7. dvz(wy ® n) ="res(Q).[Z], ou Q satisfait : v(Q) =0, ® neKerf.
Par ailleurs, notant ;. , 'image de Q par le compose :
Hﬂ_l (an | Xo ® R* T&, 0) - H""l (Q%zf Z; 0 ® ﬂ:* TA, 0) - Hﬂ_l (Q%:é ’

on vérifie aisément que :

5.8. 'res(Q).[Z]= Q ZLO”J Q2,0
21,0 Z3.0

Il reste donc a comparer 5.5 et 5.8 : Pégalité suit en fait aisément de la représentation
de Q en cohomologie de Dolbeault. Les hypothéses faites en 5.1 entrainent que la
forme @ est de type (n, n—1) le long de X,; on la considére comme une section de

X 1% @ Z% "1 (X,) dont I'image dans Q% ® &% "~ (X,) représente woeH 1 (Q%,)s
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Iimage de o, dans H"(Q% 1) par le cup-produit par la classe de Kodaira-Spencer
p(n)eH'(Tx,) est alors représentée par la forme int ,(Ox, ®; XO) ou 7y est considéré
comme une section de Ty x, ©t '5,(0 désigne la connexion de type (0,1):

%1x0 ® F "7 (Xo) = %, ® % 7% On vérifie alors qu’avec les notations de 5. 4,
on a: inty(dx, ® x,) =005 1"V, ou la notation o signifie « composante de type
(k, k) de o ». La forme Q peut donc &tre choisie égale a (@x,— 95 """V Adh) ® ofox,
et Iégalité de 5.5 et 5. 8 suit immédiatement. Ce qui prouve la proposition 4. 1.

6. Comme application immediate de la formule 4.1, on a le théoréme suivant :

THEOREME. — Si.le faisceau inversible L satisfait les hypothéses suivantes :
H" () (—L))=0 et
le cup-produit H"~* (Q% ) ® H° (Ox, (L)) > H"~* Q% (L)) est surjectif,

alors Pinvariant dv, est nl au point XOE|L| si et seulement si la classe [Z}e H?*(X, Z) R

est de torsion.
Ces hypothéses sont satisfaites s1 L est sufflsamment ample et H" ! (Qx) 0

Note regue le 14 mars 1988, acceptée le § mai 1988
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