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Géométrie algébrique/Algebraic Geometry

Contrexemple a une conjecture de J. Harris

Claire VoIsIN

Résumé — On montre I’existence d’une infinité de composantes exceptionnelles du lieu de Noether-
Lefschetz en degré d=4s assez grand, en contradiction avec la conjecture 0.3, proposée par
J. Harris.

A counterexample to a conjecture of J. Harris

Abstract — We show the existence of infinitely many exceptional components of the Noether-
Lefschetz locus in degree d=4 s > 0, in contradiction with conjecture 0.3, due to J. Harris.

0. InTrRODUCTION. — 0. 1. Le lieu de Noether-Lefschetz S¢ en degré d est défini comme
I’ensemble des polyndmes F de degré d sur P> définissant une surface lisse ¥ satisfaisant
la condition : rang (Pic £)=2. Dés que d=4, ce lieu est une union dénombrable de
sous-ensembles algébriques propres de 'ensemble des polynémes réguliers de degré d, et
ses composantes locales S¢ sont, par le théoréme de Lefschetz sur les classes (1,1), définies
par la condition : « la classe entiére Ae H? (T, Z) est de type (1,1) dans la décomposition
de Hodge de H?(Z, C) », ou encore par I'annulation de la composante A% 2e H2 (¢y) de
la classe A. Ces composantes sont donc définies localement par

%0 =h0 (Ky)=h0 (Op3 (d—4))
équations holomorphes sur .

0.2. On connait par [2] I'existence de composantes de S qui sont « générales », C’est-
a-dire de la codimension A% ° prédite par la théorie de Hodge. Les autres composantes
sont dites « exceptionnelles ». Les composantes de faible codimension ont été classifiées
dans [3], [3], et il est montré dans [4] qu’en degré d<7 les composantes exceptionnelles
réduites sont en nombre fini. Ces travaux étaient motivés par la conjecture suivante, due
a Harris :

0.3. ConiecTure (cf. [3]). — Pour d fixé il existe un nombre fini de composantes
exceptionnelles de S°.

0.4. On montre ici 'existence d’une infinité de composantes exceptionnelles de S?
pour d=4s suffisamment grand. La construction peut se faire aussi pour les entiers
d=ks avec k fixé = 4 et s suffisamment grand. Il semble cependant que la réunion des
composantes exceptionnelles obtenues de cette maniére soit contenue dans un sous-
ensemble algébrique propre de ’espace des polynomes réguliers de degré 4. Il n’est donc
pas exclu que I’énoncé suivant reste valide :

0.5. La réunion des composantes exceptionnelles de S° n’est pas dense au sens de Zariski
dans I'ensemble des polynémes réguliers de degré d.

Cet exemple m’est venu a Pesprit a la suite d’échanges intéressants, que j’ai eus avec
M. Green et C. Peskine, et dont je les remercié.

1. 1.0. Soit d=4s; considérons les polyndomes F de degré d sur P de la
forme F=P(F,, ..., F;) ou P=P(Y,, ..., Y;)eH%(0p3(4)) et pour i=0, ..., 3
F,e H° (Op3(s)). Lorsque les F; sont choisis sans zéro commun, pour P générique, F
définit une surface lisse de degré d dans P>, par le théoréme de Bertini.
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Soit W — Grass (4, H (03 (s)) T'ouvert paramétrant les sous-espaces de dimension
quatre de H® (0p3 (5)) sans point fixe sur P3. Soit & - W le sous-fibré tautologique. On
a une application naturelle ¢: P (S* &) » P (H (Op3 (d)) et I'intersection U de 'image de
¢ avec ’ensemble des polyndmes réguliers paramétre les polynémes considérés ci-dessus.
On a le lemme suivant :

1.1. LEMME. — @ est génériquement de rang maximal.

Démonstration. — Soient (X,, . . ., X3) des coordonnées sur P> et pour i=0, ..., 3,
3 3

soit F,=Xj; soit P= *. Alors F= %, Pour une déformation du premier ordre
it F,=Xj; soit P=  Y{. Alors F= ) X P defi tion du p d
i=90 i=0

P+:tQdePet F,+1G;de F,ona:
dldt(P+1QFy,+1Gy, ..., F3+1Gy))
| ] -3

i : ‘ 3
i /
‘rj—— Q((FOs IR ) FB) + °Eo Gi ap/aYt (FO: R FS) = Q (Xf)s O ) ;) + 4 'zo Gi X?s

On voit facilement que ceci ne peut s’annuler que st les G; sont dans {X§, ..., X§ ),
3

soit G;= ) a; X5, et Q=—4Y o,;Y,Y;. Il est évident qu'un tel vecteur est nul dans
j=0 ij

I’espace tangent a P(S* &) au point considéré, ce qui prouve le lemme.

1.2. On déduit de ce lemme que la dimension de U est égale a 4 (h° (Op3 (5))—4) + 34,
qui est un équivalent de 2/3 s* pour s grand. D’autre part, le lieu de Noether-Lefschetz
dans U contient une infinité dénombrable d’hypersurfaces, dont I’union est dense dans U.
En effet, la surface ¥ définie par F=P(F,, ..., F;)=0 est envoyée de fagon finie sur la
surface K3 S de degré 4 dans P> définie par P(Y,, ..., Y5)=0, par P'application
V : P? > P3 définie par Y (x)=(F,(x), ..., F5(x)), et I'assertion résulte de I’énoncé
analogue pour les surfaces lisses de degré 4 dans P?, et de I'injection PicS < PicX.

1.3. Comme expliqué en 0.1, 0.2, la dimension des composantes générales de S? est
égale a

(O3 (d) — h° (Op3 (d—4))— 1=1+2 &,

ce qui est inférieur a 4 (h° (Op3 (s)) —4)+ 33 pour s assez grand et d=4s.

Chacune des hypersurfaces de U considérées en 1.2 est donc contenue dans une
composante exceptionnelle de S%, pour s assez grand, et 0.4 sera prouvé si ’on montre que
la réunion de ces hypersurfaces n’est pas contenue dans une union finie de composantes de
S¢. Mais comme la réunion de ces hypersurfaces est dense dans U et qu’une union finie
de composantes de S? est un ensemble algébrique, cela entrainerait que U est inclus dans
S?, et donc on conclut par le lemme suivant. .

1.4. LEMME. — Pour un élément F général de U, la surface X définie par F =0 satisfait :
PicX=7Z.

Démonstration. — On utilise ’argument infinitésimal décrit dans {1]. Prenons, comme
3

en 1.1, F= ) X#. Soit T I’espace tangent 2 U en F. D’aprés la preuve de 1.1, T est
i=0
3
engendré par les polyndmes R de la forme : Q(X§, ..., X5)+ ) G; X7, avec d°Q=4
i=0

et d°G;=s. D’aprés (1}, il suffit de prouver que pour tout A # 0eH! (Qy)™™ Pappli-
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cation m,:T — H?(0y), définie comme la composée du produit par AeH'(Qy):
H' (Ty) — H? (Oy) et de l'application de Kodaira-Spencer p: T — H! (Ty), est non nulle.
Par la description polynomiale de la variation infinitésimale de structure de Hodge de
%, ceci est équivalent a I’énoncé suivant :

1.5. Soit M un polynéme de degré 2d—4, tel que pour tout ReT on ait : RM appartient
a l'idéal J(X) engendré par les X*~ 1, i=0, ..., 3; alors M appartient a J(X).

La preuve de 1.5 est élémentaire du fait que T est engendré par des mondmes, ce qui
entraine immédiatement que 1’on peut supposer également que M est un mondme.

Note remise le 30 aotit 1991, acceptée le 18 septembre 1991.
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