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0. Dans [4], Griffiths et Harris proposaient 1'éventail suivant de conjectures concernant les
courbes contenues dans une hypersurface générale de P+ de degré 4> 6 (i.e. de fibré canonique
ample).

i) ona: d divise deg(C)
if)  l'image de l'application d'Abel—Jacobi : ¢, : Hom?(X)/Rat?(X) — J2(X) est réduite &
z€éro
iii)  le groupe Hom?2(X)/Alg¥(X) est trivial
iv) le groupe Alg2(X)/Rat2(X) est trivial
v) si C estlisse, C est intersection compléte Xn ¥, de X et d'une surface ¥ de P4

Mark Green a expliqué dans son exposé les progrés récents concernant ii); cette note se
propose de montrer que v) est faux, ainsi d'ailleurs que l'énoncé v') suivant, qui est plus faible;

v’)  la suite exacte normale de Cc X P4 est scindée.

Je remercie le C.ILR.M. et 'Université de Trento pour l'excellent accueil qui nous a éé fait
lors de ce congrés, ainsi que C. Ciliberto et E. Ballico pour m'avoir autorisée & inclure ces
remarques dans leurs "proceedings".

1.— Contre—exemple 4 v)

1.1~ On supposera d> 2, le cas d=2 étant trivial, puisque toute quadrique contient une
droite.

Soit XC Pn, n2 4, une hypersurface lisse de degré d, et soit CC X une courbe lisse;
supposons qu'il existe une surface L Pn telle que C soit l'intersection compléte de X et de I.
Comme C est lisse, I est lisse le long de C, de sorte que Sing Y est constitué de points isolés
non situés sur C. Soit 7:%L—— I une désingularisation de £. On a une inclusion naturelle
Cc L, et C est un membre du systéme lindaire | 7* 4{(d)| sur f. La classe de C dans

H2(5,7) est donc divisible par d, ce qui entraine :
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~d divise (P)s,
— d divise (Ky. O)g

la formule d'adjontion donne alors :

1.2.—d divise deg(K).

1.3.— Considérons maintenant la courbe & point double ordinaire D constituée de deux sections
planes lisses P1nN X = C;, Pan X= ( de X, serencontrant transversalement en un point p.
Une telle courbe existe car n2> 4.

Ona,pour i=12:

a) d divise deg(Cy)

b) d divise deg(KCi).

D'aprés b) on a alors : deg(K}) = deg(KCl) + deg(KC2) + 2= 2 (modulo ). Soit alors S une

surface lisse intersection compléte XN Xin..N X,-3, contenant D, et soit D’ C S un membre
lisse du systéme lindaire |m H+ D| sur §; (D’ existe pour m suffisamment grand).
Ona:

deg(Ky.) = D2+ K. D =(D+mH)? + (K, . D+mH)
= deg(K)) + 2m deg(D) + m B2 + m K, . H

les deux derniers termes sont divisibles par d; d'aprés a) deg(D) l'est également, d'ou:
deg (K,) = 2 (modulo d).

Comme d> 2, D’ ne satisfait pas la condition 1.2, et fournit un contrexemple & v).
2.— Contre—exemple 3 v*)

2.1.~ On supposera désormais (pour simplifier) que » = 4.
Reprenons la courbe D= G U, Cy du paragraphe 1.
On va montrer les faits suivants :

(A) lasuite exacte normale de D¢ X¢ P4 n'est pas scindée.

(B) Soit S= Xn X’, une surface lisse contenant D, avec deg X’ ==k suffisamment grand;
soit D’ une courbe lisse du systéme linéaire [mH + D| sur S, avec m suffisamment
grand; alors la suite exacte normale de D’ ¢ Xc P4 n'est pas scindée.
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2.2. Lemnme : (A) == (B).

Démonstration : On  notera e, € H(N) X(~d)) la  classe de l'extension
0 r Ny X ,NDH"* : UD(d) v 0, et pour toute hypersurface X’  telle que
XnX=S§, on  notera F’é, € HY(N S(~d)) la  classe de I'extension:
0—— N, §—— N X" — 4(d) 0

— mémeg notations pour D’.
Considérons la suite exacte : 0 » NS + Ny X a.(k) — 0; elle fournit une

D
fléche a: EM(N,S(~d) — HY(N X(~d)), telle que o(F% )= e,

i) Supposons  § fixée, et soit m tel que H(4(~D)(k-d-m)) =0 : cela entraine :
Ho(ds(k—d)) —— H%(4,.(k~d)), pour toute courbe D’ dans le systéme linéaire
|mH+ D| sur S. On en déduit immédiatement : si e, = 0, il existe une hypersurface
X" de degré k, telleque Xn X" = 3, et F;f" = 0.

it) Considérons la suite exacte : 0—— 4(-d) — (D’ (=d)) — N, 5(—d) — 0.
Elle fournit une fléche 8y, + BN, §(~d)) — HQ(OS(— )); on a par ailleurs

I'application naturelle donnée par le cup—produit :
B+ B2(g(~d)) — Hom(EV(g(d)),H(4));

on vérifie facilement que £ est injective, dés que Ksz 0.
11 est alors bien connu que l'image fo 6D,(F§,I) € Hom(H%(g(d)),%(4)) s'identifie au

[Ap-]
composé : Ho(as(d) — B(Ty) 2, H( as), ol [AD,] est le cup—produit par la

classe Aj, € H(Q) de D', et la fléche Ho(os(d)) —— H(T;) provient de la suite

exacte :

0 4 TS = X"lS ! %(d) + 0.



iii)

2.3~
0
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11 est alors facile de vérifier que [AD,] ne dépend que de la "clagse de cohomologie
primitive” de D, ie. [A,]=[A}] si A, =2

On en déduit que [A),] = [A

p" + ﬂAH . ne Z.

ol

Choisissons alors , (et S), tels que l'on ait : HY(G(D(-d))) =0 (il est facile de voir

que cette condition est satisfaite pour % assez grand).

Supposons par I'absurde que €y =0, ol D’ est lisse et choisie comme en i) : il existe
alors X", telle que Fg',' = 0. On en déduit que fo 6D,(F§:) =0, et, d'aprés ii) que
[Ay-] = 0. Toujours d'aprés ii), il vient [A}] =0, d'ou fo 6D(Fi§") = 0. Or le choix de
k, fait en iii), entraine que §D est injective. Comme £ est également injective, on en

H
déduit Fg =0, et immédiatement e =0, ce qui contredit (A).

Preuve de (A) : la suite exacte normale de Dc Xcb4 s'écrit

» NJX » NP + 4 (d) » 0 il est clair qu'il suffit de prouver

(N P4(~d)) = 0.

(Ev)

(E)

i)
et

ii)

Considérons les suites exactes suivantes : (cf. [6]).
0 — NPY-d) — NDﬂ’4(—d)| 0,® ND[P4(~—d)| 0 NDU’4(—d)| p—0
0 — Ncll!’4(~d) — Nnﬁ’4(—d)§ o Cp— 0.

Ona: W(N, PH~d)) = 1 = h(N, P4(~d)).

11 suffit donc de montrer ;
HO(NPY(~d) ) = FO(N P4(~d))

HO (N PA(~0) ® EO(N P4(~d)) < B(N,PH~d) ).
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i) Par Riemann—Roch et par dualité, HO(ND(P‘*(—d)' Ci) = HO(NCiﬂ?‘*(-d)) si et seulement si
l'inclusion HO(N P4*(-d)e Kci) s HO(NCiW*(d)@ Kci) est stricte; or, pour d2 3, le
faisceau NCiIP‘**(d) ® K, est engendré par ses sections globales. La conclusion est donc

1

immédiate, au vu de la suite exacte duale de (E3).

ii La section de HY(N, P4(—d)) provient de la section canonique de NCiPi(-—d) pour
1

I=1,2. L'assertion résulte immédiatement du fait que les espaces tangents de Py et Py
sont transversaux au point p, et la description locale de NDIP4.

24— Remarque : Il est naturel de penser qu'une courbe du type € Up Cp fournisse des
contrexemples & v) et v*); en effet considérons la surface réduite P = P; Uy Py, union des plans
Py et Py se coupant transversalement au point p. Alors son intersection schématique avec X
n'est pas la courbe réduite Ci Up Gy, mais posséde un point immergé, de sorte que D n'est
qu'ensemblistement l'intersection Pn X.

3.— Concernant les autres points de la conjecture de Griffiths et Harris, on peut faire la remarque
(peut—étre évidente) suivante :

3.1. Lemme : ii) = i).

Démonstration : Supposons qu'une hypersurface X générale contienne une courbe de degré m, et
que I'application d'Abel Jacobi Py soit nulle.

Il existe une variété irréductible W munie d'une application propre p: W— %
F=P(H(P4,0(d))), telle que la fibrede p en X paramétre des courbes de degré m contenues
dans X; deux telles courbes sont homologues et pour X générale, on a: V C, C’ € pi(X),
gaX(C’ - ("} = 0; en fait, ceci reste vrai pour tout X lisse : En effet, si H dénote une section

plane de X, on a, pour X générique, wx(dC —mH) =0, YCe p}(X). Par irréductibilité de W,
ceci reste vrai pour tout Xe€ & Donc gax(C —C’) est un point de torsion, constant sur les

composantes connexes de pY(X) = pH{X). Mais la normalité de % et l'irréductibilité de W
entrainent que st W Wi — X est la factorisation de Stein de p, chaque composante
irréductible du produit Wj x £W1 domine %. Ce qui entraine facilement le résultat

Fixons une droite A de P4, et notons Fp la famille des hypersurfaces de degré d
contenant A. Notons WA = p'l(.,%’A); on a alors une fonction normale v A définie comme suit
sur By ¢ soit X lissee B, et soit Ce p(X); alors deg(mA-C)=0 et l'on peut poser
vA() = py(ma - 0).
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Or il est connu que le groupe des fonctions normales sur ‘ZA est cyclique engendré par la
fonction normale yg définie par : zxg(X) = ¢ (dA — H) (il suffit de généraliser l'argument de
4], §3). On en déduit qu'il existe un entier %k tel que : VY Xlissee Ep
@x(mA - 0) = kgax(dA ~ H), pour Ce piX).

Comme A se déforme continuement sur A’ on a en fait k= &’; sur J&‘A n ‘ZA’ il vient
donc : (m—kd)@x(A—A’) = 0. Mais d'aprés Griffiths [3], si X est générale dans BAN Fp L,

QX(A—A’) € J(X) n'est pas un point de torsion. Donc m — kd = 0, ce qui prouve i).

4.— Conclusion : En paragraphe 1 on a dégagé la condition 1.2 nécessaire pour qu'une courbe C
soit compléte intersection XN Y de X et d'une surface ¥ de P4 Si d divise le degré de C,
cette condition est automatiquement satisfaite lorsque C  est sous~canonique (i.e.
3 m/K'C = g,(m)). De méme, il semble difficile de construire par des procédés analogues i celui

décrit en paragraphes 1 et 2, des courbes sous—canoniques qui n'ont pas la suite exacte normale
scindée. I n'est donc pas exclu que v), v*) soient vrais pour les courbes sous—canoniques.
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