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0.- Dans [4], Griffiths et Harris proposaient l'eventail suivant de conjectures concernant les

courbes contenues dans une hypersurface generale de 1P4 de degre 6 [i.e. de fibre canonique

ample).

i) on a: d divise deg(C)
ii) l'image de l'application d'Abel-Jacobi: l{Jx: Hom2(X)/Rat2(X) ----.... fl(X) est reduite a

zero

iii) le groupe Hom2(X)/Alg2(X) est trivial

iv) le groupe Alg2(X)/Rat2(X) est trivial

v) si C est llsse, C est intersection complete xn E, de X et d'une surface E de 1P4.

Mark Green a explique dans son expose les progres recents concernant ii); cette note se

propose de montrer que v) est faux, ainsi d'ailleurs que l'enonce v") suivant, qui est plus faible;

v') la suite exacte normals de C c Xc 1P4 est scindee.

Je remercie Ie C.I.R.M. et l'Universite de Trento pour l'excellent accueil qui nous a ete fait

lors de ce congres, ainsi que C. Ciliberto et E. Ballico pour m'avoir autorisee a inclure ces

remarques dans leurs "proceedings".

1.- Contre-exemple a. v)

1.1.- On supposera d> 2, le cas d=2 etant trivial, puisque toute quadrique contient une

drolte.
Soit Xc lPn, 4, une hypersurface lisse de degre d, et soit Cc X une courbe lisse;

supposons qu'il existe une surface Ec IPn telle que C soit I'lntersection complete de X et de E.

Comme C est lisse, E eetlfsse le long de C, de sorte que Sing E est constltue de points lsoles

non situes sur C. Soit T:!: ---4 E une desingularisatlon de E. On a une inclusion naturelle

Cc E, et C est un membre du systeme linealre Ir* 1(d)1 sur E. La classe de C dans

H2(!:,Zl) est done divisible par d, ce qui entraine :
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- d divise (O)E

d divise (KE· C)E

la formule d'adjontion donne alors :

1.2.- d divise deg(Kd.

1.3.- Considerons maintenant la courbe apoint double ordinaire D constituee de deux sections

planes llsses P, n X=: G1 , P2n X=: G.J de X, se rencontrant transversalement en un point p.

Une teile courbe existe car n 4.

On a, pour i = 1,2 :

a) d divise deg(Gi)
b) d divise deg(Kc)-

D'apres b) on a alors: deg(K
D
) =: deg(K

c1
) + deg(K

c2
) + 2= 2 (modulo d). Soit alors S une

surface lisse intersection complete X n Xl n...f1 Xn-3 , contenant D, et soit D' C S un membre

lisse du systeme Iineaire 1m H + DI sur S; (D' existe pour m suffisamment grand).

On a:

deg(K
D
, ) ee D'2 + Kg . D' (D+mHF + (Kg. D+mH)

= deg(KD) + 2m deg(D) + m2 IP + m Kg. H

les deux derniers termes sont divisibles par d; d'apres a) deg(D) l'est egalement, d'ou :

deg (K
D
, )=2 (modulo d).

Comme d> 2, D' ne satisfait pas la condition 1.2, et fournit un eontrexemple av).

2.- Contre-exemple av')

2.1.- On supposera desormaia (pour simplifier) que n = 4.

Reprenons la courbe D= Gl Up G.J du paragraphs 1.

On va montrer les faits suivants :

(A) la suite exacte normale de Dc Xc 1P4 n'est pas scindee.

(B) Soit S =: xn X', une surface lisse contenant D, avec deg X' =: k suffisarnment grand;

soit D' nne courbe lisse du systeme lineaire ImH+ DI sur S, avec m suffisarnment

grand; alors la suite exacte normale de D' c Xc 1P4 n'est pas scindee,
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2.2. Lemme: (A) ==} (B).

Demonstration On notera eoE W(NoX(-d)) la classe de l'extension

0----1 NoX ----I Nl4 ----l tb(d) ----> 0, et pour toute hypersurface X' telle que

X' n X = S, on notera E W(NoS(-d)) la cIasse de l'extension:

o----I NoS----I NoX' ----> (d) ----I 0

- memes notations pour D'.

Considerons la suite exacte : 0 -----> NoS---l NoX ----I t'o(k) ----I 0; elle fournit une

fleche a: Jl1(NoS(-d)) -----I W(NoX(-d)), telle que = eo'

i) Supposons S fixee, et soit m tel que W( q,(-D) (k-d-m)) = 0: cela entraine :

HO(q,(k-d)) --H HO(tb,(k-d)), pour toute courbe D' dans le systeme Iiaeaire

ImH+ DI sur S. On en deduit immediatement : si 11>' 0, il existe une hypersurface
,.,x"

Xl' de degre k, telle que xn Xl' = S, et i'D' = o.

ii) Considerons la suite exacte: 0 ----I q,(-d) ----I q,(D' (-d)) ----> No,S(-d) ----l O.

Elle fournit une fleche DD': W(No,S(-d)) ----> Jil(q,(-d)); on a par ailleurs

l'application naturelle donnee par le cup-produit :

on verifie facilement que (3 est injective, des que Ks O.
,.,x"

II est alors bien connu que l'irnage (30 bO,(i'D,)E Hom(HO(q,(d)),Jil(q,)) s'identifie au

['\']
compose: HO( q,(d) -----> Jl1(Ts) I Ji2(q,), ou [''0'] est Ie cup-produit par la

classe '\' E W(Os) de D', et la fleche HO( q,(d)) --I Jl1( Ts) provient de la suite

exacte:



273

11 est alors facile de verifier que [AD'] ne depend que de la "classe de cohomologie

primitive" de D', i.e. [AD']= [ADII] si AD' = ADII + nAH , nE 71..

On en deduit que [AD']:::: [AD]'

iii) Choisissons alors k, (et S), tels que l'on ait: W(C'g(D(-a))) =0 (il est facile de voir

que cette condition est satiafaite pour k assez grand).

iv) Supposons par l'absurde que eD' =0, ou D' est lisse et choisie comme en i) : il existe
...xli .x"

alors X", telle que 1"0' = O. On en deduit que (30 0n'(l"o') = 0, et, d'apres ii) que
...xli

[AD'] = O. Toujours d'apres ii), il vient [An] = 0, d'ou (30 8D(1'0 ) = O. Or Ie choix de

k, fait en iii), entraine que 8n est injective. Comme (3 est egalement injective, on en
...xli

deduit 1"0 =0, et immediatement e
D
= 0, ce qui contredit (A).

2.3.- Preuve de (A) : la suite exaete normale de

o--l NnX --l Nl4 --I tb(d) --10; il est clair qu'il

hO(Nl4(_d) = O.

Considerens les suites exactes suivantes : (cf. [6]).

Dc Xc 1P4
suffit de

s'ecrit
prouver

--I N 1P4(_d)I (£l N 1P4(-d)1 --l N 1P4(_d) I --l0
D Cl D C2 n P

o --I N 1P4(- d)
Cl

--I N 1P4(- d)1 --I (p --l O.
D Cl

i)

et

ii)

On a: hO(Ncr(-d)) = 1 =hO(Ncl4(-d).
11 suffit done de montrer :

lJO(N 1P4(-d)I ) lJO(N 1P4(-d)
D Ci Ci
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i) Par Riemann-Roch et par dualite, JiO(Nl4(_d)1 OJ) = JiO(NdI4(-d)) si et seulement si

l'lnclusion JiO(NDIP4*(-d)@ K
Ci

) Co> JiO(N
CilP

4*(d)@ K
Ci

) est stricte; or, pour 3, Ie

fatsceau N
Ci

lP4*(d)@ K
Ci

est engendre par ses sections globales. La conclusion est done

immediate, au vu de 180 suite exacte duale de (E2).

ii La section de JiO(NCilP
4(-d)) provient de 180 section canonique de No/i(-d) pour

i = 1,2. L'assertion resulte immediatement du fait que les espaces tangents de PI et P2

sont transversaux au point p, et la description locale de Nl4.

2.4.- Rema.rque : II est naturel de penser qu'une courbe du type C1 Up G.l fournisse des

contrexemples av) et v"); en effet eonsiderons la surface reduite P = PI Up P2, union des plans

PI et P2 se coupant transversalement au point p. Alors son intersection schematique avec X

n'est pas 180 courbe reduite Cl Up G.l, mals possede un point immerge, de sorte que D n'est

qu'ensemblistement l'intersection pn x.

3.- Concernant les autres points de 180 conjecture de Griffiths et Harris, on peut faire 180 remarque

(peut-etre evidente) suivante :

3.1. Lemme: ii) ==:} i).

Demonstration: Supposons qu'une hypersurface X generale contienne une courbe de degre m, et

que l'application d'Abel Jacobi 'Px soit nulle.

Il existe une variete irreduotlble W munie d'une application propre p: W ---i .ii;
$= lP(JiO(lP4,O(d))), telle que 180 fibre de p en X parametre des courbes de degre m contenues

dans Xj deux telles courbes sont homologues et pour X generale, on a: V C, C' E p-l(X),

'Px(C - C') = 0; en fait, ceci reste vrai pour tout X lisse: En effet, si H denote une section

plane de X, on a, pour X generique, 'Px(dC- mIl) = 0, VCE p-l(X). Par irreductibilite de W,

ceci reste vrai pour tout X E..fa Done 'Px(C - C') est un point de torsion, constant sur les

composantes connexes de p-l(X) x p-l(X). Mais 180 normalite de $ et I'irreductibilite de W

entrainent que si W-- WI__ X est la factorisation de Stein de p, chaque composante

irreductible du produit WI x $ WI domine $. Ce qui entraine facilement le resultat

Fixons une droite tl de lP4, et notons $tl 180 famille des hypersurfaces de degre d

contenant tl. Notons Wtl = p-l($tl)j on a alors une fonction normale /Itl definie comme suit

sur $tl: soit X lisseE $tl et soit CE p-l(X)j alors deg(mtl-C) =0 et l'on peut poser

/Itl(X) 'Px(nus> C).
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Or il est connu que le groupe des fonctions normales sur $ll est cyclique engendre par la

fonction normale definie par: (X) = I{Jx( tit:,. - H) (il suffit de generaliaer l'argument de

[4J, § 3). On en deduit qu'il existe un entier

9lx(mA-C)=kI{Jx(dll-H), pour CEp'l (X) .

Comme A se deforme continuement sur A' on a en fait k= k'; sur $A n $A' il vient

donc : (m-kd)9l x(ll-ll') =O. Mais d'apres Griffiths [3J, si X est generale dans $A n $A' ,

9lx(A- A ' ) E J(X) n'est pas un point de torsion. Done m - kd= 0, ce qui prouve i).

4.- Conclusion: En paragraphs 1 on a degage la condition 1.2 necessaire pour qu'une courbe C

soit complete intersection xn E de X et d'une surface E de 1P4. Si d divise Ie degre de C,

cette condition est automatiquement satisfaite lorsque C est sous-canonique (i.e.

3 miKe = De meme, il semble difficile de construire par des precedes analogues acelui

decrit en paragraphes 1 et 2, des courbes sous-eanoniques qui n'ont pas la suite exacte normale

scindee. Il n'est done pas exclu que v), v') soient vrais pour les courbes sous-canoniques.
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