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ALGEBRES DE HECKE ET SERIES PRINCIPALES
GENERALISEES DE Spy(F)

LAURE BLASCO et CORINNE BLONDEL

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire et G
le groupe Sp,(F). Suivant le programme, décrit par C. Bushnell et P. Kutzko [6],
de description des représentations lisses de G de support supercuspidal donné a
partir de types, nous avons construit dans [2] des types induits associés aux
représentations supercuspidales des sous-groupes de Levi maximaux de G. Nous
calculons maintenant leurs algebres de Hecke et en déduisons quelques
conséquences sur les représentations induites correspondantes.

Le parti-pris adopté ici est d’exploiter au maximum le point de vue et les
résultats de [6]: les calculs d’algebres de Hecke sont effectués sur la base du § 11
de cet article.

Soit P un sous-groupe parabolique maximal de G, M un facteur de Levi de P,
(Jy»> Ty) un type pour une classe d’inertie de représentations supercuspidales
irréductibles w de M, et (J,7) une paire couvrante de (Jy, 7y). Le théoréme
(11.3) de [6] affirme que sous certaines hypothéses et pour un bon sous-groupe
compact maximal K de G, I'algebre de Hecke (G, 7) est isomorphe (comme
espace vectoriel) au produit tensoriel (M, 7)) ® # (K, 7). La structure de
H (M, 7)) et la dimension de # (K, 7) (dimension deux en I’occurrence) sont
données dans [6].

Partant de ces résultats et des suites de paires couvrantes de [2], nous décrivons
complétement les algebres #(G, 7). Le sous-groupe de Levi M étant fixé, la
décomposition précédente nous conduit a des algebres toutes construites sur le
méme groupe de Coxeter a deux générateurs: le groupe de Weyl affine de SL,(F)
si M est isomorphe a F*xSL,(F), celui de U(1, 1)(F) si M est isomorphe a
GL,(F). La structure des algebres est décrite dans le théoreme (1.11), les relations
quadratiques satisfaites par leurs générateurs par les tableaux (2.17) et (3.17).

La connaissance des algebres de Hecke (G, 7) permet alors de décrire la
structure des induites indgw et en particulier de déterminer celles qui possédent
une sous-représentation de la série discrete (§§ 1.f, 2.e et 3.e).

Bien entendu ces résultats ne sont pas nouveaux : cette description a été faite
complétement par P. Sally et M. Tadi¢ dans [18], en caractéristique résiduelle
quelconque, a partir de travaux de F. Shahidi, et de J.-L. Waldspurger concernant
GSp4(F) [19, 20, 21]. 11 est cependant intéressant de traiter complétement sur un
exemple, la question de réductibilité des induites a partir de la théorie des types
induits et des algebres de Hecke associées.

A une exception preés (voir (2.17)), les algebres que nous obtenons sont
isomorphes a des algebres de Hecke sur SL,(F) ou U(1, 1)(F) relatives a un
caractere quadratique d’un sous-groupe d’Iwahori. On pourrait donc, comme dans
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[17], étudier la réductibilité des induites a 1’aide d’isomorphismes d’algebres de
Hecke convenablement normalisés pour préserver la structure L? (voir (1.12)).
Compte tenu de notre point de vue et de la présence d’une algebre
‘exceptionnelle’, nous avons traité directement cette question a partir de notre
description de #(G, 7).

Parmi les algébres de Hecke obtenues, celles ‘de niveau 0’ ont été calculées par
L. Morris dans [15], pour un groupe réductif quelconque; nous les incluons
néanmoins parce que notre procédé n’établit pas de distinction entre le niveau 0O et
les niveaux supérieurs. D’autres figurent dans 1’article de A. Moy [16], qui traite
de GSp4(F). Par ailleurs, R. Howe et J.-L. Kim [9] ont annoncé la structure des
algebres de Hecke sur Spy(F) associées aux types construits dans [11], dans des
cas de niveau strictement positif, en caractéristique 0 et caractéristique résiduelle
suffisamment grande. Sous ces hypotheses et lorsque la représentation 7, est
induite d’une représentation de dimension 1, cette structure est décrite dans [12].

La premiere partie explique la méthode de calcul des algeébres de Hecke
utilis€ée. La deuxiéme et la troisiéme parties sont consacrées respectivement aux
sous-groupes paraboliques standard associés a la racine longue (de facteur de Levi
isomorphe a F* x SL,(F)) et a la racine courte (de facteur de Levi isomorphe a
GL,(F)).

NotATIONS. Les notations sont essentiellement celles de [2]; nous rappelons
les plus importantes. Le corps de base F est un corps local non archimédien de
caractéristique résiduelle p impaire. On note o ’anneau des entiers de F, p = wp
son idéal maximal, k ou kr son corps résiduel, de cardinal g.

(0.1) On travaille sur le groupe G = Sp4(F) que ’on identifie au groupe des
matrices g € M,(F) fixant la forme alternée sur F * de matrice

0 0 0 1
0 010
0 -1 0 O
-1 0 0 O

A conjugaison prés, G possede deux sous-groupes paraboliques maximaux notés
P, (parabolique de Siegel) et Pz dont les sous-groupes de Levi M, et Mg sont
isomorphes respectivement a GL,(F) et F*xSL,(F). On note N, et Nﬁ+ les
radicaux unipotents de P, et Pg, et N, et Ng leurs opposés par rapport a M, et
Mg respectivement. Dans la suite on abrégera en général les notations en M, P,
N", N~ et P~ =MN " : ainsi P désignera P, ou Ps indifféremment dans la
premicre partie, Pz dans la deuxieme partie, et P, dans la troisicme partie.

(0.2) On identifie Mg a F*x SL,(F) au moyen de 1'isomorphisme :

A0 O
F*XSL,(F) — Mg, (Ngr— 0 g 0
0 0 X\
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Notons que

Ng = /x,y,z€F

1

S o O =
S O = o=
S = O =

(0.3) On identifie M, a GL,(F) au moyen de I’isomorphisme :
- (& 0
GL,(F) —M,, gr—g= ( dg]>

0
sd__d by o, _ (ab
ou g_(c a) Slg_(c d)'
Soit A,(F) le sous-groupe de M,(F) formé des matrices dont les coefficients
diagonaux sont égaux. Alors X— X' = ((I) )1() et X—X = (}I( (;) sont des
isomorphismes de A,(F) sur N, et N, respectivement.

(0.4) Soit J un sous-groupe ouvert compact de G. On note J* =J NN,
J T =JNnN etJy=JnM.

(0.5) Soit J un sous-groupe ouvert compact de G et 7 une représentation lisse
irréductible de J dans un espace vectoriel complexe W. Nous notons #(G, 7)
I’algebre de Hecke de G relativement a (J, 7), définie comme 1’algébre de
convolution, pour la mesure de Haar sur G donnant a J le volume 1, des fonctions
f lisses a support compact de G dans End W vérifiant: f(kgh) = 7(k)f(g)7(h)
pour tous €léments A, k de J, et g de G.

Cette définition est celle de #(G, ¥) dans [6]. Certains énoncés sont donc
modifiés en conséquence.

1. L’algebre de Hecke comme produit tensoriel
l.a. Le contexte

Soient sy = [M, 7]y et sg=[M, w|g les classes d’inertie dans M et G
respectivement d’une représentation w irréductible et supercuspidale de M. Nous
avons rappelé dans [2, 1.1 et 1.2] la description d’un sy-type (Jy, 7p7) qui vérifie
les hypotheses (11.1) de [6] — essentiellement, la représentation 7 est induite d’un
prolongement de 7, a E sous-groupe compact modulo le centre dont J;, est
sous-groupe compact maximal.

Une suite (J;, 7;);cz de paires couvrantes de (Jy;, 7)) est construite dans [2];
d’apres [6, théoreme (8.3)] et [4], chacune des paires (J;, 7;) est un s;-type dans
G. Le point de départ de la description de ’algebre de Hecke d’une de ces paires
est le suivant.

(1.1) On peut choisir ke Z tel que la paire (J,7)= (Jy, 7y) vérifie les
hypotheses (11.2) de [6] relativement au sous-groupe K = Spy(0) de G.

Un tel choix sera fait au § 2 pour P = Pg, et au § 3 pour P = P,. Choisir k tel
que J; soit contenu dans K est facile, et K = Spy(o) vérifie évidemment
(11.2)(1), c’est-a-dire G = PK, et (11.2)(ii)): K "M est un sous-groupe compact
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maximal de M. En fait (11.2)@iii) résulte du fait que J, est contenu dans un
parahorique convenable (c’est la remarque (11.3) de [6]). La derniére condition
(11.2)(iv) n’est pas liée a J: il s’agit de trouver un systeme de représentants de
Ng(sy)/M dans K formé d’éléments qui normalisent Jy, et fixent la classe
d’isomorphisme de 7.

1.b. Le cas trivial

Par définition Ng(sy) est formé des éléments g de Ng(M) tels que les
représentations m et w° soient équivalentes a torsion prés par un caractére non
ramifié de M. Mais Ng(M)/M est d’ordre 2, engendré par la classe d’un élément
w de K. Le cas trivial ou les classes d’inertie [M, 7]y et [M, 7], sont distinctes
est donc réglé par le théoréeme (12.1) de [6], qui décrit un isomorphisme
d’algebres: # (M, 1y;) — #(G, 7), préservant le support des fonctions. Dans
notre contexte ’algebre # (M, 7)) est commutative et les représentations induites
ind$ 7', ot 7’ est tordue de 7 par un caractére non ramifié de M, sont irréductibles.

l.c. Le cas non trivial

Nous nous placons a partir de maintenant dans le cas non trivial ou les classes
d’inertie [M, w|y et [M, ©"]), sont égales. Le théoreme (11.4) de [6] décrit alors
un isomorphisme d’espaces vectoriels complexes, de # (M, 7),)-modules a droite
et de # (K, 7)-modules a gauche :

(1.2) H (K, 7)@c A M, 1y) = H (G, 7), f@or—f*ip-(¢).

La description de I’algebre #°(G, 7) repose donc sur celle de (K, 7) et sur
I’étude du produit tensoriel ci-dessus.

1.d. L’algebre # (K, 7)
D’apres [6, (11.6)], elle est de dimension 2 et a pour base (I, T;,), ou:

(i) 1 est I’élément unité de #(G, 7), de support J et valeur Iy en 1;

(ii) T, a pour support JwJ, pour un élément w de K d’image non triviale dans
Ng(sy)/M et vérifiant wlyw ™" = Jy, et 73y = 7.

Noter que ces conditions entrainent I’inversibilit¢ de 7,,(w) dans End W. De

plus w? est un élément de M qui entrelace 7,,, donc un élément de Jy, N K = J,,
et T,,(w)T,,(w™") est un scalaire non nul; on demandera:

T,W)T,(w™ ") = Iy, soit T,,(w)* = 71y (w?).

La structure de #(K, 7) est déterminée par ’expression de T, *x T, dans la
base ([, 7,). Or on peut choisir w et la paire (J, 7) = (J;, 7¢) de (1.1) de fagon
que wJyw ' appartienne 2 la suite de paires (J;, 7;); précisément :

(1.3) il existe un entier h =k tel que

wliw =0l wlpw =000
en conséquence :

Jowlw ™ =00yl Iwd =T Tywl .
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Ceci permet une premiere réduction du calcul :

TW*TW(g)zéTw(x)Tw(x_lg)dx: Z T, (x)T,(x"'g)

Jwl /J

= Y TwTw g

J/Jawiw=!
=T,(w) > T.(w ' ')
I/
=T,(w) > T,(i 'w'g).
VAWD A

Or T, x T, s’écrit sous la forme bT,, + cl ou b et ¢ sont des scalaires, d’ou:

cly =T, *T,(1) = [J~ : Iy IT,(w) T, (w ™),

bIW:Tw<W)_1Tw*Tw(W) = Z Tw(j)
(1.4) JEITN\U,S nawl)
) Tr,),
- dimw "

JEIINUS N Iwd)

Comme la valeur de Tr7,,(j) pour j€J," est invariante par conjugaison par
Jy, on effectue une derniere réduction en introduisant A, un systeme de
représentants dans J," des orbites de I’action par conjugaison de J,, sur le quotient
JE\(J," nJwJ). On note Q, I'orbite de x € A pour cette action. On a alors

TrT,(x)
L5 bly = CardQ, ————=1Iy.
( ) w ); ar X dim W w

l.e. Le produit tensoriel

Lalgebre #' (M, 1;) est commutative et les hypotheses (11.1) de [6] assurent
que les éléments du support de #'(M, 7),) normalisent Jy,. Elle est isomorphe a
C[Z,Z7'] ot Z est un élément de # (M, 7)) de support Jy,zJy,. Nous verrons
aux 8§82 et 3 que I'on peut choisir I’élément z positif relativement a (P, J)
[6, (6.5)], plus précisément :

(1.6) il existe un entier j = h tel que

—1 | — —
iz =000, i =0 cly

D’aprés [6, § 7], image Z :=1p-(Z) de Z dans #(G, 7) a pour support JzJ.
Grace a (1.2) la structure de #(G,7) est entierement caractérisée par les
coefficients b et ¢ de (1.4) et par 'expression de Z *x T, et Z ' % T, dans la base
{Z')ieZ}yu{T,xZ'/icZ} de #(G,7). Or les situations des §§2 et 3
présentent les mémes caractéristiques :

1.7y 1l 'y a un sous-groupe réductif H de G tel que la réunion
{z'/ieZ}yu{wz' /i€ Z) forme un systeme de représentants dans H du groupe
de Weyl affine W de H relativement au sous-groupe d’Iwahori % = HNJ. Le
groupe W est un groupe de Coxeter de base S = {w, wz}.
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Dans cet énoncé et dans la suite on identifie W et son systéme de représentants
{z'/ieZ}yu{wz'/i€Z}, selon TI’abus de notation usuel. On parlera en
particulier de longueur pour ces éléments: si x est un élément du systeme de
représentants ci-dessus, /(x) désignera la longueur d’une décomposition réduite de
la classe de x dans le groupe de Coxeter (W, S).

Le groupe H sera isomorphe a SL,(F) au §2 et a U(1,1)(F), associé a une
extension de F ramifiée ou non selon que w appartient a la série ramifiée ou non,
au § 3.

(1.8) LEMME. Posons s =wz et T, =T, ' *Z. L'élément T, de #(G,7) a
pour support JsJ.

Démonstration. L’inversibilité de T,, découle de (1.4): ¢ est non nul. Il suffit
de montrer que

(i) s appartient au support de # (G, 7);

(i) si T, est un élément de #(G, 1) de support JsJ, alors T, *x T, a pour
support JzJ.

Or s = wz normalise (Jy;, 73y) comme w et z. Par (1.3) et (1.6):
(1.9) s Tscdt, T s U sy
donc s entrelace 7. Alors (i) est immédiat puisque le support de T, * T, est

contenu dans: JwJsJ = JW]+JMW71WJ78J = Jwss 'J 5] =JzJ. (Rappelons
que w? appartient a J;.) O

On normalise T, comme 7, : 52 appartient a Jy; par (1.7) et T,(s) est unique a
scalaire pres; on demande donc

T,(s)Ty(s™") = Iy, cest-a-dire Ty(s)* = 7p,(s?).

Ces normalisations entrainent la normalisation de Z =T, *x T,, donc de Z.
Enfin, dans la situation du §2 et du § 3 nous aurons toujours :

(1.10) le groupe engendré par J et s est compact et T, vérifie :

T,*T,=b"T,+c°l, oub®°cC,c®ecC

En effet par [7], T, engendre alors une sous-algébre de dimension 2.
Dans une telle situation on obtient la structure de (G, 7).

(1.11) THEOREME. L’algébre A (G, 1) est une algébre de convolution sur
(W, S). Elle a pour base comme espace vectoriel complexe la famille (T,),cw
d’éléments T, =T, *...xT,, de support JxJ, o x =0y...0, est une décom-
position réduite de x dans W. Elle est engendrée comme algebre par T, et T,
avec les relations :

T,*xT,=bT,+cl; T,*xT,=b"T,+c°l.

Démonstration. On suit ici la définition d’algebre de convolution sur un
systtme de Coxeter donnée par Matsumoto [14, §2]. Noter que les éléments T,
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sont bien définis: z est d’ordre infini donc la décomposition réduite d’un élément
x de W est unique. Il suffit de montrer

(i) que #(G, 7) est engendrée comme algebre par T, et T;;

(i1) que le support de T, est JxJ ;

(iii) que la famille 7, ainsi définie est une base de 7.

(i) L’algébre #(G, 7) est engendrée par T,,, Z =T, * T, et Z ' =T, ' * T, ";
or TW_1 (respectivement T_Y_l) est combinaison linéaire de T, (respectivement TY)
et [.

(i) Remarquons une fois pour toutes que l’inversibilité de T, et T, entraine
celle de tous les 7 : il suffit de montrer que leur support est contenu dans JxJ.

Notons déja que pour x=7z' avec i€N on a T, =2Z', de support JxJ par
[6, §7]. Si x—zw pour i € N, on déduit de w 1J’Lch et 2'J 7z 'cJ que
JZ'Iwl = Jz'wl, d’ou le support voulu pour T, = T.; x T,,. Ceci régle la question
pour les éléments dont la décomposition redulte commence par w.

Les autres sont de la forme z ' ou z~'s avec i € N. La encore les conditions

s ' 7scJ etz Uz cJ entrainent Jz'JsJ = Jz 'sJ; reste A examiner les z
Mals z~' = sw et on montre comme en (1.8) que JsJwJ =Jz~ 'J. Enfin, puisque
27! est (P, J)-positif, T, est I'image par tp d’un élément de #'(M, 7)) de
support Jy, z ' donc T, i = (T, 1)" a pour support Jz~ .

(111) L’union {Z' /ZEZ}U{T xZ'/i€Z} est une base de /f(G 7), donc
{r,! *Z/IEZ}U{Z’/IEZ} en est une autre. On a Z' =T, si i€ N, et
T,'*Z' =T, *Z' "estégal a T,;i 1 sii—1=0.Dautre part Z ' =T, * T,
est combinaison linéaire de I, T, T, et T, le coefficient de T, étant non nul,
donc Z', pour i <0, est combinaison linéaire d’éléments T, pour /(x) <2i et de
T,i, le coefficient de T, étant non nul. En multipliant par 7, on trouve de méme
pour T, *Z' avec i <0, une combinaison linéaire dans laquelle le coefficient de

T,,i =T, i+ est non nul. O

Précisons pour la suite certaines propriétés de cette algebre. Posons pour
x €W :q,=volJxJ (cette définition est sans rapport avec 1’élévation de ¢g a la
puissance [(x), car la longueur / est celle de (W, S) considéré comme groupe de
Coxeter). Pour x, y € W tels que /(xy) =I(x) +(y), on a:

(1'12) Txy = Tx * Ty’ Txy(xy) = Tx<x)Ty(y>’ 9xy = 4x9y-

La premiére identité est tautologique, les suivantes s’obtiennent en détaillant le (ii)
de la démonstration précédente. Par exemple, pour i = 0:

T, * T, (z'w) = [ y T,(g)T,(g 'z'w)dg
=T,(z") Z T, (z 'jz'w) (car J2'J =T 20y 1)
J/Zd
or la derniére somme n’a qu’un terme car:
N wndwJ=NwnJ Jywl =[N~ ﬂJ_JM(WJ_w_l)]W =J w.
1.f. Application a la réductibilité des induites

Une fois déterminée la structure de #(G,7), on sait décomposer les
représentations induites de la forme ind$ 7 ® » (v caractére non ramifié de M)
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grace au théoreme (8.3) de [6], ou plutot son corollaire (8.4); nous le rappelons
ci-dessous sous une forme qui permet de travailler avec des induites normalisées.
Notons 6p- le module de I’action de M sur le radical unipotent N~ :

Sp- ()= :xJ xTN (xeM),

et tp-: H (M, 1y) — A (G, 7) I’'homomorphisme d’algebres injectif caractérisé
par 7p-(f)(x) = 8p-(x)"/?f(x) si x est un élément (P, J)-positif de M. (Le tp-
ici est le j - de [5, (7.6.20)] et le 1, de [17, Théoreme 9.2] et n’est pas le tp-
de [6]: on tord I’homomorphisme ¢ de [6, § 7] par la racine carrée du module et
non par le module lui-méme. Cette redéfinition de 7p- ne change rien aux
paragraphes précédents, dans lesquels la normalisation de Z n’est pas fixée a priori.)

Comme (J, 7) est une paire couvrante de (Jy, 7)), les catégories 2°(G) et

Mod-# (G, 7) (modules a droite non dégénérés sur # (G, 7)) sont équivalentes
via le foncteur

M, : #°(G) — Mod-#(G, 7), w+—— w, = Homy(7, 7).

L’action a droite sur 7, est donnée par

&£ (w) = / e )6(Flew)ds (fE H(G. 7). bem weW).

Enfin, I’'image par M, de la représentation induite normalisée indS 7 @ v est:
M, (ind§ 7 ® ») = Hom y (., (# (G, 7), (T @7),,,).

Le #'(M, 7y)-module a droite (m ® »),, est de dimension 1 puisque 7 ® » est
irréductible ; il est caractérisé par 1’action du générateur Z. On note D, le
H (M, 7y7)-module de dimension 1 et base v sur lequel Z opére par le scalaire
acC”. Le probleme de réductibilité de la représentation induite ci-dessus est
maintenant réduit a I’étude de la structure du (G, 7)-module a droite

X, = Homy/(M,TM)(t%ﬂ(G’ T)’ Da)'

La structure de (M, 7y)-module a droite de #(G,7) est fournie par
I’isomorphisme (1.2): (G, 7) est un H# (M, 7y;)-module libre de rang 2. Il est
réductible si et seulement si il contient une droite propre, completement réductible
si et seulement si il contient deux droites propres distinctes.

Or I'action de # (K, 7) a exactement deux droites propres sur lesquelles T,
opere respectivement par w; et w,, les deux racines distinctes de X 2_bX—c=0
(les racines de ce polynome sont distinctes dans les cas considérés aux §§2 et 3).
De méme ’action de 7, a deux valeurs propres distinctes o; et o5,.

(1.13) PrROPOSITION. Le module X , est réductible si et seulement si a est produit
d’une valeur propre de T,, et d’une valeur propre de T,. Le module X, est complétement
réductible si et seulement si a est un tel produit de deux facons distinctes.

Démonstration. Le module X, a pour base les fonctions A et A,, définies par
A(D) =A,(T,) =v et A(T,)=A,(I) =0, dont aucune n’est propre sous T,,;
en effet #(G,7) agit sur X, par translations a gauche de sorte que
A-T,(f)=A(T,*f) pour AeX, et f€#(G, 7). Un vecteur propre A de
H(G,7) vérifie donc A(l)#0 et A-Z()=AZ)=Al)-Z=aA(l); la

valeur propre de Z associée est donc a et puisque Z =T, * T, la condition
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de réductibilité donnée est nécessaire. 11 suffit maintenant de montrer le
résultat suivant.

Si a/w; est une valeur propre de T, alors tout vecteur propre A; de T,, dans
X, attaché a la valeur propre w; est propre sous # (G, 7).
En effet A; est propre sous # (G, 7) si et seulement si il I’est sous 7,. Or:
Ai(Ts) = Ai<TW71 *7) = wFIAi(Z) = aw;lAi(u)’

et on vérifie aisément que la relation A(7;) = o;A(l) # O caractérise les vecteurs
propres de T associés a la valeur propre o;. O

Dans les algebres de Hecke que nous obtenons aux §§2 et 3, les relations
quadratiques vérifiées par T,, et T, sont de trois types:

Type A: T*=(q—1)T+ql; valeurs propres —1 et ¢;
Type B: T?=1; valeurs propres —1 et 1;
Type C: T? = (¢* — 1)T +¢*1; valeurs propres —1 et g~ .

Autrement dit il y a des scalaires pu et u’ tels que 7,,/u et T,/ p’ vérifient une des
relations ci-dessus. On peut déja préciser les cas de réductibilité obtenus en
fonction des types de T,, et T, (a 1’ordre pres):

! . « e, .
a= —pp q (multiplicité 2),
AetA: 5
a=pp' ou pp'q” (multiplicité 1);

(1.14) AetB: a=*pp' ou * pup'q (multiplicité 1);
BetB: a= *pp' (multiplicité 2);
BetC: a=xpp ou *puu'q> (multiplicité 1).

Le scalaire a est relié a la représentation 7 ® v via:

(L15)  ad(w)=b-Z(w) = / r (g )é(Z(g)w) dg

=7@v(z HVZE)e(w) (pe(n® V)W EW).

Rappelons que Z(z) = 6, (2)~'/2Z(z), avec Z(z) = 3y (w 2) T, (W) Ty(s).

On détermine aux §§2.e et 3.e les points de réductibilité des induites
paraboliques de représentations supercuspidales de Mg et M, ; on retrouve ainsi
les résultats de P. Sally et M. Tadi¢ [18, Propositions 5.6 et 5.8]. La traduction
s’effectue en fixant la partie unitaire du caractére non ramifié »; en effet le point
de vue ci-dessus est de travailler sur une classe d’inertie de représentations
supercuspidales de M, soit avec un parametre s € C, tandis que dans [18] la partie
unitaire de la représentation est fixée et le parametre est réel.

Les représentations de carré intégrable de G correspondent via M, aux
caracteres Q de #(G, 7) tels que

QT,)|?
LI
xeWw qx
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(voir [5, (7.7.5); 3, §5]). Les propriétés (1.12) permettent de réduire cette

expression, avec a = Q(T,) = Q(7T,-1), sous la forme:

(S () ) -

d’ou une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la représentation
irréductible de G associée soit de carré intégrable :

(1.16) lal*<q, (q.=0p-(2)7").

2. Algebres de Hecke associées a SL,(F)
2.a. L'algebre A (M, 7y)
Le contexte est celui de (0.2) et du § l.a. Le sy -type (Jy, 7yy) est de la forme:

Uy =0"XIyp, Ty =X ® 71?4),
ou [2, 1.2]:

(i) x est un caractere de 0™ de conducteur /;

(ii) Jy est un sous-groupe parahorique de SL,(F), égal soit a SL,(0) (cas non
ramifié ), soit au sous-groupe d’Iwahori

0" o .
« | MSLy(F) (cas ramifié);
P D

(iii) ), est une représentation de Jy de conducteur n et défaut 0.

REMARQUE. Le cas ou Jy est conjugué de SL,(o) par (7§ ?) se déduit de
celui o Jy = SL,(p) par conjugaison par un élément g de GSpy(F), comme
indiqué dans [2, 1.2.3]. Les algebres de Hecke obtenues sont les mémes puisque la

conjugaison par g induit un isomorphisme d’algebres de #(G, 7) sur #(G, 7%).

La représentation induite de 7, a SL,(F) est irréductible. Le support de # (M, 7y;)
est donc F* X Jy; et I’algébre a pour base les éléments Z; de support Jy,z', avec i € Z,
et valeur t' (r € C* fixé) en z', ol z = diag(m_l, I,,w).Onaenoutre Z_; = Z et
Z;=Z%...xZ (i fois) pour i > 1, d’ou # (M, 7y;) =C[Z,Z"].

La représentation w de M = Mgz =F *x SL,(F) est produit d’un caractére 7
prolongeant x et de la représentation induite a SL,(F) de 7;. Un élément non
trivial du quotient Ng;(M)/M est

000 1
0 1 01 0 0
W:§<—1 0>: 00 1 0
100 0

ou I'on note { = ¢, le plongement de SL,(F) dans G associé¢ a la racine
2a + B3, orthogonale a 3 (cf. [2, I]).
Comme wdiag(a, g,a )w™' = diag(a™", g, a) pour a € F* et g € SL,(F), la
représentation 7" est produit de 7 par le caractére 7 > ® 1 de F*x SL,(F): m et
w

«" sont dans la méme classe d’inertie si et seulement si 172 est trivial sur o™,
c’est-a-dire si x> = 1. C’est ce cas non trivial que I’on examine dans la suite.
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2.b. Le choix des types

Des suites de paires couvrantes de (Jy, 7p,) sont construites en [2, II, (1.4) et
(1.5)]. Choisir une paire (J, 7) = (Jy, 7¢) dans chacune de ces suites telle que les
conditions (1.1) et (1.3) ci-dessus soient satisfaites, c’est choisir un cran de la
suite pour lequel J;, est contenu dans un parahorique convenable et kawfl =J,
est un cran suivant de la suite, encore contenu dans K = Sp4(p). Comme x> =1
on a [ = 1, cependant les suites dépendent de J,; et n. Le choix est le suivant (il
est implicite que I’on entend les intersections avec Sp4(F) ou parfois SL,(F) des
groupes indiqués).

Cas non ramifié: Jyy = 0 XSL,(0), k= —n+2, h=—n+3.

n pair:
0* pn/2 pn/2 p
n/2 n/2
i SL;(o) P ,
pn/2 pn/2
0 pn/2 p;'1/2 D><
D>< p}1/2 pn/Z 0
n/2 n/2
Jh = P SLZ(D) P 5
p;'1/2 pn/2
P pn/2 pn/2 0x
n impair :
0% p(n+l)/2 p(n+l)/2 P
(n=1)/2 (n+1)/2
P SL;(v) P
p(n—l)/Z p(11—0—1)/2
5 p(nfl)/Z p(nfl)/2 0%
0* p(nfl)/2 p(nfl)/Z 0
(n+1)/2 (n=1)/2
J, = P SL,(0) P
p(n+l)/2 p(;171)/2
p p(n+1)/2 p(VL+1)/2 0%
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X
Cas ramifié : Jy = 0™ X (g 02> NSL,(F), k=-n—1, h=—n.

n pair:
0¥ p/2+1 yn/2 P
, pn/2 X o pn/2
pn/z p 0 p<n/2)+1 ’
0 pn/2 pn/2 0x
0% pn/2 pn/2 0
5 pn/2 0% o n/2 ’
p(n/2)+1 p o n/2
P p(/2+1 /2 x
n impair :
0% p(n+l)/2 p(n+l)/2 )
S p(n=1/2 o o plnt1)/2
p(n+1)/2 p 0" p(n+1)/2 ’
o p1)/2 y(n=1)/2 X
0¥ p(n+1)/2 p(nfl)/Z o
. plnt1)/2 o o pn=17/2
p(n+1)/2 p 0 p(n+1)/2
P p(n+l)/2 p(n+l)/2 0%

2.c. L'algebre K (K, 1)

Puisque 7); est égale a 7y, "opérateur d’entrelacement T,,(w) est scalaire: on
pose T, (w) = Ny, pour A € C*. Comme w? opére par x(—1) on normalise par
T, (w)* = x(—1)Iy, et si x est trivial on choisira T,,(w) = Iy. Par (1.4):

2.1) c=gq ou q3 dans le cas non ramifié, ¢ = qz dans le cas ramifié.

Le calcul du scalaire b ((1.4), (1.5)) s’appuie sur 1’étude de 1’action de J,; sur
le quotient J "\ (J,” N JwJ). On utilise les notations de [2, I] pour faire référence
aux sous-groupes radiciels.

(2.2) LEMME. L’intersection J,” N JwJ est formée des éléments de J,  dont le
terme en 2a + 8, c’est-a-dire ’entrée (1,4), est de valuation 0.

Démonstration. Si n n’est pas égal a 1, il suffit de remarquer que les éléments
de J," dont le terme en 2« + 3 est de valuation au moins égale a 1 appartiennent
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a un sous-groupe parahorique ¢ contenant J et disjoint de #w ¢ :

o pop P
O

J= Ig
0 p
X

D 0O D D

Si n =1, de tels éléments, s’ils n’appartiennent pas a J ', appartiennent a la
double classe Jx, ,(1)J qui n’entrelace pas 7 d’apres [2, II].

Réciproquement tous les éléments de la forme indiquée appartiennent a
I’intersection Jh+ NJwJ par (2.6) ci-dessous. O

L’action par conjugaison de Jy, sur J "\ (J," nJwJ) est décrite dans [2, II].
Elle a deux ou quatre orbites, mais nous utiliserons seulement le fait que toute
orbite contient un ou plusieurs éléments de la forme:

Xogip(u), ue 0™ (cas non ramifié, n pair),

X4+ p(u) ou xa(m["/z])xzaJrB(u), u € 0™ (cas non ramifié, n impair),
Xpa4 (1) ou xa(m[’1/2])x2a+5(u), u € 0™ (cas ramifié, n pair),
Xoq4p(u) ou xa+3(m["/2])x2a+3(u), u € 0 (cas ramifié, n impair).

Ceci permet de calculer b sous une forme intermédiaire entre (1.4) et (1.5),
faisant intervenir un systéme de représentants noté {k*} de k™ dans 0™:

(2.3) Posons
1
S =
dim W

> TrT,(xae (1))
ue{k*}

alors :

b=S (cas non ramifié, n pair),

b=S+ (q.z—_l) > T (o (w ! ) xs0 1 u)

dim W i
(cas non ramifié, n impair),
b= S—i—M Z Tr T, (x (m["/z])xz +g(u))  (cas ramifié, n pair),
dim W WS e “
b=S+ la=1) TrT, (xo s 5(w" ) x00 . s(1)  (cas ramifié, n impair).
dim W wiTeth otp ’

ue{k*}

Dans les trois derniéres expressions, les coefficients (g>—1) et (g—1)
comptent les éléments de J ™\ (J,” "JwJ) de terme en 2« + 3 donné.
Reste a calculer la trace de T7,,(x) pour de tels éléments. On part de
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I’identité habituelle :

0 u u 0 0 1

(24) (—u_l 0>:<0 u_1><—1 0)
1 0\/1 u 1 0 .
:<—u_1 1><0 1><—u_1 1) ek,

Transportée par ¢ elle fournit: T, (xp4 g(u)) = x(u)T,,(w), avec u € 0™, d’ot:

(2.5) g {0 si x n’est pas trivial,
‘ g— 1 six est trivial.

Ceci reégle le cas non ramifié, n pair. Traitons maintenant les cas non ramifié et
n impair, ou ramifié et n pair, en posant m = [n/2]. La relation de commutation

(26)  xo(@")x 20 pu")
= % e g )2 g x g g (")

permet, avec (2.4), de décomposer x,(w")x,,, g(u), avec u € 0™, sur la double
classe JwJ; on calcule maintenant modulo J nKer 7 a droite et a gauche:

u 0
xa(mm)XZ(erﬁ(u)Exa(mm)xZaﬁ(u_1)§‘< 1>W

0 u
( 2m 71) ( m>§_ u 0
=x_ u ) xy(w w
0 u!
=x ( 2m_ —1 u 0 -1 74+ -
=x_g(w™u)¢ W (carwT S weldT),
0 u
soit:
" . 1 0
) Tyl 2040 = XN (o).

Il s’agit maintenant de calculer la trace de

o 1 O X
T™ mZmLfl | pour u € 0"

Le sous-groupe en jeu est

n

1 0
< 1 1) (cas non ramifié, n impair)
p
ou

1 0
( "o > (cas ramifié, n pair) ;
p

vu I’hypotheése de défaut 0 faite sur 7);, il opére par une somme de caractéres non
triviaux de p2"/p>m*1l,
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Notons

(o 1)—¥0) o,

wy 1

I’un d’entre eux : ¥ est un caractére non trivial de 0/ p. L’action par conjugaison de

a 0 «
1), avecaeno’,
0 a

<1 O)Hxﬁ(azy)

le transforme en

qui intervient donc dans 7, avec la méme multiplicité.

(2.8) Cas ramifié, n pair. Comme 7); est une représentation irréductible d’un

sous-groupe d’Iwahori de SL,(F), les caracteres de (pl,, (1)) figurant dans 7y,
forment une seule orbite modulo les carrés: ils sont tous de la forme ci-dessus et

leur multiplicité est dimW /(g — 1), soit:

29) LS er (o (@) 0)

ue{k*}
~n Y (3 vl )
uck* ackx?
=2\ Z ( Z X(u)¢(aul)>
ack*? Nuek*
—(g—1) si x est trivial (alors N = 1),
a )\qu/z(q — 1) six n’est pas trivial,

ou qu/z est la valeur de la somme de Gauss >, x x(u)¥(u); en particulier
£ = (—1)“’71)/2. Notons que si x n’est pas trivial, on a A = x(—1) = £7, donc
A& = *=1. On acheve le calcul de b selon (2.3):

(2.10) ) (gq—1)—(g—1)=0 six est trivial,
' o= (g — l)ql/2 si x n’est pas trivial.
(2.11) Cas non ramifié, n impair. Lorsque 7y est la restriction a SL,(0) d’une

représentation irréductible de GL,(0), on peut utiliser la conjugaison par (g (1)),
10

pret intervenant dans 7,, forment une orbite

sous 0* et leur multiplicité est dimW /(g — 1), d’ot dans (2.9) une somme
intérieure qui porte sur a € k™, donc vaut toujours —1. La contribution analogue a
(2.9) est finalement

avec a € 0*: les caractéres de

(Zlfm—‘w”‘:‘fvf(—xzx<u>>-

uek*
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On acheve le calcul de b via (2.3):

2.12) b= (= 1)+ (q> = 1)(=1) = —g(g—1) six est trivial,
0+0=0 si x n’est pas trivial.

Plagons-nous maintenant dans le cas ‘exceptionnel’ ol 7, est I'une des deux
composantes irréductibles de la restriction a SL,(0) d’une représentation
irréductible de GL,(0) [13]. Alors n est nécessairement égal a 1 et dim W égal a
%(q — 1), les caractéres de (11) (1)) intervenant dans 7y, forment une orbite modulo

les carrés et on reproduit (2.9) en remplagant le facteur (¢ — 1) par (¢* — 1), d’ou:

(g— 1)+ (g> = 1)(=1) = —g(g—1) si x est trivial,
0% (q>—1)q""? si x n’est pas trivial.

(2.13) b= {

(2.14) Cas ramifié, n impair. 1l est semblable au cas ramifié, n pair, et donne
le méme résultat, a savoir (2.10), mais nous aurons besoin par la suite de
précisions sur le signe intervenant dans ce résultat. Il nous faut remplacer o par
o + (8 dans (2.6), ce que I’on peut faire en conjuguant par 1’élément

1 00 O
0 01 O
01 0 O
0 00 -1

de GSp4(F). Cette conjugaison change 8 en —f3 et w en {(—1)w, de sorte que:

- 0
Xoig(@") X004 5(—u) —xﬁ(mzmul)§‘< Ou ! )w (modulo J N Ker 7).

Notons alors

(é ‘”"lly> — ¥/ (—y) (veo),

~ n—1 . ~ . .
un caractere de ((1) ”l ) intervenant dans 7,, : ¥’ est un caractére non trivial de

o/ p. Par un raisonnemeént identique a (2.8) on obtient:

0 si x est trivial,
2.15) -0 P y
Ne'(g—1)gq si x n’est pas trivial,
ol £'q'/? est la valeur de la somme de Gauss 3 ,cpx(u)y'(u): en

particulier N§' = *1.

2.d. Le groupe de Weyl de SL,(F)

Avec les choix ci-dessus de
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0 w
s:wz:§'<_w1 O).

Le groupe de Weyl W sous-jacent est le groupe de Weyl affine de H = {(SL,(F))
relativement au sous-groupe d’Iwahori .# image par { de

<°X ’1) N SL,(F):

D 0

on a

c’est un groupe de Coxeter de base S = {w, s}. Comme pour T,, au §2.c, on pose
T,(s) = NIy, avec N € C*, et on normalise par T,(s)* =x(—1)Iy; si x est
trivial, on choisira N = 1.

On a dans tous les cas sJs ' = Jr_1 et le groupe engendré par J et sJs ! est
compact, contenu dans le sous-groupe parahorique associé a 1’ordre
b P PP
0 D D D
0 D D D
p’l D D D

En échangeant les roles de J© et J ~, on peut déduire les coefficients de la relation
quadratique (1.10) vérifiée par T, des résultats du paragraphe précédent: ceux-ci
dépendent du cardinal [J ™ : J; ] = [/, : J 7] = c de (2.1), de 7y, de n et de x. Or
la suite de paires couvrantes (J;, 7;);cz de [2, IL.1] est périodique de période 2 par
rapport 2 z, central dans M : zJ;z ' =J; 5, avec [J;i :Ji5,] = FATSYANE q*.
De [/ :J U 0] =¢" ontire [J7:5J 7 s7'] = ¢* dans le cas ramifié, ¢°
(n pair) ou ¢ (n impair) dans le cas non ramifié.

La valeur de b° dans le cas non ramifié, n pair (respectivement impair), se
calcule comme celle de b dans le cas non ramifié, n impair (respectivement pair).
La valeur de b° dans le cas ramifié, n pair (respectivement impair), se calcule
comme celle de b dans le cas ramifié, n impair (respectivement pair), via
conjugaison par w des relations de commutation utilisées. Cela donne :

(2.16) Cas non ramifié, n pair:

c*=q°; b°=—qlg-1)six=1, b°=0six#]1.

Cas non ramifié, n impair :
c’=q; b°=q—1six=1, b°=0six#1.
Cas ramifié, n pair:
c®=¢q*; b°=0six=1, b°:)\/£/(q—1)ql/2six7él.
Cas ramifié, n impair:
c°=q*; b°=0six=1, b°:)\'£(q—1)q1/2six7él.

Récapitulons en donnant les relations quadratiques vérifiées par T, et T
normalisés comme ci-dessus :

{TW(W)=MW {)\:N:l si x =1,
, avec 2 " .
Ti(s) = N1y N=N"=x(-1) six#1
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(2.17) TABLEAU. Cas non ramifié, n=1 et dimW =1(qg—1):

Ty =—-q(¢g—1)T,+q°, T) =+(¢> - 1)q"°T, + ¢,
X:l: ) X#l )
Ty =(@q—1)T,+q; Ty =q.

Cas non ramifié, n impair et dimW #1(q — 1)

Te=-q(qg— )T, +4q°, T =q,
x=1: 5 x#1:
Ts :(q_l)Ts+q;

Cas non ramifié, n pair:

T2 =(qg— 1T, +q, T2 =g,
{ (¢g—1)T, +q X#lz{ q

x=1: 5 3
Ty =—q(q—1)T;+q";

Cas ramifié :

x—1~{T$:q2’ X#1: T = %(q—1)q'*T, + 4
. Tszzqz; '

D’apres le théoreme (1.11) 'algébre #°(G, 7) est 1’algébre de convolution sur
W engendrée par T,, et T, avec les relations ci-dessus. Quitte a renormaliser T, et
T, on reconnait :

(i) I’algebre de groupe de W, soit 1’algebre de Hecke de SL,(F) relativement
au caractere quadratique non trivial du sous-groupe d’Iwahori .#, dans les
cas non ramifié, dimW;«é%(q —1) et x# 1, ou ramifié¢ et x = 1;

(ii) I’algebre de Hecke affine de paramétre g sur W, soit 1’algebre de Hecke
affine de SL,(F) (relative au caractere trivial du sous-groupe d’Iwahori .#),
dans les cas non ramifi€ et x = 1, ou ramifi€ et x # 1.

Reste le cas non ramifié ‘exceptionnel’: n =1, dimW =1(g— 1) et x# 1. On
obtient une algebre de convolution sur SL,(F) qui mélange les deux types
précédents, une relation de type ‘algebre affine’ et paramétre ¢~ pour T,,, une
relation de type ‘algebre de groupe’ pour T;. Elle est isomorphe a 1’algebre de
Hecke affine pour PGL, sur une extension non ramifiée du corps de base, comme
nous 1’a précisé L. Morris.

2.e. Les représentations induites associées

Nous suivons ici le procédé décrit au § 1.f, pour une représentation supercuspi-
dale irréductible 7 de M =F*XSL,(F) de la forme m=n®7°, avec
°=Ind-2"7s. 0 itaire et on étudie 1 sentati
7~ = Ind,.”" '7). On suppose » unitaire et on étudie la représentation

I(7°,n,5) =inds 7p* = inds (pr*) @ 7° (s€C),

avec »(diag(x, g, x ")) = |x|p (x € F*, g € SL,(F)). Rappelons (voir le §2.a) que
si la restriction x de 5 a o* vérifie x> # 1, cette représentation est toujours
irréductible. On suppose donc x> =1.

La confrontation de (1.14), (1.16) et (2.17) fournit les cas de réductibilité du
tableau 1 en termes de la valeur propre a du § 1.f. On indique la traduction en
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fonction de 7 et s en restreignant s a R: on retrouve les résultats de [18] et [19].
Dans les cas de réductibilité, avec s réel, n est quadratique : on note 1 le caractére
trivial de F*, 5, celui attaché a I’extension quadratique non ramifiée de F, et 7,
et n, ceux qui sont attachés aux extensions quadratiques ramifiées de F. Lorsque
w° appartient a la série ramifiée, elle est attachée a un caractére d’une extension
ramifiée de F et on convient que n; désigne le caracteére associ€ a cette extension.

TABLEAU 1.
Type pp' a Réductibilité de I(7w°, 7, s) s n

Série non ramifiée g?>  Compléte réductibilité 0 1
x=1 AA -q -4’ Unique sous-module irréductible -1 Mo

—q  Unique sous-module irréductible, L? 1 Mo
Série ramifiée BB g®> *g* Complete réductibilité 0 1,7
x=1
Série non ramifiée +¢*  Unique sous-module irréductible -1 74,7,
x#1 BC *q
dimW=1(g—1) +g  Unique sous-module irréductible, L> I 7,1,
Série non ramifiée
x#1 BB  ¢> *¢* Compléte réductibilité 0 71,1
dimW >3(g—1)
Série ramifiée —¢>  Compléte réductibilité 0 9,
x#1 AA q ¢>  Unique sous-module irréductible -1 7

q Unique sous-module irréductible, L? 1 N1

La traduction de ces résultats en fonction de la représentation induisante
(nv’) ® ©° s’obtient grace a (1.15). On a ici
-1
=¢® 0 et b6p (277 =4q".
0 ©
L’action de Z sur (wv"), est donnée par le scalaire a tel que:
aly =n(®)q” *x(=1)T,,(w)Ty(s), soita=n(w)g’ “x(~1)AN"
Six = 1, la traduction est immédiate puisque a vaut n(w)g>~*. I en est de méme si
x # 1 dans le cas non ramifié, en normalisant T,, et 7, de facon que A\" = x(—1).
Le cas ramifié avec x # 1 est plus délicat: contrairement aux cas précédents la
détermination du signe est indispensable afin de distinguer 5, et n,. Normalisons
T, et T, pour avoir des coefficients b et b° positifs, soit N\§ = N'E' =1 si n est
pair, N\¢' = N& =1 si n est impair. Comme Sql/z et E/ql/z sont les sommes de
Gauss attachées 4 x et aux caractéres y et ¥ définis en (2.8) et (2.14), elles sont
égales si ¢ et ¥ sont dans la méme orbite modulo les carrés, opposées sinon.
Autrement dit le produit ££" = A\’ vaut x(—1) ou —x(—1) selon que ¥ et ' sont
dans la mé€me orbite modulo les carrés ou non.
Examinons cette derniére condition. La représentation 7, est attachée a une
extension ramifiée de F, engendrée par un élément

<0 —e) y
0= , avece€n,
0

W



678 LAURE BLASCO ET CORINNE BLONDEL

p o
PP

g— Yoo Tr(w "6(g— 1)),

ol ¥, est un caractére non trivial fixé de o/p. Ce caractére vaut

10 1 !
boceen (V) e v en <0 v y>,

! A . , . .
donc ¥ et ¢’ sont dans la méme orbite modulo les carrés si et seulement si e est
un carré. Finalement :

n
telle que la restriction de 7, a I + ( ) contienne le caractére

2—s : &
S1 e est un carre, . -
_ {ﬂ(m)‘l € s01ta:n(NE/F(3)>‘12 " O

| =n(w)g*>"* sinon,

3. Algebres de Hecke associées a U(1,1)(F)

On s’intéresse maintenant au cas ou M = M, identifié via (0.2) a GL,(F).

3.a. Les acteurs cités au §1.a

Choisissons un sy -type (Jy, 7a) pour chaque classe d’inertie sy = [M, 7], de
M parmi ceux de [2, [.1]. Il est de la forme [2, II1.3, II1.7]:
(3.1) Jyy = GLy(0) ef 7y est une représentation irréductible de Jy de quasi-
conducteur n =1 et de défaut 0, ou
3.2) Jy = D§(I+‘J3["e/2]) et Ty est une représentation irréductible de Jy; de
quasi-conducteur n et de défaut 0 (ne = 2),
ou E est une extension quadratique de F, d’indice de ramification e, engendrée
dans M,(F) par:
(i) unité 6 = ((1) W) ecoet —e¢d (0¥), si e =1;

0
), e€0”, sie=2.

(ii) I'uniformisante 6 = (3 N

0
Dans le cas non ramifié, E normalise GL,(0) et, pour me N*, P désigne

m m . ’, . . x
(p 4 ) Dans le cas ramifié, E normalise le sous-groupe d’Iwahori (Dp 0‘&) et,

pm p’ﬂ
pour m € N*,
B — p[(WH'l)/Z] p["1/2]
p[m/2]+1 p[(m+1)/2]

Notons que 7, contient par restriction a [+ Plee+D/2 yp caractere
¥s @ xo © det ol x, est un caractére de F* et y5(g) = ¢ o Tr(w? * "8(g — 1)).

On désigne encore par x le caractere central de 7,,, par [ son conducteur.
On pose wy = w si E est non ramifiée, wy = 6 si E est ramifiée et

-1
0
= ("5 .0 )
0 g
Dans tous les cas, la représentation 7 est I’induite irréductible d’un prolongement
Ty de 7y au groupe Jy = (z)Jy. Par [6, (5.6)], lalgebre #' (M, 7)) est

isomorphe 2 C[Z, Z '] ol Z est un élément de #' (M, 7);) de support Jy,z.
L’action par conjugaison de y = ((1) 91) sur E induit la conjugaison x — X de E
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sur F. L’élément w = (2 g) de K normalise M et représente la classe non triviale

de Ng(M)/M. La représentation 7" est équivalente a 7°" ol o = (_01 (1)) EM.
Comme (ow)g(ow)™' = ('¢™") pour tout g € M, par le théoreme de Gelfand—
Kazhdan, 7" est équivalente a la contragrédiente de . Ainsi w fixe la classe
d’inertie |[M, w|y si et seulement si 7 est équivalente a # ® v o det pour un
caractére non ramifié » de F*, c’est-a-dire si et seulement si 7 est autoduale a
torsion prés par un caractére non ramifié.

Or si 7 est autoduale, elle est attachée a un caractére admissible ® de E™ qui
est trivial sur Ng,r(E™) [1, Proposition 5.3] ce qui entraine que x est trivial sur
Ng/r(vz). Réciproquement, si x est trivial sur Ng,p(0f) alors

(33) JA}V = JM et Tﬁvg = TMm>

puisque, pour g € GL,(F)onawgw ' = (y9g 7'y 7!) = (g/detg) ,etpourg € Jy,

m(g) = x(detg) '7);(g) = 7(g). Donc la classe d’inertie de 7 est fixée par w.
Il s’en suit que le cas trivial (voir le §1.b) se produit dés que x o Ng,p n’est

pas trivial sur oz. On poursuit donc sous I’hypothése: x © Ng,p est trivial sur
s ; noter qu’alors [ vaut 1.

3.b. L’algebre # (K, 1) et le produit tensoriel dans le cas non ramifié

Quand E est non ramifiée, les réseaux Iy(j, k) de A,(F) [2, Lemme III.1.2]
s’écrivent tout simplement :

To(j. k) = vl + pré avecé(o e) 6=20 (1 0)
o(J, k) = g+ Pr =\ o)==, _,)

Lopérateur 7T,,(w) est scalaire par (3.3): T, (w)=ely, avec e = *1 pour la
normalisation usuelle (w? = 1).

On choisit les types (J, 7) dans les suites de paires couvrantes (J;, 7;);cz de
[2, 1I1.2.2, TI1.4.1]. Le choix est dicté par 1’action de oy = —6éw décrite en [2,
I1.4], soit J = J;, wlw ! = J,avec h=k+1 et:

n impair, k = —[n/2] -1, h=—[n/2]:

I 0N (1, »"" 4ot
T={ 7, ,
P’ T orE I 0 I,

J = I 0 7 I, p[Erl/z]+DFE .
=\ /241 ] M ’
Pg +vrrE I 0 I,

npar, k=-n h=—-n+1:

L 0N — (1, v+ ppt
I={ » ,
P T+ opE I 0 I,

I 0\ — I, DI[;/Z] +opé
Jh = n/2] JM '
P’ T+ prE I 0 I,

On a immédiatement T, * T,, = bT,, + ¢l avec ¢ = ¢° si n est impair, ¢ si n est
pair (1.4). Passons au calcul de b.
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(3.4) LEMME. Si n> 1, Dintersection J,” NJwJ est formée des éléments de
J," dont le terme en & est de valuation 0, c’est-a-dire des éléments n’appartenant

N 2
pas a p[E"/ L4 prt.

Si n=1, elle est formée des éléments de (A,(F) N GL,(0))".

Démonstration. Ecrivons la démonstration élémentaire car elle est utile dans la
suite. Soit y© un élément de I’intersection. Comme JwJ =J Jy,wJ ™ (1.3) il
existe X,V €J etgcJy, tels que Xyt =gwV ", soit

(12 y >:<gvV gv)
X I, +Xy do=ly 0 )

Alors y = g7 appartient 2 (A,(F) " GL,(0))", et si n> 1, le terme en £ de y est
de valuation 0. Réciproquement, V et X sont déterminés par 1’égalité ci-dessus a
condition d’avoir I, + Xy = 0, soit ygy ' = —%g, qui équivaut 2 y =y, et aussi
aTrg=0. O
Calculons la trace de T,,(y") = 74, (yy)T,,(w) pour y© € J," nJwJ (ici et dans
la suite on allege la notation en notant g au lieu de g les éléments de M).

Si n est pair, on peut supposer y = x{ avec x € 0%, soit 7y(yy) = 6(x8); on
trouve par (1.4):

(3.5) b= > O(xde=(q—1)0(8)e=*(g—1).
xeo*/(1+p)

Si n est impair et n> 1, yy peut s’écrire yy = N6(1 + uy) avec u € pg’/z], soit

Trry(yy) = Trry(6(1 + uy)). Or (1 +uy)(l —uy)=1—uu est central donc
opere trivialement, d’ou:

Try(8) = Troy (1 +uy)d(1+uy) ") = Troy (14 uy)s(1 — uy))
= Tr7y (6(1 — uvy)?) = Trry(8(1 — 2uy + um))
=Tr7y (6(1 —2uy)(1 +un)) = Trry (6(1 — 2uv)).

Ainsi TrT,,(y") = eTr7y(8) = —€0(8) par [8, 3.6]; comme le degré de 7, est g
et le cardinal de J " \J,” nJwJ est g*(q — 1), il vient par (1.4):

(3.6) b=—q(qg—1)eb(6).

Si n=1, Paction par conjugaison de J,, sur le quotient J™\J," nJwJ,
isomorphe & A, (k) N GL,(k), est donnée par y' — (gyg)", avec g e GL,(0).

Elle s’identifie, via
. . (01
— = . ou = N
y y =Y J 1 0

a I'action y'+ gy''g de GL,(0) sur les matrices symétriques de rang 2 sur k,
autrement dit les formes quadratiques de rang 2 sur k*. Cette derniére a deux orbites,
classifiées par I'image de dety’ dans k*/k**. Comme dety’ = —dety il vient:

(3.7) L’action par conjugaison de Jy; sur J* \JhJr NJwJ a deux orbites, celle
de j© et celle de 6". Les cardinaux de lorbite de j*© et de celle de &"
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sont respectivement N

%q(q2 —1) et 1q(q— 1)? si —1 est un carré dans k*,
At 1)? et %qr(q2 — 1) si —1 n’est pas un carré dans k™.
Calculons maintenant Tr7,,(j ") et TrT,,(67).

Si —1 est un carré dans k™, jy = ((1) *(1)) est un élément hyperbolique a valeurs
propres distinctes modulo p donc Trry(jy) =0. Mais 6y = £, de déterminant
—e, est elliptique régulier modulo p, de trace nulle, donc conjugué a un élément
de kX6 et Tr7y(8y) = —0(8) —0(8) = —20(8) [8, 3.5]. Si —1 n’est pas un carré

dans k™ la situation est exactement inversée. On récapitule avec (1.5):
—26(98)

38 b=tal- 120

)e=—ala = 106)e = =q(q - 1)

Passons a ’action de s = wz, en normalisant T; comme T,, par T, J(s) =e€ly. La
encore, 1’élément o, de [2, 1I1.4] est égal a —bs, d’ou: sJs~! =Ji_; si n est
impair, J,_3 si n est pair. Le groupe engendré par J et sJs~! est compact,
contenu dans le sous-groupe parahorique associé¢ a I’ordre

D D P »p
D D P P
—1 -1

p~ p ' 0 o
-1 —1

p P D D

Si n est impair, la structure du quotient (sJs ')”/J  est analogue a celle de
(wJw™1)T/J" et on obtient par des calculs semblables :

(3.9) c®=q; b°=—q(qg—1)ed(s).

(3.10) Si n est pair, on détermine 1’intersection (stfl)f N JsJ comme dans
le lemme (3.4), en échangeant les roles de N* et N . Soit y~ un élément de

Dintersection, il existe X, V* dans J ™, et g dans J,, tels que X "y~ = gsV ™, soit
<12 + Xy X> B < 0 wgYy >
vy L) \Y¢lwp'y YeTlwp'yv)

Or g appartient a Jy = (05K, /2])~: op + pgl /2., (rappelons la décomposition

M,(F)=E@Ey) et 41 &galement, en outre ‘y =y impose a Yg~! d’étre de

trace nulle, soit dg_1 €0 6+ pg’/%; il en résulte que y = dg_lm_l'y appartient
aw 0¥E+ pé"/ﬂ_l,donc s'écrity = @ ' (uy + N8)y,0u N € 0¥ etu € pg'/z].Nous

voulons calculer Ty(y ™) = 7y (—uy + N8) ' Ty(s). Or
Ty (—uy +N8) = 7y (N8) 7y (1 + u'y),

avecu' €p ,[; /2 Comme Tr(du'vy) = 0,le caractére 7, est trivial sur 1 + u'y etil reste :

(3.11) =T (sIsTHY =47 b° =g (g—1)eb(6).

Récapitulons en donnant les relations quadratiques vérifiées par T, et T,; on
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normalise 7, et T, en choisissant e = 0(8) si n est pair, e = —6(6) si n est impair :

T? - T 3 T2 = (q— 1T,
nimpair:{ w Q<q ) W+q 2 npair:{ w (q ) W+q?

) =q(g— DT, +¢°; T} =q*(q— )T, +q’.

3.c. L'algebre H (K, 7) et le produit tensoriel dans le cas ramifié

Quand E est ramifiée le type (J, 7) choisi dans la suite de paires couvrantes
(J;, 71)icz de [2, I, proposition 7.5] est (Jy, 71), soit

n — 7 /.n + 0 e
J = (pg +08) Ju(pg +08)" avec £ = o 0)" —v6 = 6.

Comme au §2.c, I'opérateur d’entrelacement 7,,(w) est scalaire et w? opere
trivialement : on normalise par 7,,(w) = 1. 1l est alors immédiat par le § 1.d, que
T,, est d’ordre 2 puisque w normalise J.

(3.12) L’algebre # (K, 1) est isomorphe a l'algebre de groupe de {1, w}.

Notons s=wz=—z 'w et s’ =zw=—wz (dans G). 11 est tout aussi
immédiat que
(3.13) T,*T,=T,.«*T, et T, xT,=T,*xT, .

En effet, les deux premieres fonctions (respectivement les deux dernieres) sont a
support dans JsJ (respectivement Js'J) valant Z(z) en s (respectivement s’). On
les nomme 7 (cf. lemme (1.8)) et T, respectivement, Z étant normalisé comme
au § l.e. Alors

(3.14) T, =T, *T,*T,,.

(3.15) LEMME. Si x n’est pas trivial sur oy, T, * T, = q3|].
Si x est trivial sur o, Ty* T, = q(q —1)T, + g’

Ceci fournit la structure de (G, 7) dans le cas ou x n’est pas trivial.

(3.16) COROLLAIRE. On suppose que x n’est pas trivial.

(i) Le sous-espace wvectoriel H# (G, 1)y formé des fonctions de # (G, 1) a
support dans JMJ est une sous-algebre cyclique de #(G, 7).

(ii) L’algébre # (G, 1) est diédrale infinie.

Démonstration du lemme. Remarquons que le sous-groupe engendré par J et s
est contenu dans le sous-groupe parahorique maximal correspondant a 1’ordre

D D P D
p o P p
I\ p’l 0D D
D D P D

et est donc compact. Grace a (1.10), il ne reste qu’a déterminer les constantes b°
et ¢°. Or sJs ™' est encore un sous-groupe de la suite de [2, proposition 7.5] (il
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s’agit de J_,). En utilisant (1.4), on obtient de suite

® =TI (s Y =q7, BT =T(s) T.(;7").
(sJs~ 1) /J~

Soit y~ un élément de (stil)f NJsJ. Comme en (3.10), on déduit I’existence
de X", VT eJT, etde geo(1+pry) tels que y = X "gsV T (cette fois, 4y =y
impose a Yg7'67" d’étre de trace nulle). Ecrivons g = N(1 +uy), ot u € pp et
N\ € 0. Alors, puisque Tréuy = 0,

T(y™) = mu(N) 7y (1 + uy) Ti(s) = x(N) T (s)

et par conséquent

0 nely..n 0 si x n’est pas trivial,
b :|pE l/pE|( Z X()\)>TM(82)—{

Ae(o/p)* q(qg—1) six est trivial. 0

3.d. Le groupe de Weyl de U(1, 1)(F)

Le plongement g+— (g 9, de E dans My(F) définit sur F * une structure de
E-espace vectoriel, d’ou une identification de F Y aE? pour laquelle la forme
alternée peut s’écrire (x, y)+— Trg/r(x,y) pour une forme anti-hermitienne non
dégénérée ( , ) d’indice 1 convenable de E*. Alors les éléments E-linéaires de G
sont exactement les isométries de la forme ( , ): ils forment un sous-groupe H
isomorphe a U(1, 1)(F). Le sous-groupe W de H engendré par w et z est le
groupe de Weyl affine de U(1,1)(F). D’apreés le théoreme (1.11), 1’algebre
H (G, 7) est I’algebre de convolution sur (W, S) ou S = {w, s}, engendrée par T,
et T, avec les relations suivantes.

(3.17) TaBLEAU. Cas non ramifié (x =1):

n mmpair : . 2 ) 5
Iy =¢q (q_l)Ts+q .

Cas ramifié :

Lalgebre #(G, 7) est donc isomorphe a une algébre de Hecke sur U(1, 1)(F).
Dans le cas non ramifié, il s’agit d’une algebre de Hecke affine de paramétre g
sur W, soit 1’algebre de Hecke de U(1, 1)(F) associé a une extension non
ramifiée, relative au caractere trivial d’un sous-groupe d’Iwahori.

Dans le cas ramifié, si x n’est pas trivial, c’est ’algebre de groupe de W, soit
I’algebre de Hecke relative au caracteére quadratique non trivial d’un sous-groupe
d’Iwahori. Si x est trivial, par (3.14), on a aussi 7,7 = qlg— 1Ty + ¢>1. La sous-
algebre #' engendrée par T, et T, est donc I’algébre de Hecke affine de
SU(1, 1)(F). Encore par (3.14), # (G, 7) est isomorphe au produit tensoriel tordu
H'RCIT,,], c’est-a-dire a P’algébre de Hecke affine de U(1, 1)(F) (relative au
caractere trivial d’un sous-groupe d’Iwahori) [10, § 3].
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3.e. Les représentations induites associées

Nous suivons comme au § 2.e le procédé décrit au § 1.f, pour une représentation
supercuspidale irréductible 7 de M = GL,(F) de la forme 7 = IndJCiLZ(F)?;I. La

7 . — e 7z ’ 7 N M N
représentation 7,, de Jy, est attachée comme précédemment a un caractere © de
E” que I’on suppose unitaire. On s’intéresse a la représentation

I(w,s) =ind§ mv* (s€C)

avec v(diag(g, ‘%g™")) = | detg|r (g € GL,(F)). On note x, le caractére central de
w. Les cas de réductibilité n’apparaissent (voir le §3.a) que si la restriction x de
Xz & 0f Vérifie x o Ng,r=1. On désigne par 5y le caractére associé a
I’extension quadratique E.

Le tableau 2 indique les cas de réductibilité, d’une part en fonction de la valeur
propre a (voir (1.14), (1.16) et (3.17)), d’autre part en fonction des parametres x .
et s, ou s est alors supposé réel de facon a retrouver les résultats de [18] et [20];
en particulier la réductibilité de I(w, s) pour s réel impose que 7 soit autoduale.

TABLEAU 2.
Type pp' a Réductibilité de I(, s) s X
Série non ramifiée —¢®  Compléte réductibilité 0 g
x=1 AA  ¢° g* Unique sous-module irréductible -1 1
g¢>  Unique sous-module irréductible, L? % 1
Série ramifiée +¢g*  Unique sous-module irréductible —% 1
x=1 AB ¢
+g  Unique sous-module irréductible, L* 1 1
Série ramifiée
x#1 BB ¢%/? +4%/? Compléte réductibilité 0 g

La relation entre a et (x,, s) est basée sur I’élément

de module 6,)7(2)_1/2 :qg/z, puisque l'action de Z sur (w»"), est donnée
par (1.15):

aly = O(wg) gy > T, (w)Ty(s).

(Noter que dans le cas non ramifié, w, = w est central dans GL,(F) tandis que
dans le cas ramifié la représentation 7, est de dimension 1: on peut remplacer
m(wg) par O(wy) dans I'expression de a.)

Si x = 1, la correspondance entre a et (x,,s) est immédiate puisque T, et T
sont normalisés de sorte que T,(s) = T,,(w) = Iyy.

Si x # 1, les générateurs sont normalisés par T, (w) = Iy, et T,(s) = N'I, avec
N2 =x(—=1); alors a = O(wz)N¢>/>~*. La réductibilité impose O (wz)\ = =1,
¢’est-a-dire @ (wg)? = x(—1), 0u O o Ng/r =1, ou x, = ng comme annoncé. [J
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