
Théorèmes de dualité pour les 
omplexes de toresCyril Demar
he18 juin 2009RésuméOn 
onsidère un 
omplexe de tores de longueur 2 dé�ni sur un 
orps de nombres k. Onétablit des résultats de dualité lo
ale et globale pour l'hyper
ohomologie (étale ou galoisienne)de 
e 
omplexe. On obtient notamment une suite de Poitou-Tate pour de tels 
omplexes, géné-ralisant les suites de Poitou-Tate pour les modules galoisiens �nis ou les tores. En parti
ulier,on démontre l'existen
e d'une telle suite pour les k-groupes de type multipli
atifs. Les résultatsgénéraux obtenus i
i pour les 
omplexes de tores ont par exemple des appli
ations dans des ré-sultats ré
ents 
on
ernant le défaut d'approximation forte dans les groupes linéaires 
onnexeset des théorèmes de dualité sur la 
ohomologie galoisienne (non-abélienne) de tels groupes.Abstra
tWe 
onsider a 
omplex of tori of length 2 de�ned over a number �eld k. We establish heresome lo
al and global duality theorems for the (étale or Galois) hyper
ohomology of su
h a
omplex. We prove the existen
e of a Poitou-Tate exa
t sequen
e for su
h a 
omplex, whi
hgeneralizes the Poitou-Tate exa
t sequen
es for �nite Galois modules and tori. In parti
ular,we obtain a Poitou-Tate exa
t sequen
e for k-groups of multipli
ative type. The generalresults proven here lie at the root of re
ent results about the defe
t of strong approximation in
onne
ted linear algebrai
 groups and about some arithmeti
 duality theorems for the (non-abelian) Galois 
ohomology of su
h groups.1 Introdu
tionLes théorèmes de dualité pour la 
ohomologie galoisienne des groupes algébriques 
ommutatifssur les 
orps lo
aux et globaux 
onstituent parmi les plus importants résultats en arithmétique.Un permier résultat bien 
onnu est le théorème de dualité lo
ale pour les modules galoisiens�nis (voir par exemple [Mil06℄, 
orollaire I.2.3).On dispose aussi des résultats de Tate-Nakayama et Tate pour les tores et les variétés abéliennessur des 
orps lo
aux, résultats généralisés par Harari et Szamuely (pour des variétés semi-abélienneset plus généralement les 1-motifs sur un 
orps lo
al) : si K est un 
orps lo
al et M un 1-motif sur
K, et M∗ le 1-motif dual, alors on dispose d'a

ouplements naturels, dé�nis par le 
up-produit

Hi(K,M)×H1−i(K,M∗)→ Q/Z(−1 ≤ i ≤ 2) qui induisent des dualités parfaites entre 
es deux groupes (après une 
omplétionpro�nie pour i = −1 ou 0) : voir [HS05℄, théorème 2.3.Con
ernant les théorèmes de dualité globale, on dispose du théorème de Tate pour les modulesgaloisiens �nis, à savoir : si F est un module galoisien �ni sur un 
orps de nombres k, on disposed'a

ouplements naturels non-dégénérés entre groupes �nis
X

i(F )×X
3−i(F ∗)→ Q/Z1



1 INTRODUCTION 2où F ∗ est le dual de Cartier de F , et i = 1, 2 (voir [Mil06℄, théorème 4.10.(a)).Un autre exemple de résultat de dualité globale est donné par le théorème de Cassels-Tatepour les variétés abéliennes, ainsi que par le théorème analogue pour les tores, souvent attribué àKottwitz (voir par exemple l'appendi
e de [KS99℄, où les preuves ne sont parfois pas 
omplètes).Ces deux résultats ont été généralisés par Harari et Szamuely, sous la forme suivante : si k est un
orps de nombres et M est un 1-motif sur k, alors on dispose d'un a

ouplement 
anonique
X

i(M)×X
2−i(M∗)→ Q/Z(i = 0, 1) qui est non-dégénéré modulo les sous-groupes divisibles. Les auteurs démontrent d'ailleursdi�érentes versions de 
e résultat, en remplaçant parfois les groupes de Tate-Shafarevi
h par desvariantes faisant intervenir des 
omplétions pro�nies : voir [HS05℄, théorème 4.8, 
orollaire 4.9,propositions 4.12 et 5.1.En�n, on peut rassembler les théorèmes de dualité lo
ale et globale dans une suite exa
te ditede Poitou-Tate : voir [HS05℄, théorème 5.6 pour les 1-motifs, et [Mil06℄, théorème 4.10 pour lesmodules galoisiens �nis.On 
itera en�n les résultats de Gonzales-Aviles (voir [GA08℄) à propos des théorèmes de dualitésur les 
orps lo
aux et globaux de 
ara
téristique positive.L'obje
tif de 
e texte est de démontrer de nouveaux théorèmes de dualité, lo
ale et globale,pour l'hyper
ohomologie des 
omplexes de tores de longueur 2, qui généralisent notamment lesrésultats pour les tores et les modules �nis rappelés plus haut. On retrouve en parti
ulier (parune méthode di�érente) 
ertains des résultats de l'appendi
e de [KS99℄. Ces résultats de dualitéont notamment des appli
ations pour le 
al
ul de la 
ohomologie galoisienne des groupes linéaires
onnexes : on 
itera par exemple les travaux de Borovoi (notamment [Bor98℄ et [Bor99℄ se
tion 4),
eux de Kottwitz et Shelstad (voir [KS99℄), et les résultats de l'auteur dans [Dem09℄.Rappelons quelques notations avant d'énon
er les résultats de 
e texte. On utilise les notationsusuelles suivantes : si A est un groupe topologique abélien, on note AD le groupe des morphismesde groupes 
ontinus A→ Q/Z. On munit 
e groupe AD de la topologie 
ompa
te-ouverte. On note

A∧ le 
omplété de A pour la topologie des sous-groupes ouverts d'indi
e �ni, et A∧ := lim
←−n

A/nA.Si k est un 
orps, on note Γk son groupe de Galois absolu. Si C est un 
omplexe de modulesgaloisiens sur k, et i ∈ N, on note Hi(k, C) := Hi(Γk, C(k)) le i-ème groupe d'hyper
ohomologiegaloisienne. Si k est un 
orps de nombres et Ωk l'ensemble des pla
es de k, Pi(k, C) désigne leproduit restreint des groupes Hi(k̂, C) par rapport aux groupes Hi(Ôv,C ), où Ôv désigne l'anneaudes entiers de k̂v. On dé�nit aussi
X

i(k, C) = X
i(C) := Ker (Hi(k, C)→ Pi(k, C)

)où k̂v désigne le 
omplété de k à la pla
e v. On aura également besoin d'une version modi�ée de
es groupes, à savoir :
X

i
∧(C) := Ker (Hi(k, C)∧ → Pi(k, C)∧

)On peut désormais résumer les résultats prin
ipaux de 
e texte.Étant donné un 
omplexe de tores C = [T1
ρ
−→ T2] (en degrés −1 et 0) sur un 
orps lo
al

K, les groupes Hi(K,C) sont munis d'une topologie naturelle, et l'on dispose d'un a

ouplement
anonique entre les groupes d'hyper
ohomologie
Hi(K,C)×H1−i(K, Ĉ)→ Q/Zqui induit une dualité parfaite après 
ertaines 
omplétions pro�nies (voir théorème 3.1), où Ĉdésigne le 
omplexe (
on
entré en degrés −1 et 0) de modules galoisiens [T̂2

bρ
−→ T̂1], T̂i étant lemodule des 
ara
tères du tore Ti.



1 INTRODUCTION 3On obtient également le résultat de dualité globale suivant (voir théorèmes 5.7, 5.12, 5.14, 5.23et proposition 5.10) :Théorème. Soit k un 
orps de nombres et C = [T1
ρ
−→ T2] un 
omplexe de k-tores. Alors il existeun a

ouplement 
anonique

X
1(C) ×X

1(Ĉ)→ Q/Zqui est une dualité parfaite de groupes �nis. Il existe un a

ouplement 
anonique, fon
toriel en C
X

2(C)×X
0
∧(Ĉ)→ Q/Zqui est une dualité parfaite.� Si Ker ρ est �ni, alors il existe des a

ouplements 
anoniques, fon
toriels en C

X
1(C)×X

1(Ĉ)→ Q/Z

X
2(C)×X

0(Ĉ)→ Q/Zet
X

0
∧(C) ×X

2(Ĉ)→ Q/Zqui sont des dualités parfaites entre groupes �nis.� Si le morphisme ρ est surje
tif, il existe des a

ouplements 
anoniques, fon
toriels en C
X

1(C)×X
1(Ĉ)→ Q/Zet

X
0(C)×X

2(Ĉ)→ Q/Zqui sont des dualités parfaites entre groupes �nis.Remarque 1.1. L'hypothèse de surje
tivité du morphisme ρ implique que le 
omplexe C estquasi-isomorphe (dans la 
atégorie dérivée asso
iée à la 
atégorie des 
omplexes bornés de modulesgaloisiens sur k) à (Ker ρ)[1], Ker ρ étant un k-groupe de type multipli
atif. Ré
iproquement, tout
k-groupe de type multipli
atif est le noyau d'un morphisme surje
tif de k-tores : par 
onséquent, lethéorème pré
édent 
ontient un théorème de dualité globale pour les groupes de type multipli
atif.On obtient également des suites de type Poitou-Tate pour 
ertains 
omplexes de tores, 
ommepar exemple le résultat suivant, où les di�érents morphismes proviennent des théorèmes de dualitélo
ale et globale, et (.)∧ désigne la 
omplétion pour la topologie des sous-groupes ouverts d'indi
e�ni :Théorème (Théorème 6.1). Soit C = [T1

ρ
−→ T2] un 
omplexe de tores dé�ni sur k, ave
 Ker(ρ)�ni. On a alors une suite exa
te de groupes topologiques, fon
torielle en C :

0 // H−1(k, C) // P−1(k, C) // H2(k, Ĉ)D

��
H1(k, Ĉ)D

��

P0(k, C)∧oo H0(k, C)∧oo

H1(k, C) // P1(k, C) // H0(k, Ĉ)D

��
0 H−1(k, Ĉ)Doo P2(k, C)oo H2(k, C)oo



1 INTRODUCTION 4On dispose également, sous les mêmes hypothèses, de la suite exa
te duale :
0 // H−1(k, Ĉ)∧ // P−1(k, Ĉ)∧ // H2(k, C)D

��
H1(k, C)D

��

P0(k, Ĉ)oo H0(k, Ĉ)oo

H1(k, Ĉ) // P1(k, Ĉ)tors //
(
H0(k, C)D

)tors
��

0 H−1(k, C)Doo P2(k, Ĉ)oo H2(k, Ĉ)ooRemarque 1.2. Comme on le montre dans [Dem09℄, 
e théorème est un outil important pour étu-dier le défaut d'approximation forte dans les groupes linéaires 
onnexes, ainsi que pour obtenir unesuite de Poitou-Tate non-abélienne pour de tels groupes, à l'aide des appli
ations d'abélianisationdé�nies notamment par Borovoi dans le 
hapitre 3 de [Bor98℄.On obtient aussi une suite de Poitou-Tate pour les groupes de type multipli
atif, généralisantles suites usuelles de Poitou-Tate pour les modules galoisiens �nis (voir [Mil06℄, théorème I.4.10)et pour les tores (voir le théorème 5.6 de Harari et Szamuely dans [HS05℄). Cette suite n'étaitpas 
onnue pour des groupes de type multipli
atif généraux : voir notamment la remarque aprèsle 
orollaire I.4.21 de [Mil06℄, ainsi que la suite de Poitou-Tate partielle du théorème 8.6.14 de[NSW08℄.Théorème (Théorème 6.3). Soit M un k-groupe de type multipli
atif. On a alors une suite exa
tede groupes topologiques, fon
torielle en M :
0 // H0(k,M)∧ // P 0(k,M)∧ // H2(k, M̂)D

��
H1(k, M̂)D

��

P 1(k,M)oo H1(k,M)oo

H2(k,M) // P 2(k,M) // H0(k, M̂)D // 0On dispose également de la suite exa
te duale :
0 // H0(k, M̂)∧ // P 0(k, M̂)∧ // H2(k,M)D

��
H1(k,M)D

��

P 1(k, M̂)oo H1(k, M̂)oo

H2(k, M̂) // P 2(k, M̂)tors //
(
H0(k,M)D

)tors // 0



2 QUELQUES PRÉLIMINAIRES SUR LES COMPLEXES DE TORES 5Le plan du texte est le suivant : on montre d'abord les théorèmes de dualité lo
ale à la se
tion3, puis on établit des résutats de dualité en 
ohomologie étale à l'aide du théorème d'Artin-Verdier(se
tion 4). Ensuite, la se
tion 5 est 
onsa
rée à la démonstration des théorèmes de dualité globale.En�n, on obtient les suites exa
tes de type Poitou-Tate à la se
tion 6, et on fait le lien ave
 unesuite en hyper
ohomologie obtenue par Borovoi.Remer
iements Je remer
ie très 
haleureusement David Harari pour son aide et sa patien
e.Je remer
ie également Mikhail Borovoi pour ses pré
ieux 
ommentaires.2 Quelques préliminaires sur les 
omplexes de toresSi A est un groupe topologique abélien, on note A∧ son 
omplété pour la topologie des sous-groupes ouverts d'indi
e �ni, et A∧ désigne le groupe lim
←−n

A/n (où A/n := A/nA par dé�nition).En outre, pour un groupe abélien A, on note nA le sous-groupe de n-torsion de A. On 
onsidèreégalement le module de Tate de A, à savoir le groupe T (A) := lim
←−n n

A ; de même, si G est uns
héma en groupes de type multipli
atif et de type �ni sur la base, on note nG le sous-groupe detype multipli
atif noyau de la multipli
ation par n sur G (voir [DG70℄, proposition 2.2). En�n, pourun groupe abélien A et un nombre premier l, on note A{l} le sous-groupe de torsion l-primairede A, A le quotient de Apar son sous-groupe divisible maximal, A{l} le quotient de A{l} par sonsous-groupe divisible maximal, et A(l) la limite proje
tive lim
←−n

A/ln.Introduisons désormais quelques notations 
on
ernant les 
omplexes de tores de longueur 2. Le
ontexte est le suivant : soit S un s
héma. On se donne deux S-tores (au sens de [DG70℄, ExposéIX, dé�nition 1.3) T1 et T2, et un morphisme de S-tores ρ : T1 → T2. On note C :=
[
T1

ρ
−→ T2

] le
omplexe de S-tores ainsi obtenu, où T1 est en degré −1 et T2 en degré 0.On note aussi T̂i le fais
eau Z-
onstru
tible sur S dual de Ti (on rappelle qu'un fais
eau Fpour la topologie étale sur S est dit Z-
onstru
tible s'il existe un revêtement étale �ni d'un ouvertde S sur lequel F est le fais
eau 
onstant asso
ié à un groupe abélien de type �ni et les tiges Fhors de 
et ouvert sont de type �ni 
omme groupes abéliens), et Ĉ le 
omplexe de fais
eaux étales(lo
alement 
onstants) [T̂2
bρ
−→ T̂1

], où ρ̂ est le morphisme dual de ρ. On travaille dans la 
atégoriedes fais
eaux en groupes abéliens sur le site fppf de la base S, et dans la 
atégorie dérivée asso
iéeà la 
atégorie des 
omplexes bornés de fais
eaux fppf.On 
onstruit alors un a

ouplement naturel C ⊗L Ĉ → Gm[1], fon
toriel en C, qui prolongel'a

ouplement bien 
onnu T ⊗ T̂ → Gm pour un tore T : pour 
ela, on remarque que Ĉ étant un
omplexe de fais
eaux plats sur S, le produit tensoriel dérivé C ⊗L Ĉ 
oïn
ide ave
 le 
omplexe"produit tensoriel total" (voir [Wei94℄, 10.5.5 et 10.6.2). L'objet C ⊗L Ĉ est don
 représenté parle 
omplexe [T1 ⊗ T̂2 → (T1 ⊗ T̂1)⊕ (T2 ⊗ T̂2)→ T2 ⊗ T̂1

], la première �ê
he étant (t1, t̂2) 7→ t1 ⊗

ρ̂(t̂2) − ρ(t1) ⊗ t̂2 et la se
onde t1 ⊗ t̂1 + t2 ⊗ t̂2 7→ ρ(t1) ⊗ t̂1 + t2 ⊗ ρ̂(t̂2). On dispose alors dumorphisme 
anonique (T1 ⊗ T̂1)⊕ (T2 ⊗ T̂2)→ Gm ⊕Gm, qui 
omposé ave
 le morphisme
Gm ⊕Gm −→ Gm

(t, t′) 7−→ t.t′fournit un morphisme (T1 ⊗ T̂1)⊕ (T2 ⊗ T̂2)→ Gm.Celui-
i induit 
lairement un morphisme de 
omplexes
C ⊗L Ĉ → Gm[1]On véri�e aisément que dans le 
as où C = [0→ T ] ou C = [T → 0], on retrouve bien l'a

ouple-ment usuel entre un tore T et son dual T̂ .



2 QUELQUES PRÉLIMINAIRES SUR LES COMPLEXES DE TORES 6Remarque 2.1. Cet a

ouplement 
orrespond à une biextension naturelle de (C, Ĉ) par Gm (ausens de [Del74℄, 10.2.1), via la bije
tion 
anonique Biext(C, Ĉ ;Gm) ∼= Hom(C ⊗L Ĉ,Gm[1]).Réalisations n-adiques On dé�nit i
i les réalisations n-adiques d'un 
omplexe C = [T1
ρ
−→ T2]sur S.Dé�nition 2.2. On pose, pour n ≥ 1, TZ/n(C) := H0(C[−1]⊗LZ/n) et TZ/n(Ĉ) := H0(Ĉ[−1]⊗L

Z/n).Montrons alors le lemme suivant :Lemme 2.3. Le fais
eau fppf TZ/n(C) est représentable par un s
héma en groupes de type multipli-
atif �ni sur S, et TZ/n(Ĉ) est représentable par le groupe 
onstant tordu �ni dual HomS-gr(TZ/n(C),Gm),et le produit tensoriel dérivé C ⊗L Z/n s'insère dans les triangles exa
ts suivants, fon
toriels en
C, dans la 
atégorie dérivée des fais
eaux abéliens fppf sur S :

n(Ker ρ)[2]→ C ⊗L Z/n→ TZ/n(C)[1]→n (Ker ρ)[3]et
TZ/n(Ĉ)[1]→ Ĉ ⊗L Z/n→ ̂

n(Ker ρ)→ TZ/n(Ĉ)[2]Démonstration : En utilisant la résolution plate (Z
n
−→ Z) de Z/n, on voit que C ⊗L Z/n s'iden-ti�e au 
omplexe [T1

n⊕ρ
−−−→ T1 ⊕ T2

(t1,t2) 7→ρ(t1)/tn
2−−−−−−−−−−−→ T2

], où T1 est en degré −2 (voir par exemple[Wei94℄, lemme 10.6.2). On note ρ−n le se
ond morphisme. On voit immédiatemment que ρ−n estsurje
tif, par 
onséquent 
e 
omplexe est quasi-isomorphe à [T1
n⊕ρ
−−−→ Ker(ρ− n)

]. Or on disposedu diagramme 
ommutatif suivant, dont les lignes sont exa
tes :
0 //

n(Ker ρ) //

n⊕ρ

��

T1
n⊕ρ //

n⊕ρ

��

Im(n⊕ ρ) //

��

0

0 // 0 // Ker(ρ− n)
= // Ker(ρ− n) // 0Or par dé�nition, TZ/n(C) = Ker(ρ − n)/Im(n ⊕ ρ), et la troisième �è
he verti
ale est inje
tive,don
 le 
omplexe [Im(n⊕ ρ)→ Ker(ρ− n)] est quasi-isomorphe à TZ/n(C), don
 
e diagrammes'identi�e au premier triangle exa
t du lemme, dans la 
atégorie dérivée (voir par exemple [Wei94℄,10.4.9). En 
e qui 
on
erne la �nitude de TZ/n(C), deux appli
ations su

essives du lemme du ser-pent assurent que l'on a une suite exa
te de fais
eaux nT1

ρ
−→n T2 → Ker(ρ−n)/Im(n⊕ρ)→ 0. Orla 
atégorie des S s
hémas en groupes de type multipli
atif de type �ni est une 
atégorie abélienne(voir [DG70℄, Exposé 9, 
orollaire 2.8), et nTi est un-S s
héma en groupes de type multipli
atif �ni(voir [DG70℄, Exposé 9, proposition 2.2), don
 TZ/n(C), qui est isomorphe au quotient nT2/ρ(nT1),est bien un S-s
héma en groupes de type multipli
atif �ni.Montrons désormais le se
ond triangle exa
t : le 
omplexe Ĉ ⊗L Z/n s'identi�e 
ette fois à[

T̂2
n⊕bρ
−−−→ T̂2 ⊕ T̂1

bρ−n
−−−→ T̂1

], ave
 T̂2 en degré −2. Or T̂2 est sans torsion, don
 n ⊕ ρ̂ est inje
tif.Don
 Ĉ ⊗L Z/n est quasi-isomorphe au 
omplexe [(T̂2 ⊕ T̂1

)
/Im(n⊕ ρ̂)

bρ−n
−−−→ T̂1

]. On en déduit



2 QUELQUES PRÉLIMINAIRES SUR LES COMPLEXES DE TORES 7que TZ/n(Ĉ) = Ker(ρ̂−n)/Im(n⊕ ρ̂), ainsi que le diagramme 
ommutatif suivant, à lignes exa
tes :
0 // TZ/n(Ĉ) //

��

(
T̂2 ⊕ T̂1

)
/Im(n⊕ ρ̂)

bρ−n

��

bρ−n // Im(ρ̂− n) //

��

0

0 // 0 // T̂1
= // T̂1

// 0qui fournit exa
tement le se
ond triangle exa
t du lemme, étant donné que le 
omplexe [Im(ρ̂− n) →֒ T̂1

]est quasi-isomorphe à T̂1/Im(ρ̂ − n), qui n'est autre que ̂
n(Ker ρ) (
ar ̂(ρ⊕−(n)) = ρ̂ − n etKer(ρ⊕ (−n)) =n Ker(ρ)).Montrons désormais que TZ/n(C) et TZ/n(Ĉ) se 
orrespondent via l'équivalen
e de 
atégorieentre S-s
hémas en groupes de type multipli
atif de type �ni et S-groupes 
onstants tordus �nimentengendrés (voir [DG70℄, Exposé 10, 
orollaire 5.9) : on remarque que l'a

ouplement 
anonique

C ⊗L Ĉ → Gm[1] dé�ni plus haut induit naturellement un a

ouplement
(C ⊗L Z/n)⊗L (Ĉ ⊗L Z/n)→ Gm[2]d'où en parti
ulier un a

ouplement TZ/n(C) × TZ/n(Ĉ) → Gm. Or on a montré par appli
ationdu lemme du serpent que l'on avait une suite exa
te naturelle

nT1
ρ
−→n T2 → TZ/n(C)→ 0De même, on montre fa
ilement la suite exa
te suivante :

0→ TZ/n(Ĉ)→ T̂2/n
bρ
−→ T̂1/nAlors on 
on
lut immédiatement que TZ/n(Ĉ) est 
onstant tordu, et qu'il s'identi�e au dual de

TZ/n(C), en remarquant que nTi est le dual de T̂i/n pour i = 1, 2.Remarque 2.4. Les 
al
uls pré
édents montrent en fait que C ⊗L Z/n s'identi�e au 
�ne C(ρn)du morphisme de 
omplexes [T1
n
−→ T1

]
ρn
−→

[
T2

n
−→ T2

]. Il se trouve que les deux 
omplexes appa-raissant i
i sont respe
tivement quasi-isomorphes à nT1[1] et nT2[1], on a don
 un triangle exa
tdans la 
atégorie dérivée :
nT1[1]

ρn
−→n T2[1]→ C ⊗L Z/n→n T1[2]de même, dualement on obtient un triangle exa
t :

T̂2/n
bρn
−→ T̂1/n→ Ĉ ⊗L Z/n→ T̂2/n[1]Ces triangles exa
ts sont des variantes des triangles exa
ts pré
édents, les suites d'hyper
ohomologiene sont pas les mêmes, mais une partie de la suite du raisonnement peut se faire en utilisant 
esvariantes, les arguments de dévissage étant exa
tement les mêmes, puisque les s
hémas en groupesde type multipli
atif nTi, nKer(ρ) et TZ/n(C) sont �nis. On utilise dans la suite de 
ette se
tionuniquement la version du lemme, qui a l'avantage de présenter une analogie ave
 [HS05℄. En outre,la version du lemme fait intervenir le noyau Ker(ρ), sur lequel vont porter des hypothèses de�nitude dans les se
tions suivantes, hypothèse qui sera 
ru
iale pour 
ertains des résultats de typePoitou-Tate qui vont suivre (voir se
tion 6.



3 THÉORÈMES DE DUALITÉ LOCALE 8Remarque 2.5. Dans sa thèse [Jos09℄, P. Jossen a présenté un formalisme très général pour
onstruire les modules de Tate l-adiques de 
omplexes (dits �modérés�) de fais
eaux fppf sur unebase quel
onque 
omme objets dans une 
atégorie dérivée de fais
eaux l-divisibles lo
alement
onsants (voir le 
hapitre 2 de [Jos09℄). En parti
ulier, son travail s'applique à des 
omplexes detores. Les 
onstru
tions de 
ette se
tion, ainsi que 
ertains des résultats qui suivent, peuvent sereformuler dans le langage qu'il a développé, et se voir ainsi de façon plus naturelle.3 Théorèmes de dualité lo
aleSoit K un 
orps 
omplet pour une valuation dis
rète, à 
orps résiduel �ni F, O son anneau desentiers. On se donne deux K-tores T1 et T2, et un morphisme de K-tores algébriques ρ : T1 → T2.On note C :=
[
T1

ρ
−→ T2

] le 
omplexe de tores ainsi obtenu, où T1 est en degré −1 et T2 en degré
0.Topologie On munira Hi(K,C) de la topologie dis
rète, sauf pour i = −1, 0 : pour i = −1,
H−1(K,C) est muni de la topologie induite par 
elle de T1(K) via l'identi�
ation H−1(K,C) =Ker(T1(K)→ T2(K)). Pour i = 0, on 
onsidère la suite exa
te de groupes abéliens

T1(K)
ρ
−→ T2(K)→ H0(K,C)→ H1(K,T1)On sait que l'image de T1(K) par ρ s'identi�e à un sous-groupe fermé de T2(K), et par 
onséquentle quotient topologique T2(K)/ρ(T1(K)) est un groupe topologique séparé. La suite exa
te permetd'identi�er 
e quotient à un sous-groupe d'indi
e �ni de H0(K,C) (le groupe H1(K,T2) est �nipar [Mil06℄, I, théorème 2.1), et on munit 
e sous-groupe d'indi
e �ni de la topologie quotientsur T2(K)/ρ(T1(K)), 
e qui dé�nit une topologie sur H0(K,C). Par dé�nition, le morphisme

T2(K)→ H0(K,C) est alors 
ontinu et ouvert, et H0(K,C) est séparé.Remarquons que l'a

ouplement C⊗L Ĉ → Gm[1] induit, via le 
up produit, un morphisme surles groupes d'hyper
ohomologie Hi(K,C)×H1−i(K, Ĉ)→ H1(K,Gm[1]) ∼= H2(K,Gm)
jK
−−→ Q/Zoù jK est l'invariant donné par la théorie du 
orps de 
lasses lo
al. Montrons alors le résultatsuivant :Théorème 3.1. Le 
up-produit Hi(K,C) × H1−i(K, Ĉ) → Q/Z réalise des dualités parfaites,fon
torielles en C, entre les groupes suivants :� le groupe pro�ni H−1(K,C)∧ et le groupe dis
ret H2(K, Ĉ).� le groupe pro�ni H0(K,C)∧ et le groupe dis
ret H1(K, Ĉ).� le groupe dis
ret H1(K,C) et le groupe pro�ni H0(K, Ĉ)∧.� le groupe dis
ret H2(K,C) et le groupe pro�ni H−1(K, Ĉ)∧.Démonstration : Ce résultat s'obtient essentiellement par dévissage à partir de la dualité lo
alede Tate-Nakayama pour les tores (voir [Mil06℄, 
orollaires I.2.3 et I.2.4).� i = −1.Considérons la suite exa
te suivante :

0→ H−1(K,C)→ H0(K,T1)
ρ
−→ H0(K,T2)où H−1(K,C) s'identi�e au sous-groupe topologique fermé Ker(T1(K)

ρ
−→ T2(K)) du groupeséparé 
ompa
tement engendré, totalement dis
ontinu et lo
alement 
ompa
t T1(K). Demême, T2(K) est séparé 
ompa
tement engendré, totalement dis
ontinu et lo
alement 
om-pa
t, et l'image de T1(K) s'identi�e à un sous-groupe fermé de T2(K), don
 on est don
 bien



3 THÉORÈMES DE DUALITÉ LOCALE 9dans le 
adre de la proposition de l'appendi
e de [HS05℄, et par 
onséquent la suite 
omplétée
0→ H−1(K,C)∧ → H0(K,T1)

∧ ρ
−→ H0(K,T2)

∧reste exa
te (l'in
lusion H−1(K,C)→ H0(K,T1) est bien stri
te par dé�nition de la topologiesur H−1(K,C)).On dispose du diagramme 
ommutatif suivant, à lignes exa
tes (on peut dualiser la suiteexa
te pré
édente 
ar les groupes apparaissant sont pro�nis) :
H2(K, T̂2)

//

≃

��

H2(K, T̂1)
//

≃

��

H2(K, Ĉ)

��

// H3(K, T̂2)

(H0(K,T2)
∧)D // (H0(K,T1)

∧)D // (H−1(K,C)∧)D // 0Or H3(K, T̂2) = 0 
ar K est de dimension 
ohomologique stri
te égale à 2 (voir [Ser94℄,I.5.3, proposition 15), et les deux premières �è
hes verti
ales sont des isomorphismes (voir[Mil06℄, 
orollaire I.2.4). Don
 une 
hasse au diagramme assure que l'on a un isomorphisme
H2(K, Ĉ) ≃ (H−1(K,C)∧)D. Dans l'autre sens, on 
onsidère le diagramme exa
t (la se
ondeligne est exa
te 
ar 
'est la suite duale d'une suite exa
te de groupes dis
rets) :

0 // H−1(K,C)∧ //

��

H0(K,T1)
∧ //

≃

��

H0(K,T2)
∧

≃

��
0 // H2(K, Ĉ)D // H2(K, T̂1)

D // H2(K, T̂2)
Dles deux isomorphismes provenant de la dualité lo
ale de Tate-Nakayama (voir [Mil06℄, 
o-rollaire I.2.4). D'où le point 1 du théorème.� i = 0.On dispose du diagramme suivant :

H0(K,T1)
∧ //

≃

��

H0(K,T2)
∧

≃

��

// H0(K,C)∧ //

��

H1(K,T1) //

≃

��

H1(K,T2)

≃

��

H2(K, T̂1)
D // H2(K, T̂2)

D // H1(K, Ĉ)D // H1(K, T̂1)
D // H1(K, T̂2)

DLa ligne inférieure est exa
te (puisque les groupes dont on prend le dual sont des groupesdis
rets), le mor
eauH0(K,T2)
∧ → H0(K,C)∧ → H1(K,T1)→ H1(K,T2) est exa
t puisque

H1(K,T1) est �ni, et le mor
eau H0(K,T1)
∧ → H0(K,T2)

∧ → H0(K,C)∧ est un 
omplexe.Par 
onséquent, une 
hasse au diagramme assure que le morphisme H0(K,C)∧ → H1(K, Ĉ)Dest un isomorphisme. Dans l'autre sens, on 
onsidère le diagramme suivant :
H1(K, T̂2)

//

≃

��

H1(K, T̂1)

≃

��

// H1(K, Ĉ) //

��

H2(K, T̂2)
//

≃

��

H2(K, T̂1)

≃

��
H1(K,T2)

D // H1(K,T1)
D // H0(K,C)D // H0(K,T2)

D // H0(K,T1)
DLa première ligne est exa
te. Con
ernant la se
onde, la �nitude des groupes H1(K,Ti), et ladé�nition de la topologie sur H0(K,C) assure que la suite suivante

H1(K,T2)
D → H1(K,T1)

D → H0(K,C)D → H0(K,T2)
D
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te, et le mor
eau H0(K,C)D → H0(K,T2)
D → H0(K,T1)

D est un 
omplexe. Alorsune 
hasse au diagramme assure le point 2.� i = 1.On fait le même raisonnement que pour i = 0 : On dispose du diagramme suivant, 
ommutatifà lignes exa
tes :
H1(K,T1) //

≃

��

H1(K,T2)

≃

��

// H1(K,C) //

��

H2(K,T1) //

≃

��

H2(K,T2)

≃

��

H1(K, T̂1)
D // H1(K, T̂2)

D // H0(K, Ĉ)D // H0(K, T̂1)
D // H0(K, T̂2)

Ddon
 le morphisme H1(K,C) → H0(K, Ĉ)D est un isomorphisme. Dans l'autre sens, on
onsidère le diagramme suivant :
H0(K, T̂2)

∧ //

≃

��

H0(K, T̂1)
∧

≃

��

// H0(K, Ĉ)∧ //

��

H1(K, T̂2)
//

≃

��

H1(K, T̂1)

≃

��
H2(K,T2)

D // H2(K,T1)
D // H1(K,C)D // H1(K,T2)

D // H1(K,T1)
Det la première ligne est un 
omplexe, et elle est exa
te au niveau du mor
eau H0(K, T̂1)
∧ →

H0(K, Ĉ)∧ → H1(K, T̂2) → H1(K, T̂1) (puisque H1(K, T̂i) est �ni), et on 
on
lut par une
hasse au diagramme.� i = 2.Comme dans le 
as i = −1, on remarque que la suite suivante
0→ H−1(K, Ĉ)∧ → H0(K, T̂2)

∧ bρ
−→ H0(K, T̂1)

∧est exa
te, puisque l'in
lusion H−1(K, Ĉ)→ H0(K, T̂2) est stri
te par dé�nition de la topolo-gie sur H−1(K, Ĉ) et puisque les réseaux H0(K, T̂i) sont dis
rets et de type �ni, don
 on estbien dans le 
adre la proposition de l'appendi
e de [HS05℄. On dispose don
 du diagramme
ommutatif suivant, à lignes exa
tes :
H2(K,T1) //

≃

��

H2(K,T2) //

≃

��

H2(K,C)

��

// H3(K,T1) = 0

(H0(K, T̂1)
∧)D // (H0(K, T̂2)

∧)D // (H−1(K, Ĉ)∧)D // 0d'où un isomorphisme H2(K,C) ≃ (H−1(K, Ĉ)∧)D. Dans l'autre sens, on 
onsidère le dia-gramme à lignes exa
tes (les groupes H2(K,Ti) et H2(K,C) sont dis
rets) :
0 // H−1(K, Ĉ)∧ //

��

H0(K, T̂2)
∧ //

≃

��

H0(K, T̂1)
∧

≃

��
0 // H2(K,C)D // H2(K,T2)

D // H2(K,T1)
Dles deux isomorphismes provenant de la dualité lo
ale de Tate-Nakayama. D'où le point 4 duthéorème.



3 THÉORÈMES DE DUALITÉ LOCALE 11Étudions maintenant le 
omportement des groupes de 
ohomologie non rami�ée vis-à-vis de 
eta

ouplement. On se pla
e dans la situation suivante : soient T1 et T2 deux tores sur Spe
 O, et
ρ : T1 → T2 un morphisme de Spe
 O-s
hémas en groupes. On note C le 
omplexe de tores asso
ié,et on note aussi T1 (resp. T2, resp. C) la �bre générique de T1 (resp. T2, resp. C , i.e. le 
omplexe de
K-tores [T1

ρ
−→ T2

]). On dé�nit alors Hinr(K,C) 
omme l'image de Hi(O,C ) dans Hi(K,C). Onrappelle que dans le 
as des tores, le groupe H1(O,Ti) est trivial (
'est la 
onjon
tion de [Mil80℄,III.3.11 a) et du théorème de Lang).Montrons d'abord le lemme suivant :Lemme 3.2. Soit F un fais
eau (étale) lo
alement 
onstant Z-
onstru
tible sans torsion surSpe
 O.Alors le morphisme H2(O,F )→ H2(K,F ) est inje
tif.Démonstration : On note Knr l'extension maximale non rami�ée de K, et Onr son anneau desentiers. On 
onsidère les suites spe
trales de Ho
hs
hild-Serre suivantes : Hp(F, Hq(Onr,F )) ⇒
Hp+q(O,F ) et Hp(F, Hq(Knr,F )) ⇒ Hp+q(K,F ). Ces deux suites spe
trales induisent le dia-gramme 
ommutatif suivant de suites exa
tes de bas degré :

H0(F, H1(Onr,F ))

��

// H2(F, H0(Onr,F )) //

��

Ker (H2(O,F )→ H0(F, H2(Onr,F ))
)

//

��

H1(F, H1(Onr,F ))

��
H0(F, H1(Knr,F )) // H2(F, H0(Knr,F )) // Ker (H2(K,F )→ H0(F, H2(Knr,F ))

)
// H1(F, H1(Knr,F ))Or on sait que H1(Onr,F ) = H2(Onr,F ) = 0 
ar Onr est a
y
lique pour la topologie étale. Deplus, Onr est simplement 
onnexe (pour la topologie étale), don
 F est un fais
eau 
onstant Zksur Onr, et don
 on a H1(Knr,F ) = 0 puisque l'on sait que H1(Knr,Z) = 0. Finalement, lediagramme pré
édent devient :

H2(F, H0(Onr,F ))
≃ //

��

H2(O,F )

��
H2(F, H0(Knr,F ))

≃ // Ker (H2(K,F )→ H0(F, H2(Knr,F ))
)Or la �è
he verti
ale de gau
he est un isomorphisme, don
 
elle de droite également, 
e qui assurele lemme.Théorème 3.3. Dans la situation pré
édente, dans la dualité parfaite : H0(K,C)∧×H1(K, Ĉ)→

Q/Z, les sous-groupes H0nr(K,C) et H1nr(K, Ĉ) sont les orthogonaux respe
tifs l'un de l'autre. Demême, dans la dualité H1(K,C)×H0(K, Ĉ)∧ → Q/Z, les sous-groupes H1nr(K,C) et H0nr(K, Ĉ)∧sont les orthogonaux respe
tifs l'un de l'autre.Démonstration : On montre seulement le premier point, le se
ond est similaire. Puisque Br O = 0,les a

ouplements H0(K,C)∧×H1(K, Ĉ)→ Q/Z et H1(K,C)×H0(K, Ĉ)∧ → Q/Z induisent desmorphismes H1(K, Ĉ)/H1(O, Ĉ )→ H0(O,C )D et H0(K,C)∧/H0(O,C )∧ → H1(O, Ĉ )D. Il su�t



3 THÉORÈMES DE DUALITÉ LOCALE 12alors de montrer que 
es morphismes sont inje
tifs. On 
onsidère d'abord le diagramme 
ommutatifsuivant, dont les lignes sont exa
tes :
H1(O, T̂1)

//

����

H1(O, Ĉ ) //

��

H2(O, T̂2)
//

��

H2(O, T̂1)

��

H1(K, T̂1)
//

��

H1(K, Ĉ) //

��

H2(K, T̂2)
//

��

H2(K, T̂1)

��
H1(O,T1)

D = 0 // H0(O,C )D // H0(O,T2)
D // H0(O,T1)

DEn outre, la troisième 
olonne est exa
te (voir par exemple [HS05℄, lemma 2.11). On se donne alorsun élément α ∈ H1(K, Ĉ) s'envoyant sur 0 dans H0(O,C )D. On note β son image dans H2(K, T̂2).Puisque β s'envoie sur 0 dans H0(O,T2)
D, on sait que β provient d'un β0 ∈ H2(O, T̂2), d'image

γ0 ∈ H2(O, T̂1). Par 
ommutativité du diagramme, γ0 s'envoie sur 0 dans H2(K, T̂1). Or le mor-phisme H2(O, T̂1) → H2(K, T̂1) est inje
tif par le lemme 3.2, don
 γ0 = 0. Par 
onséquent, β0se relève en un δ0 ∈ H1(O, Ĉ ), d'image δ ∈ H1(K, Ĉ). Or α et δ ont tous les deux pour image
β ∈ H2(K, T̂2), don
 β = δ + ǫ, ave
 ǫ ∈ H1(K, T̂1). Par surje
tivité de H1(O, T̂1) → H1(K, T̂1)(voir par exemple [HS05℄, page 105, se
ond diagramme ; on peut aussi voir 
ela 
omme une 
onsé-quen
e de [Mil06℄, théorème I.2.6 et du fait que H1(O,T1) = 0), ǫ se relève en ǫ0 ∈ H1(O, T̂1).Alors l'élément δ0 + ǫ0 ∈ H1(O, Ĉ ) s'envoie sur α ∈ H1(K, Ĉ). Cela assure don
 que le morphisme
H1(K, Ĉ)/H1(O, Ĉ )→ H0(O,C )D est inje
tif.Montrons l'inje
tivité de H0(K,C)∧/H0(O,C )∧ → H1(O, Ĉ )D. On 
onsidère 
ette fois le dia-gramme suivant (les groupes H0(O,Ti) étant 
ompa
ts) :

H0(O,T1) //

��

H0(O,T2) //

��

H0(O,C ) //

��

H1(O,T1) = 0

��
H0(K,T1)

∧ //

��

H0(K,T2)
∧ //

��

H0(K,C)∧ //

��

H1(K,T1)

��

H2(O, T̂1)
D // H2(O, T̂2)

D // H1(O, Ĉ )D // H1(O, T̂1)
DSoit α ∈ H0(K,C)∧ s'envoyant sur 0 dans H1(O, Ĉ )D. On note β son image dans H1(K,T1).Par inje
tivité de la �è
he H1(K,T1)→ H1(O, T̂1)

D (voir à nouveau [Mil06℄, théorème I.2.6 et lefait que H1(O,T1) = 0 par exemple), on sait que β = 0. Don
 par exa
titude de la se
onde ligneen H0(K,C)∧, α se relève en un γ ∈ H0(K,T2)
∧. On note γ′ l'image de γ dans H2(O, T̂2)

D. Parexa
titude de la ligne inférieure, 
e γ′ se relève en un élément δ′ ∈ H2(O, T̂1)
D. Par surje
tivitéde la �è
he H0(K,T1)

∧ → H2(O, T̂1)
D (voir lemme 3.2), on relève δ′ en un δ ∈ H0(K,T1)

∧.L'image δ′ de δ dans H0(K,T2)
∧ a même image que γ dans H2(O, T̂2)

D, don
 par exa
titudede la deuxième 
olonne (dualité de Tate-Nakayama, voir lemme 2.11 de [HS05℄), γ − δ′ se relèveen un ǫ ∈ H0(O,T2), dont on note ǫ′ l'image dans H0(O,C ). Alors, puisque la deuxième lignedu diagramme est un 
omplexe, ǫ′ s'envoie sur α dans H0(K,C)∧. Cela assure l'inje
tivité de
H0(K,C)∧/H0(O,C )→ H1(O, Ĉ )D, et 
ela 
on
lut la preuve du théorème.



3 THÉORÈMES DE DUALITÉ LOCALE 13Traitons également le 
as du 
orps R : pour 
ela, on introduit les groupes de 
ohomologiemodi�és à la Tate Ĥi(R, C).Proposition 3.4. Soit C un 
omplexe de tores sur R. Alors le 
up-produit induit une dualitéparfaite de groupes �nis, fon
torielle en C :
Ĥ0(R, C)× Ĥ1(R, Ĉ)→ Z/2Démonstration : 
'est un dévissage fa
ile à partir du 
as des tores.Pour �nir, il 
onvient de rédiger un analogue du premier théorème pour le 
orps des fra
tionsd'un anneau hensélien, puis de 
omparer les groupes de 
ohomologie pour un 
orps hensélien etpour son 
omplété, a�n de rempla
er les 
omplétés k̂v par les henselisés kv quand k est un 
orpsde nombres et v une pla
e de k (voir la se
tion suivante).Théorème 3.5. Soit A un anneau hensélien, de 
orps résiduel �ni, F son 
orps des fra
tions. Onsuppose F de 
ara
téristique 0. Soit C un 
omplexe de tores sur F . Alors le 
up-produit induit desdualités parfaites, fon
torielles en C, entre les groupes :� H−1(F,C)∧ et H2(F, Ĉ).� H0(F,C)∧ et H1(F, Ĉ).� H1(F,C) et H0(F, Ĉ)∧.� H2(F,C) et H−1(F, Ĉ)∧Remarque 3.6. On munit Ti(F ) de la topologie induite par 
elle de Ti(K), et H0(F,C) de latopologie "naturelle". On va d'ailleurs montrer que pour le groupe abélien H0(F,C), sa 
omplétionpro�nie 
oïn
ide ave
 sa 
omplétion pour la topologie des sous-groupes ouverts d'indi
e �ni.Démonstration :Lemme 3.7. Soit K la 
omplétion de F . Alors les morphismes 
anoniques Hi(F,C)→ Hi(K,C)sont des isomorphismes pour i ≥ 1, et H0(F,C)→ H0(K,C) induit un isomorphisme H0(F,C)∧ →

H0(K,C)∧.Les morphismes Hi(F, Ĉ)→ Hi(K, Ĉ) sont des isomorphismes pour tout i ≥ 0.Démonstration : On sait que H1(F, Ti) ∼= H1(K,Ti) par [HS05℄, lemme 2.7, et 
es groupes sont�nis. Par dé�nition de la topologie sur Ti(F ), on remarque que le sous-groupe nTi(F ) de Ti(F ),qui est d'indi
e �ni dans Ti(F ), est ouvert : en e�et, son adhéren
e dans Ti(K) est exa
tement
nTi(K) (théorème de Greenberg, voir [Gre66℄. Voir également [BLR90℄, se
tion 3.6, 
orollaire 10pour une formulation pré
ise du résultat utilisé), qui est d'indi
e �ni dans Ti(K), don
 ouvert (Kest de 
ara
téristique 0, voir [Mil06℄, page 32), et il se trouve que nTi(F ) = nTi(K) ∩ Ti(F ) (voir[HS05℄, preuve du lemme 2.7), d'où le fait que nTi(F ) soit ouvert dans Ti(F ). Par 
onséquent,pour les groupes Ti(F ) (resp. Ti(K)), la 
omplétion pour les sous-groupes nTi(F ) (resp. nTi(K))
oïn
ide ave
 la 
omplétion pour les sous-groupes ouverts d'indi
e �ni. Or Ti(F )∧ ∼= Ti(K)∧ (voir[HS05℄, preuve du lemme 2.7), don
 H0(F, Ti)

∧ ∼= H0(K,Ti)
∧.Or on peut 
ompléter la suite exa
te

H0(F, T1)→ H0(F, T2)→ H0(F,C)→ H1(F, T1)→ H1(F, T2)puisque les deux derniers groupes sont �nis et le se
onde �è
he est ouverte par dé�nition de latoplogie sur H0(F,C). D'où le diagramme 
ommutatif à lignes exa
tes suivant :
H0(F, T1)

∧ //

≃

��

H0(F, T2)
∧

≃

��

// H0(F,C)∧ //

��

H1(F, T1) //

≃

��

H1(F, T2)

≃

��
H0(K,T1)

∧ // H0(K,T2)
∧ // H0(K,C)∧ // H1(K,T1) // H1(K,T2)



4 DUALITÉ GLOBALE : COHOMOLOGIE ÉTALE 14On a déjà montré que les deux premières �è
hes verti
ales, ainsi que les deux dernières, étaientdes isomorphismes, don
 par une 
hasse au diagramme, la �è
he 
entrale est un isomorphisme.Pour les groupes Hi(F,C) ave
 i ≥ 1, la preuve est exa
tement 
elle du lemme 2.7 de [HS05℄. Pourle 
omplexe dual Ĉ, la preuve en degré stri
tement positif est toujours la même ; pour le degré 0,on 
onsidère le diagramme exa
t suivant :
H0(F, T̂2)

//

≃

��

H0(F, T̂1)

≃

��

// H0(F, Ĉ) //

��

H1(F, T̂2)
//

≃

��

H1(F, T̂1)

≃

��

H0(K, T̂2)
// H0(K, T̂1)

// H0(K, Ĉ) // H1(K, T̂2)
// H1(K, T̂2)les isomorphismes provenant du fait que T̂i est lo
alement 
onstant et que les 
orps F et K ontmême groupe de Galois absolu.Ce lemme 3.7, ainsi que la remarque sur les di�érentes 
omplétions dans la preuve du lemme,assure le théorème 3.5 grâ
e au théorème 3.1.4 Dualité globale : 
ohomologie étaleSoit k un 
orps de nombres, Ok son anneau des entiers. Soit U un ouvert non vide de Spe
 Ok,et Σf l'ensemble des pla
es �nies de k 
orrespondant à des points fermés hors de U . Si v désigneun pla
e de k, on note kv l'hensélisé de k en v, et k̂v le 
omplété de k en v. Dans toute la suite, si

v est une pla
e in�nie de k, les groupes d'hyper
ohomolgie modi�és de Tate Ĥi(kv, .) seront notés
Hi(kv, .). On note également Σ := Σf ∪Ω∞, où Ω∞ désigne l'ensemble des pla
es in�nies de k.On renvoie au début de la se
tion 3 de [HS05℄ pour la dé�nition des groupes d'hyper
ohomologieà support 
ompa
t à valeur dans un 
omplexe de fais
eaux abéliens 
ohomologiquement borné. Onutilisera également la propriété de fon
torialité 
ovariante de la 
ohomologie à support 
ompa
terappelée au début de la page 107 dans [HS05℄ : si V → U est une immersion ouverte, on a unmorphisme 
anonique Hi

c(V,CV )→ Hi
c(U,C ).Suivant [Mil06℄, on note Di(U, .) l'image de Hi

c(U, .) dans Hi(U, .).Lemme 4.1. Soit C un 
omplexe de tores sur U .1. Les groupes Hi(U,C ) et Hi(U, Ĉ ) sont de torsion pour i ≥ 1, ainsi que les groupes Hj
c(U, Ĉ )et Hj

c(U,C ) pour j ≥ 2.2. Pour tout l inversible sur U , les groupes Hi(U,C ){l} et Hi(U, Ĉ ){l} (resp. Hj
c(U, Ĉ ){l} et

Hj
c(U,C ){l} ) sont de 
otype �ni pour i ≥ 1 (resp. j ≥ 2).3. Les groupes H−1(U,C ), H0(U,C ), H−1

c (U,C ), H−1(U, Ĉ ), H0(U, Ĉ ), H−1
c (U, Ĉ ) et H0

c(U, Ĉ )sont de type �ni.4. Le groupe H0
c(U,C ) est extension d'un groupe de type �ni par un groupe pro�ni, le groupe

H1
c(U,C ) est extension d'un groupe de torsion (dont les sous-groupes de torsion l-primairesont de 
otype �ni) par un groupe pro�ni, et le groupe H1

c(U, Ĉ ) est extension d'un groupede torsion (dont les sous-groupes de torsion l-primaire sont de 
otype �ni) par un groupe detype �ni.Démonstration :
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onsidère la suite exa
te suivante :
Hi(U,T1)→ Hi(U,T2)→ Hi(U,C )→ Hi+1(U,T1)→ Hi+1(U,T2)Or on sait que les Hi(U,Tr) sont de torsion pour i ≥ 1 (
f [HS05℄, lemme 3.2.(1)), don
 ilen est de même pour Hi(U,C ). On en déduit le résultat pour les groupes de 
ohomologie àsupport 
ompa
t à l'aide de la suite exa
te

Hi(U,C )→
⊕

v∈Σf

Hi(kv,C )⊕
⊕

v in�nie Ĥi(kv,C )→ Hi+1
c (U,C )→ Hi+1(U,C )→

⊕

v∈Σf

Hi+1(kv,C )⊕
⊕

v in�nie Ĥi+1(kv,C )Le raisonnement est exa
tement le même pour les groupes Hi(U, Ĉ ), utilisant le fait que
Hi(U, T̂r) est de torsion pour i ≥ 1.2. Par dé�nition, 
es groupes sont de torsion. On utilise à nouveau la suite exa
te :

Hi(U,T1){l} → Hi(U,T2){l} → Hi(U,C ){l} → Hi+1(U,T1){l}Pour i ≥ 1, les trois groupes autres que Hi(U,C ){l} sont de 
otype �ni (voir [HS05℄, lemme3.2.(2)), don
 Hi(U,C ){l} l'est aussi (puisqu'un sous-groupe et un quotient d'un groupe de
otype �ni sont de 
otype �ni). En 
e qui 
on
erne les groupes Hi(U, Ĉ ){l}, Hj
c(U,C ){l} et

Hj
c(U, Ĉ ){l}, le raisonnement est le même.3. Pour H−1(U,C ) et H0(U,C ), on utilise à nouveau la suite exa
te pré
édente, sa
hant que

H0(U,Ti) est de type �ni (voir [HS05℄, lemme 3.2.(3)) et que H1(U,T1) est �ni (voir [Mil06℄,théorème II.4.6). En 
e qui 
on
erne le groupe H−1
c (U,C ), on utilise la suite exa
te reliant
ohomologie étale et 
ohomologie à support 
ompa
t. Pour les autres groupes, le raisonnementest similaire, en utilisant en outre le fait que H−1(kv, Ĉ ) est de type �ni pour v ∈ Σ.4. C'est un dévissage à l'aide des résultats des points pré
édents.On va désormais utiliser les réalisations n-adiques du 
omplexe C et de son dual.On rappelle que l'a

ouplement 
anonique C⊗LĈ → Gm[1] induit (C⊗LZ/n)⊗L(Ĉ⊗LZ/n)→

Gm[2]. On en déduit des a

ouplements en 
ohomologie :
Hi(U,C ⊗L Z/n)×H1−i

c (U, Ĉ ⊗L Z/n)→ H3
c (U,Gm) = Q/Z (1)On a alors le résultat de dualité suivant :Proposition 4.2. Pour tout i ∈ Z, si l'entier n est inversible sur U , l'a

ouplement (1)

Hi(U,C ⊗L Z/n)×H1−i
c (U, Ĉ ⊗L Z/n)→ H3

c (U,Gm) = Q/Zest une dualité parfaite de groupes �nis, fon
torielle en C. De même en inversant les r�les de Cet Ĉ .Démonstration : Grâ
e au lemme 2.3, on dispose du diagramme 
ommutatif suivant :
Hi(U, TZ/n(C )) //

��

Hi+2(U, n(Ker ρ)) //

��

Hi(U,C ⊗L Z/n) //

��

Hi+1(U, TZ/n(C )) //

��

Hi+3(U, n(Ker ρ))
��

H3−i
c (U, TZ/n(Ĉ ))D // H1−i

c (U, ̂
n(Ker ρ))D // H1−i

c (U, Ĉ ⊗L Z/n)D // H2−i
c (U, TZ/n(Ĉ ))D // H−i

c (U, ̂
n(Ker ρ))D



4 DUALITÉ GLOBALE : COHOMOLOGIE ÉTALE 16Hormis les groupes d'hyper
ohomologie au 
entre du diagramme, tous les groupes de 
ohomo-logie intervenant i
i sont �nis (voir par exemple [Mil06℄, théorème II.3.1), 
e qui assure la �nitudedes groupes intervenant dans l'énon
é de la proposition.Par dé�nition de l'a

ouplement (1) et des �è
hes dans le lemme 2.3, les autres morphismesautres que le morphisme 
entral sont (au signe près) les a

ouplements usuels qui interviennentdans la dualité d'Artin-Verdier. On va désormais appliquer le théorème de dualité de Artin-Verdierpour les fais
eaux �nis.Les fais
eaux TZ/n(C) et nKer(ρ) étant 
onstru
tibles lo
alement 
onstants (voir lemme 2.3),et n étant inversible sur U , les �è
hes verti
ales autres que 
elle du milieu sont des isomorphismes(voir par exemple [Mil06℄, 
orollaire II.3.3). Don
 
elle du milieu est aussi un isomorphisme, parlemme des 
inq. En remplaçant C par Ĉ, on obtient �nalement une dualité parfaite de groupes�nis Hi(U,C ⊗ Z/n) ×H1−i
c (U, Ĉ ⊗ Z/n) → Q/Z, pour tout n inversible sur U et tout i, 
e qui
on
lut la preuve.Déduisons de 
e résultat le théorème prin
ipal de 
e paragraphe :Théorème 4.3. Pour tout entier i, pour tout nombre premier l inversible sur U , le 
up-produitinduit une dualité parfaite fon
torielle en C :

Hi(U,C ){l} ×H2−i
c (U, Ĉ ){l} → Q/Zet de même en é
hangeant les r�les de C et Ĉ .Remarque 4.4. Les groupes Hi(U,C ){l} et H2−i
c (U, Ĉ ){l} étant tous de 
otype �ni, leur sous-groupe divisible maximal 
oïn
ide ave
 leur sous-groupe formé des éléments divisibles.Démonstration : Fixons l un nombre premier inversible sur U . On déduit de la proposition 4.2 unedualité parfaite entre le groupe dis
ret lim

−→n
Hi−1(U,C⊗Z/ln) et le groupe pro�ni lim

←−n
H2−i
c (U, Ĉ⊗

Z/ln). Celle-
i induit une dualité parfaite entre le quotient lim
−→n

Hi−1(U,C ⊗ Z/ln) et le sous-groupe de torsion (lim
←−n

H2−i
c (U, Ĉ ⊗ Z/ln)

)tors.Or en tensorisant (produit tensoriel dérivé ⊗L) la suite exa
te 0→ Z→ Z→ Z/n→ 0 par C ,on obtient une suite exa
te de groupes �nis :
0→ Hi−1(U,C )⊗ Z/n→ Hi−1(U,C ⊗L Z/n)→n Hi(U,C )→ 0qui permet d'identi�er (après passage à la limite indu
tive) le groupe lim

−→n
Hi−1(U,C ⊗ Z/ln) augroupe Hi(U,C ){l}. De même, en remplaçant C par Ĉ , et en passant à la limite proje
tive (lesgroupes en question i
i étant �nis), on obtient un isomorphisme

(
lim
←−
n

H2−i
c (U, Ĉ ⊗ Z/ln)

)tors ∼= (H2−i
c (U, Ĉ )(l)

)tors = H2−i
c (U, Ĉ )(l){l}En�n, la stru
ture des groupesH2−i

c (U, Ĉ ) (voir lemme 4.1) fournit un isomorphismeH2−i
c (U, Ĉ )(l){l} ∼=

H2−i
c (U, Ĉ ){l} (H2−i

c (U, Ĉ )(l) est toujours de 
otype �ni).D'où �nalement le résultat, en remarquant que tout 
e raisonnement fon
tionne en intervertis-sant C et Ĉ .On souhaite déduire de 
e résultat un résultat de dualité sur les groupes Di(U,C ) et Dj(U, Ĉ ).Pour 
ela on va utiliser le lemme suivant (voir [HS05℄, 
orrigenda) :



4 DUALITÉ GLOBALE : COHOMOLOGIE ÉTALE 17Lemme 4.5. Soit a ∈ D1(U,C ), lr-divisible dans H1(U,C ), et orthogonal au sous-groupe lrD1(U, Ĉ )de H1(U, Ĉ ). Alors a est lr-divisible dans D1(U,C ).Démonstration : Notons n = lr. On 
onsidère le diagramme 
ommutatif exa
t suivant :
H1
c(U,C ) //

n

��

H1(U,C )

n

��⊕
v∈Σ H0(kv,C ) //

��

H1
c(U,C ) //

��

H1(U,C )

��
H0(U,C ⊗L Z/n) // ⊕

v∈Σ H0(kv,C ⊗
L Z/n) // H1

c(U,C ⊗
L Z/n) // H1(U,C ⊗L Z/n)Soit a ∈ D1(U,C ) 
omme dans l'énon
é, image d'un élément ã ∈ H1

c(U,C ). On é
rit a =
na1, ave
 a1 ∈ H1(U,C ). On note a2 l'image de ã dans H1

c(U,C ⊗
L Z/n). Par 
ommutativitéet exa
titude, a2 provient d'un élément (cv) ∈

⊕
v∈Σ H0(kv,C ⊗

L Z/n). On dispose alors desa

ouplements naturels : D1(U,C ) × D1(U, Ĉ )
P−T
−−−→ Q/Z et H1

c(U,C ⊗
L Z/n) × H0(U, Ĉ ⊗L

Z/n)
A−V
−−−→ Z/n, qui sont 
ompatibles via le diagramme 
ommutatif :

H0(U, Ĉ ⊗L Z/n)

��

× H1
c(U,C ⊗

L Z/n)
A-V // Q/Z

=

��

nH
1(U, Ĉ ) × H1

c(U,C )/n

OO

��

// Q/Z

=

��

nD
1(U, Ĉ )

OO

× D1(U,C )/n
P-T // Q/ZOn en déduit que < a, a′ >P-T=< a2, b

′ >A-V, si a′ ∈ nD
1(U, Ĉ ) est l'image de b′ ∈ H0(U, Ĉ ⊗L

Z/n). Or par hypothèse< a2, b
′ >A-V=

∑
v∈Σ < cv, b

′
v >v (où b′v est l'image de b′ dans⊕v∈Σ H0(kv, Ĉ⊗

L

Z/n)), et on a supposé que < a, a′ >P-T= 0 pour tout a′ ∈ nD
1(U, Ĉ ), don
 a2 est orthogonal àl'image de Sn(U, Ĉ ) := Ker(H0(U, Ĉ ⊗L Z/n)→

⊕
v∈Σ H1(kv, Ĉ )) dans⊕v∈Σ H0(kv, Ĉ ⊗

L Z/n).On va maintenant montrer que l'élément a2 véri�ant 
ette propriété est né
essairement nul, 
equi va permettre de 
on
lure puisque si a2 = 0, alors ã s'é
rit ã = nã1, ave
 ã1 ∈ H1
c(U,C ), 
e qui
on
lut la preuve du lemme 4.5.Pour montrer la trivialité de a2, on utilise l'analogue du lemme des 
orrigenda de [HS05℄ : pluspré
isément, montrons que (cv) est somme d'un élément de ⊕v∈Σ H0(kv, C) et d'un élément de

H0(U,C ⊗L Z/n). Pour 
ela, regardons le diagramme suivant (⊕v∈Σ H0(kv, C ⊗
L Z/n) est �ni) :

⊕
v∈Σ H0(kv, C ⊗

L Z/n)

γ1

**T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

⊕
v∈Σ H0(kv, C)∧

OO

// H0(U, Ĉ ⊗L Z/n)D // Sn(U, Ĉ )D // 0On sait don
 que γ1((cv)) est nul quand on le pousse dans Sn(U, Ĉ )D, don
 par exa
titude de ladernière ligne (elle est exa
te par dé�nition de Sn(U, Ĉ )), on en déduit que γ1((cv)) se relève dans⊕
v∈Σ H0(kv, C)∧, en un élément noté (tv). On envoie alors (tv) dans⊕v∈Σ H0(kv, C ⊗

L Z/n), et



4 DUALITÉ GLOBALE : COHOMOLOGIE ÉTALE 18on remarque que (cv)− (tv) ∈ Ker(γ1). Considérons alors le diagramme 
ommutatif suivant, dontla première ligne est exa
te :
H0(U,C ⊗L Z/n) // ⊕

v∈Σ H0(kv,C ⊗
L Z/n) //

∼=

��

H1
c(U, Ĉ ⊗

L Z/n)D

∼=

��⊕
v∈Σ H0(kv, Ĉ ⊗

L Z/n)D
γ1 // H0(U, Ĉ ⊗L Z/n)Doù les isomorphismes verti
aux proviennent du théorème 3.5 de dualité lo
ale et la proposition4.2.On déduit don
 de 
e diagramme la suite exa
te suivante :H0(U,C⊗LZ/n)→

⊕
v∈Σ H0(kv, C⊗

L

Z/n)
γ1
−→ H0(U, Ĉ ⊗LZ/n)D, don
 (cv)−(tv) se relève en µ ∈ H0(U,C⊗LZ/n). Et �nalement on a

(cv) = (tv)+µ. On 
on
lut alors en remarquant que par �nitude de⊕v∈Σ H0(kv, C⊗
LZ/n), l'imagede⊕v∈Σ H0(kv, C)∧ dans⊕v∈Σ H0(kv, C⊗

LZ/n) 
oïn
ide ave
 l'image de⊕v∈Σ H0(kv, C) dans⊕
v∈Σ H0(kv, C ⊗

L Z/n), don
 on peut bien é
rire (cv) = (t′v) + µ ave
 (t′v) ∈
⊕

v∈Σ H0(kv, C) et
µ ∈ H0(U,C ⊗L Z/n). Cela ssure que a2 = 0, 
e qui termine la preuve du lemme 4.5.Dé�nissons aussi

D0
∧(U,C ) := Ker(H0(U,C )→

⊕

v∈Σ

H0(kv,C )∧

)Corollaire 4.6. On a des a

ouplements fon
toriels D0
∧(U,C ){l} × D2(U, Ĉ ){l} → Q/Z et

D1(U,C ){l} × D1(U, Ĉ ){l} → Q/Z (ainsi que D2(U,C ){l} × D0(U, Ĉ ){l} → Q/Z), dont lesnoyaux à droite et à gau
he sont les sous-groupes divisibles maximaux des deux groupes.Démonstration : Pour le premier a

ouplement, il su�t d'é
rire le diagramme
0 // D0

∧(U,C ){l} //

��

H0(U,C ){l} //

��

⊕
v∈Σ H0(kv,C )(l)

��

0 //
D2(U, Ĉ ){l}D //

H2
c(U, Ĉ ){l}D // ⊕

v∈Σ H1(kv, Ĉ ){l}Det de remarquer que la �è
he verti
ale 
entrale est un isomorphisme puisque H0(U,C ){l} est �ni(H0(U,C ) est de type �ni par le lemme 4.1). Considérons la troisième �è
he verti
ale : par lethéorème de dualité lo
ale (théorème 3.5), le groupe H0(kv, C)∧ s'identi�e à H1(kv, Ĉ)D, don
 latroisième �è
he verti
ale du diagramme est inje
tive, 
e qui assure le résultat. Pour le troisièmea

ouplement, la preuve est similaire : on s'intéresse au diagramme exa
t suivant :
0 // D0(U, Ĉ ){l} //

��

H0(U, Ĉ ){l} //

��

⊕
v∈Σ H0(kv, Ĉ ){l}

��
0 // D2(U,C ){l}D // H2

c(U,C ){l}D // ⊕
v∈Σ H1(kv,C ){l}DAlors à nouveau la se
onde �è
he verti
ale est un isomorphisme grâ
e au lemme 4.1 (H0(U, Ĉ )est de type �ni), et la troisième �è
he verti
ale est inje
tive (puisque H0(kv, Ĉ ) s'inje
te dans son
omplété H0(kv, Ĉ )∧, et 
e dernier est isomorphe au dual du groupe de torsion H1(kv,C )).
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ond a

ouplement, le diagramme est le suivant :
0 // D1(U,C ){l} //

��

H1(U,C ){l} //

��

⊕
v∈Σ H1(kv,C )

��
0 // D1(U, Ĉ )D // H1

c(U, Ĉ )D // ⊕
v∈Σ H0(kv, Ĉ )DOn sait que la troisième �è
he verti
ale est inje
tive, et que le noyau de la se
onde est un sous-groupe divisible. Alors le lemme 4.5 assure que le morphisme D1(U,C ){l} → D1(U, Ĉ )

D estinje
tif. Cela assure la se
onde partie du 
orollaire 4.6, puisque l'argument "dual" est exa
tementle même : on dispose en e�et des résultats de �nitude analogues pour Ĉ, qui permettent d'adap-ter la preuve du lemme 4.5 ave
 les r�les de C et Ĉ é
hangés, pour obtenir que le morphisme
D1(U, Ĉ ){l} → D1(U,C )

D est lui aussi inje
tif, 
e qui 
on
lut la preuve de la dualité parfaiteentre D1(U,C ){l} et D1(U, Ĉ ){l}.Corollaire 4.7. Ave
 les notations pré
édentes, l'a

ouplement D1(U,C ){l}×D1(U, Ĉ ){l} → Q/Zest une dualité parfaite de groupes �nis, fon
torielle en C.Démonstration : Il su�t de montrer que les groupes D1(U,C ){l} et D1(U, Ĉ ){l} sont �nis. Pour
D1(U,C ){l}, par dévissage, il su�t de montrer que D1(U,T2){l}, H1(kv, T1) et D2(U,T1) sont�nis. Ces trois points sont 
onnus (voir [Mil06℄, théorème II.4.6, 
orollaire I.2.3 et propositionII.4.14). En e�et, 
onsidérons le diagramme 
ommutatif exa
t suivant :

H1(U,T1){l} //

��

H1(U,T2){l} //

��

H1(U,C ){l} //

��

H2(U,T1){l}

��⊕
v∈ΣH

1(kv,T1){l} // ⊕
v∈ΣH

1(kv,T2){l} // ⊕
v∈Σ H1(kv,C ){l} // ⊕

v∈ΣH
2(kv,T1){l}Par �nitude de Σ et de H1(kv, T1), le 
onoyau de la première �è
he verti
ale est �ni. Par �nitudede D1(U,T2), le noyau de la se
onde est �ni également. En�n, la �nitude de D2(U,T1){l} assurela �nitude du noyau de la quatrième �è
he verti
ale H2(U,T1){l} →

⊕
v∈ΣH

2(kv, T1){l}. Par
onséquent, une appli
ation immédiate du lemme du serpent assure que le noyau de la troisième�è
he
H1(U,C ){l} →

⊕

v∈Σ

H1(kv,C ){l}est �ni, 
'est-à-dire que D1(U,C ){l} est �ni.En 
e qui 
on
erne la �nitude de D1(U, Ĉ ){l}, le raisonnement est exa
tement le même, enutilisant les �nitudes de Σ, H1(kv, T̂2), D2(U, T̂2){l} et D1(U, T̂1){l}.5 Dualité globale : 
ohomologie galoisienneL'obje
tif prin
ipal de 
ette se
tion est de montrer les trois théorèmes de dualité globale en
ohomologie galoisienne, à savoir les théorèmes 5.7, 5.14 et 5.12, que l'on utilisera dans la se
tion6 pour obtenir la suite de Poitou-Tate.
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ette se
tion, Σ désigne un ensemble �ni de pla
es de k 
ontenant les pla
es ar
himé-diennes. On dé�nit également kΣ 
omme étant l'extension maximale de k non rami�ée hors de Σ,et on note ΓΣ := Gal(kΣ|k).Dé�nition 5.1. Soit C un 
omplexe de tores sur k. On dé�nit pour tout i ≥ 0,
Pi(k, C) :=

′∏

v∈Ωk

Hi(k̂v, C)où le produit restreint est pris par rapport aux sous-groupes Hinr(k̂v, C), et
X

i(C) = X
i(k, C) := Ker (Hi(k, C)→ Pi(k, C)

)On dé�nit de même X
i(Ĉ). Si C est la �bre générique d'un 
omplexe de tores C sur U :=Spe
(Ok,Σ), alors on note

X
i
Σ(C) = X

i
Σ(k, C) := Ker(Hi(ΓΣ, C)→

∏

v∈Σ

Hi(k̂v, C)

)En�n, on note
X

i
∧(C) := Ker (Hi(k, C)∧ → Pi(k, C)∧

)Remarque 5.2. On remarque que le groupe P1(k, C) est en fait la somme dire
te P1(k, C) =⊕
v H1(k̂v, C), puisque pour presque toute pla
e v H1(Ôv,T2) = H2(Ôv,T1) = 0.Proposition 5.3. Soit C un 
omplexe de tores dé�ni sur U , C sa �bre générique, l inversible sur

U .1. Si U est su�samment petit, le morphisme 
anonique Hi(U,C ){l} → Hi(ΓΣ, C){l} (resp.
Hi(U, Ĉ ){l} → Hi(ΓΣ, Ĉ){l}) est un isomorphisme, pour tout i ≥ 1.2. Si U est su�samment petit, le morphisme 
anonique H1(U,C ){l} → H1(k, C){l} (resp.
H1(U, Ĉ ){l} → H1(k, Ĉ){l}) est inje
tif.Démonstration :1. Grâ
e aux 
orrigenda de [HS05℄, on 
onnaît le résultat pour les tores sur U assez petit. Onutilise alors la suite exa
te :

Hi(U,T1)→ Hi(U,T2)→ Hi(U,C )→ Hi+1(U,T1)→ Hi+1(U,T2)On sait que Hj(U,Tr){l} ∼= Hj(ΓΣ, Tr){l}, pour j ≥ 1 (voir [HS05℄, proposition 4.1 et
orrigenda), d'où le résultat par lemme des 
inq.En 
e qui 
on
erne Ĉ , le raisonnement est similaire : en e�et, T̂i étant lo
alement 
onstant, ona un isomorphisme H1(U, T̂i)
≃
−→ H1(ΓΣ, T̂i). De même, par la proposition II.2.9 de [Mil06℄,on a un isomorphisme H2(U, T̂i)

≃
−→ H2(ΓΣ, T̂i), d'où le point 1. par dévissage.2. Il su�t de montrer que le morphisme naturel H1(ΓΣ, C) → H1(k, C) (resp. H1(ΓΣ, Ĉ) →

H1(k, Ĉ)) est inje
tif. Pour le 
as de C, on regarde le diagramme suivant :
H1(ΓΣ, T1) //

��

H1(ΓΣ, T2)

��

// H1(ΓΣ, C) //

��

H2(ΓΣ, T1) //

��

H2(ΓΣ, T2)

��
H1(k, T1) // H1(k, T2) // H1(k, C) // H2(k, T1) // H2(k, T2)
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rivons la suite exa
te de restri
tion-in�ation relative au quotient ΓΣ de Γk :
0→ H1(ΓΣ, Ti)→ H1(k, Ti)→ H1(kΣ, Ti)

ΓΣ → H2(ΓΣ, Ti)→ H2(k, Ti)Quitte à augmenter Σ (i.e. quitte à réduire U), on peut supposer que Ti est déployé par kΣ/k,et don
 par Hilbert 90, H1(kΣ, Ti) = 0. On en déduit don
 que les deux premières �è
hesverti
ales du diagramme sont des isomorphismes, et que les deux dernières sont inje
tives.Une 
hasse au diagramme assure alors que la �è
he verti
ale 
entrale est inje
tive.En 
e qui 
on
erne Ĉ, si kΣ déploie T1 et T2, on a des isomorphisme H1(ΓΣ, T̂i)
≃
−→ H1(k, T̂i)et des morphismes inje
tifs H2(ΓΣ, T̂i) → H2(k, T̂i) grâ
e à la suite exa
te de restri
tionin�ation pour les T̂i. Par dévissage, 
ela implique bien l'inje
tivité de H1(ΓΣ, Ĉ)→ H1(k, Ĉ)pour Σ su�samment gros. Cela 
on
lut la preuve du point 2.Corollaire 5.4. Soit C un 
omplexe de tores dé�ni sur U , C sa �bre générique, l inversible sur

U . On a une dualité parfaite fon
torielle de groupes �nis X
1
Σ(C){l} ×X

1
Σ(Ĉ){l} → Q/Z.Démonstration : C'est une appli
ation dire
te du 
orollaire 4.7, en utilisant le point 1 de la pro-position 5.3.5.2 Dualité entre X

1(C) et X
1(Ĉ)On va montrer dans 
ette se
tion qu'il existe une dualité parfaite de groupes �nis entre X

1(C)et X
1(Ĉ). On 
onserve les notations de la se
tion pré
édente : on �xe un nombre premier l, et on
hoisit un ouvert U = Spe
(Ok,Σ) su�samment petit pour que l soit inversible sur U et C s'étendeen un 
omplexe de tores sur U .Lemme 5.5. Ave
 les notations pré
édentes, le groupe D1(U,C ){l}, vu 
omme sous-groupe de

H1(k, C), est 
ontenu dans X
1(C){l}.Démonstration : La trivialité des groupes H1(Ov, Ti) et H2(Ov, Ti) pour v /∈ S assure le résultat(i = 1 ou 2). La première est une 
onséquen
e du théorème de Lang, et la se
onde provient del'isomorphisme H2(Ov, Ti) ∼= H2(Fv, Ti ×Ov

Fv), le se
ond groupe étant trivial 
ar Fv est de di-mension 
ohomologique 1 et Ti(Fv) est de torsion.Lemme 5.6. Pour un ouvert U su�samment petit, le groupe D1(U, Ĉ ){l}, vu 
omme sous-groupede H1(k, Ĉ), est 
ontenu dans X
1(Ĉ){l}.Démonstration : C'est la même idée que la preuve du lemme 4.7 de [HS05℄. En e�et, on a l'in
lusionsuivante : ⋂

V⊂U

D1(V, Ĉ ){l} ⊆X
1(Ĉ){l}Or les groupes D1(V, Ĉ ){l} sont �nis, don
 on peut se limiter à une interse
tion �nie, i.e. à unnombre �ni d'ouverts Vi ⊂ U . On 
onsidère alors un ouvert U ′ 
ontenu dans l'interse
tion des

Vi, et la fon
torialité 
ovariante de la 
ohomologie à support 
ompa
t assure alors que l'on a unein
lusion D1(U ′, Ĉ ){l} ⊂X
1(Ĉ){l}, 
e qui prouve le lemme.
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omplexe de tores sur k. Il existe une dualité parfaite de groupes �nis,fon
torielle en C :
X

1(C) ×X
1(Ĉ)→ Q/ZRemarque 5.8. Ce théorème est équivalent à la proposition 4.2 de [Bor99℄, dont la preuve estdue à Kottwitz. Par ailleurs, Borovoi a donné une autre preuve de 
e résultat ré
emment (voir[Bor09℄), par dévissage au 
as des groupes de type multipli
atif, à partir du théorème I.4.12.(a) de[Mil06℄.Démonstration : Soit l un nombre premier. Il existe un ouvert U de Spe
 Ok tel que C s'étenden un 
omplexe de tores sur U et l est inversible sur U . On peut réduire U de sorte à être dansles 
onditions pré
édentes. Alors l'in
lusion D1(U,C ){l} ⊂ X

1(C){l} est en fait une égalité,puisque un élément α ∈ X
1(C){l} s'étend en un élément de D1(V,C ){l}, ave
 V ⊂ U , et don


D1(V,C ){l} ⊂ D1(U,C ){l}. De la même façon, grâ
e aux résultats pré
édents, on a égalementune égalité D1(U, Ĉ ){l} = X
1(Ĉ){l}. Ces deux égalités permettent bien de dé�nir l'a

ouplement,et son exa
titude dé
oule du 
orollaire 4.7. Pour la �nitude des groupes X

1(C) et X
1(Ĉ), 
'estégalement une 
onséquen
e du 
orollaire 4.7, en remarquant que la preuve de 
e 
orollaire montreen fait que les éléments de D1(U,C ) dont la torsion est inversible sur U sont en nombre �ni.5.3 Dualité entre X

2(C) et X
0(Ĉ)Dans 
ette se
tion, on montre que les groupes X

2(C) et X
0(Ĉ) sont �nis et duaux l'un del'autre.Lemme 5.9. Soit C un 
omplexe de tores sur k. Alors X

0(Ĉ) est �ni.Démonstration :� On suppose d'abord que T2 est déployé sur k : alors Γk agit trivialement sur T̂2, et on
onsidère le diagramme 
ommutatif suivant, pour une pla
e v quel
onque :
H0(k, T̂2)

//

��

H0(k, T̂1)

��

// H0(k, Ĉ) //

��

H1(k, T̂2)

��

H0(k̂v, T̂2)
// H0(k̂v, T̂1)

// H0(k̂v, Ĉ) // H1(k̂v, T̂2)La deuxième �è
he verti
ale est inje
tive, le groupe H1(k, T̂2) est �ni, et en�n la �è
heverti
ale de gau
he est un isomorphisme, 
e qui assure le résultat dans 
e 
as.� Cas général : on ne suppose plus T2 déployé sur k. Il existe une extension galoisienne �nie
L/k qui déploie T2. Par le 
as pré
édent, on sait que X

0(L, Ĉ) est �ni. Par un argument derestri
tion-
orestri
tion, le groupe X
0(k, Ĉ) est don
 de torsion. Or 
e groupe est de type�ni, puisque H0(k, Ĉ) l'est, don
 X

0(k, Ĉ) est �ni, 
e qui 
on
lut le preuve.Notons désormais X
0
∧(Ĉ) le noyau du morphisme H0(k, Ĉ)∧ → P0(k, Ĉ)∧.Proposition 5.10. Il existe une dualité parfaite et fon
torielle

X
2(C)×X

0
∧(Ĉ)→ Q/ZDémonstration : On montre 
e résultat en étapes : on se donne n inversible sur U .
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ilement que le morphisme H0(U, Ĉ ⊗LZ/n)→ H0(k, Ĉ ⊗LZ/n)est inje
tif. En e�et, on a un diagramme 
ommutatif exa
t de la forme
0 // H1(U, TZ/n(Ĉ )) //

��

H0(U, Ĉ ⊗L Z/n) //

��

H0(U, n̂Ker ρ)
��

0 // H1(k, TZ/n(Ĉ)) // H0(k, Ĉ ⊗L Z/n) // H0(k, n̂Ker ρ)Or par �nitude de TZ/n(Ĉ ) et nKer ρ, les première et dernière �è
hes verti
ales sont inje
tives,don
 la �è
he 
entrale également.� On montre ensuite que pour tout pla
e v de U , H1(Ov,C ⊗
L Z/n) = 0. En e�et, 
e groupes'intègre dans la suite exa
te suivante :

H3(Ov, nKer ρ)→ H1(Ov,C ⊗
L Z/n)→ H2(Ov, TZ/n(C ))Or les deux groupes extrêmes dans 
ette suite sont nuls par dimension 
ohomologique, don
le groupe 
entral est nul.� La proposition 4.2 et un dévissage à partir de la dualité lo
ale pour les modules �nis assurentque l'on a une dualité parfaite entre les groupes D1(U,C ⊗L Z/n) et D0(U, Ĉ ⊗L Z/n).� On �xe alors un nombre premier l et on prend un ouvert U su�samment petit pour que lsoit inversible sur U et pour que le 
omplexe de tores s'étende sur U . Par le premier point,on sait que le groupe X

0(Ĉ ⊗ Z/lm) 
ontient l'interse
tion des groupes D0(V, Ĉ ⊗L Z/lm)(V dé
rivant les ouverts non vide de U) dans H0(k, Ĉ ⊗L Z/lm). Or 
ha
un des groupes
D0(V, Ĉ⊗LZ/lm) étant �nis, on peut se limiter à une interse
tion sur un nombre �ni d'ouverts
V , et en prenant leur interse
tions, on déduit par fon
torialité 
ovariant de la 
ohomologieà support 
ompa
t l'égalité D0(V, Ĉ ⊗L Z/lm) ∼= X

0(Ĉ ⊗ Z/lm) pour tout ouvert V de U
ontenu dans un 
ertain ouvert U0 (voir par exemple [HS05℄, preuves du lemme 4.7 et de laproposition 4.12).Le se
ond point assure que pour une immersion ouverte V → U , le morphisme naturel
H1(U,C ⊗L Z/lm) → H1(V,C ⊗L Z/lm) envoie le sous-groupe D1(U,C ⊗L Z/lm) dans
D1(V,C ⊗L Z/lm). On en déduit don
 un morphisme naturel lim

−→V
D1(V,C ⊗L Z/lm) →

X
1(C ⊗ Z/lm), qui est surje
tif par fon
torialité 
ovariante de la 
ohomologie à support
ompa
t (voir [HS05℄, preuve de la proposition 4.12). Et 
e morphisme est inje
tif 
ar lemorphisme lim

−→V
H1(V,C ⊗L Z/lm)→ H1(C ⊗ Z/lm) l'est.Finalement, on a don
 des isomorphismes naturels

X
1(C ⊗ Z/lm) ∼= lim

−→
V

D1(V,C ⊗L Z/lm)et
X

0(Ĉ ⊗ Z/lm) ∼= lim
←−
V

D0(V, Ĉ ⊗L Z/lm)� On 
ombine alors les points 3 et 4 pour en déduire que l'on a une dualité parfaite entre lesgroupes X
1(C⊗Z/lm) et X

0(Ĉ⊗Z/lm). Ce
i étant valable pour tout nombre premier l, onen déduit une dualité parfaite entre les groupes lim
−→n

X
1(C ⊗L Z/n) et lim

←−n
X

0(Ĉ ⊗L Z/n)On identi�e alors les groupes X
0
∧(Ĉ) ∼= lim

←−n
X

0(Ĉ⊗LZ/n) en passant à la limite proje
tive
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0 // H0(k, Ĉ)/n

��

// H0(k, Ĉ ⊗L Z/n) //

��

nH
1(k, Ĉ)

��

// 0

0 // P0(k, Ĉ)/n // P0(k, Ĉ ⊗L Z/n) //
nP

1(k, Ĉ) // 0et en utilisant la �nitude du groupe X
1(Ĉ). De même, on identi�e les groupes X

2(C) ∼=
lim
−→n

X
1(C ⊗L Z/n), en passant à la limite indu
tive dans le diagramme

0 // H1(k, C)/n

��

// H1(k, C ⊗L Z/n) //

��

nH
2(k, C)

��

// 0

0 // P1(k, C)/n // P1(k, C ⊗L Z/n) //
nP

2(k, C) // 0qui permet d'identi�er lim
−→n

H1(k, C⊗LZ/n) ∼= H2(k, C) et lim
−→n

P1(k, C⊗LZ/n) ∼= P2(k, C)puisque les groupes H1(k, C), P1(k, C), H2(k, C) et P2(k, C) sont de torsion, et on 
on
lutgrâ
e à l'exa
titude du fon
teur lim
−→

qui permet d'identi�er lim
−→n

X
1(C ⊗L Z/n) au noyau de

lim
−→n

H1(k, C ⊗L Z/n)→ lim
−→n

P1(k, C ⊗L Z/n).Proposition 5.11.
X

0
∧(Ĉ) ∼= Ker(H0(k, Ĉ)∧

β0

−→ P0(k, Ĉ)∧)Démonstration : H0(k, Ĉ) est dis
ret de type �ni, don
 le morphisme H0(k, Ĉ)∧ → H0(k, Ĉ)∧est un isomorphisme. De plus, pour tout n, et pour toute pla
e v ne divisant pas n, le mor-phisme H0(Ov, Ĉ ⊗
LZ/n)→ H0(kv, Ĉ⊗

LZ/n) est inje
tif (
ar les morphismes H0(Ov, n̂Ker ρ)→
H0(kv, n̂Ker ρ) et H1(Ov, TZ/n(Ĉ ))→ H1(kv, TZ/n(Ĉ)) le sont). Don
 pour tout n le morphisme
P0(k, Ĉ)/n →

∏
v

(
H0(kv, Ĉ)/n

) est inje
tif, 
e qui implique que le morphisme P0(k, Ĉ)∧ →

P0(k, Ĉ)∧ est inje
tif (voir preuve de la proposition 5.4 dans [HS05℄). On a don
 un diagramme
ommutatif
H0(k, Ĉ)∧

= //

��

H0(k, Ĉ)∧

��
P0(k, Ĉ)∧

// P0(k, Ĉ)∧où la �è
he horizontale inférieure est inje
tive, 
e qui permet bien de montrer que les noyaux desdeux �è
hes verti
ales sont les mêmes.Théorème 5.12. On suppose Ker ρ �ni. Alors il existe une dualité parfaite de groupes �nis,fon
torielle en C :
X

2(C) ×X
0(Ĉ)→ Q/Z
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ret de type �ni, don
 H0(k, Ĉ) →

H0(k, Ĉ)∧ est inje
tive. Don
 on a une suite exa
te (puisque X
0(Ĉ) est un sous-groupe fermé de

H0(k, Ĉ)) :
0→X

0(Ĉ)∧ → H0(k, Ĉ)∧ → Im(θ)∧ (2)où θ est le morphismeH0(k, Ĉ)→ P0(k, Ĉ), et Im(θ) est muni de la topologie quotient deH0(k, Ĉ),
'est-à-dire de la topologie dis
rète. On 
onsidère alors le diagramme 
ommutatif suivant :
P0(k, Ĉ) //

��

P0(k, Ĉ)∧

��∏
v H0(kv, Ĉ) // ∏

v H0(kv, Ĉ)∧La première �è
he verti
ale est inje
tive, ainsi que la �è
he horizontale inférieure (H0(kv, Ĉ) estde type �ni), don
 la �è
he horizontale supérieure est inje
tive. Don
 le morphisme P0(k, Ĉ) →

P0(k, Ĉ)∧ est inje
tif. En parti
ulier Im(θ) s'inje
te dans P0(k, Ĉ)∧. On montre alors le lemmesuivant :Lemme 5.13. On suppose Ker ρ �ni. Alors on a une suite exa
te naturelle
H0(k, Ĉ)

θ
−→ P0(k, Ĉ)→ H1(k, C)DDémonstration : Tout d'abord, sous l'hypothèse de �nitude de Ker ρ, il est 
lair par dévissage(groupe �ni et tore) que X

2(C) est �ni. On 
onsidère le 
omplexe
lim
−→
n

H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n)→ lim
−→
n

P−1(k, Ĉ ⊗L Z/n)→ lim
−→
n

H1(k, C ⊗L Z/n)DCelui-
i est exa
t en utilisant le triangle exa
t suivant
TZ/n(Ĉ)[1]→ Ĉ ⊗L Z/n→ n̂Ker ρ→ TZ/n(Ĉ)[2]et la suite exa
te de Poitou-Tate pour le module �ni TZ/n(Ĉ), puis en passant à la limite indu
tive.On 
onsidère alors le diagramme 
ommutatif à lignes exa
tes suivant :

0 // lim
−→n

H−1(k, Ĉ)/n //

��

lim
−→n

H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n) //

��

H0(k, Ĉ)tors
��

// 0

0 // lim
−→n

P−1(k, Ĉ)/n //

��

lim
−→n

P−1(k, Ĉ ⊗L Z/n) //

��

P0(k, Ĉ)tors
��

// 0

0 // lim
−→n

(H0(k, C)D)/n // lim
←−n

H1(k, C ⊗L Z/n)D // (H1(k, C)D)tors // 0dont on a montré que la 
olonne 
entrale était exa
te. On 
on
lut alors que la troisième 
olonneest exa
te par surje
tivité du morphisme
lim
−→
n

P−1(k, Ĉ)/n→ lim
−→
n

(H0(k, C)D)/ndont le 
onoyau est X
2(C)⊗Q/Z = 0 puisque X

2(C) est �ni.
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 que Im(θ) est un sous-groupe fermé de P0(k, Ĉ), don
 les argumentspré
édents impliquent que le morphisme Im(θ)∧ → P0(k, Ĉ)∧ est inje
tif. En revenant alors àla suite exa
te (2), X
0(Ĉ)∧ s'identi�e au noyau Ker(H0(k, Ĉ)∧

β0

−→ P0(k, Ĉ)∧), et don
 aussi à
X

0
∧(Ĉ) par la proposition 5.11. On utilise alors la �nitude de X

0(Ĉ) (lemme 5.9) et le résultatde dualité globale (proposition 5.10) pour 
on
lure.5.4 Dualité entre X
0

∧
(C) et X

2(Ĉ)Dans 
ette partie, les résultats de dualité ne seront pas valable en général, mais seulement pour
ertains 
omplexes de tores parti
uliers. On est amené à imposer deux types de 
onditions sur
C = [T1

ρ
−→ T2] :1. Ker ρ est �ni. Cette hypothèse sera véri�ée dans le 
adre de la 
ohomologie abélianisée desgroupes rédu
tifs. On voit fa
ilement que la 
ondition de �nitude de Ker ρ est équivalente àla 
ondition lim

←−n n
(Ker ρ) = 0.2. ρ est surje
tive. Cette hypothèse implique que C est quasi-isomorphe à un objet M [1],où M := Ker ρ est un k-groupe de type multipli
atif. Ré
iproquement, tout k-groupe detype multipli
atif peut s'é
rire 
omme le noyau d'un morphisme de tores surje
tif. Parailleurs, on 
onstate fa
ilement que la 
ondition de surje
tivité de ρ équivaut à la 
ondi-tion lim

−→n
TZ/n(C) = 0.5.4.1 Cas où Ker(ρ) est �niDans 
ette se
tion, sous l'hypothèse de �nitude de Ker(ρ), on montre l'existen
e d'une dualitéparfaite entre les groupesX

0
∧(C) et X

2(Ĉ), puis on identi�e X
0
∧(C) ave
 le noyau deH0(k, C)∧ →

P0(k, C)∧.Théorème 5.14. Supposons que Ker(ρ) est �ni. Alors il existe une dualité parfaite de groupes�nis, fon
torielle en C :
X

0
∧(C) ×X

2(Ĉ)→ Q/ZDémonstration : On 
ommen
e par montrer la �nitude du groupe X
2(Ĉ). Pour 
ela, on remarqueque l'on a un triangle exa
t

M [1]→ C → T →M [2]où M := Ker ρ est un k-groupe de type multipli
atif et T := Coker ρ un k-tore. On obtient alorsun diagramme 
ommutatif de suites exa
tes :
H3(k, T̂ ) //

��

H2(k, Ĉ) //

��

H2(k, M̂) //

��

H4(k, T̂ )

��
P 3(k, T̂ ) // P2(k, Ĉ) // P 2(k, M̂) // P 4(k, T̂ )On sait que les première et dernière �è
hes verti
ales sont des isomorphismes de groupes �nis. La�nitude de X

2(Ĉ) résulte alors de la �nitude de X
2(M̂) (voir théorème 8.6.7 de [NSW08℄ outhéorème 5.23) et du lemme du serpent appliqué au diagramme pré
édent.Poursuivons alors la preuve du théorème 5.14 ave
 le lemme suivant :Lemme 5.15. Pour tout n > 0, le morphisme P0(C)/n →

∏
v H0(k̂v, C)/n est inje
tif, d'imagele produit restreint des H0(k̂v, C)/n par rapport aux H0nr(k̂v, C)/n.



5 DUALITÉ GLOBALE : COHOMOLOGIE GALOISIENNE 27Démonstration : Il su�t de montrer que, pour presque toute pla
e v, dans le diagramme suivant
H0(Ôv, C)

��

n // H0(Ôv, C) //

��

H0(Ôv, C ⊗
L Z/n)

��
H0(k̂v, C)

n // H0(k̂v, C) // H0(k̂v, C ⊗
L Z/n)la troisième �è
he verti
ale est inje
tive. Pour 
e faire, on utilise la dé
omposition de C ⊗L Z/ndéjà utilisée plus haut : on a un diagramme 
ommutatif à lignes exa
tes :

H2(Ôv, n(Kerρ))
��

// H0(Ôv, C ⊗
L Z/n) //

��

H1(Ôv, TZ/n(C))

��

H2(k̂v, n(Kerρ)) // H0(k̂v, C ⊗
L Z/n) // H1(k̂v, TZ/n(C))On suppose que v ne divise pas n. Alors H2(Ôv, n(Kerρ)) = 0 (puisque H2(Ôv, n(Kerρ)) ∼=

H2(Fv,n (Kerρ)) 
ar v ne divise pas n, et Fv est de dimension 
ohomologique 1), et la troisième�è
he verti
ale est inje
tive, puisque le groupe H1
v (Ôv, TZ/n(C)) est le dual de H2(Ôv, ̂TZ/n(C))qui est nul par dimension 
ohomologique. Cela assure bien l'inje
tivité de la se
onde �è
he verti
alepour presque toute pla
e v, et don
 le lemme.Poursuivons la preuve du théorème 5.14. Pour toute pla
e v, la suite suivante

0→ H0(k̂v, C)/n→ H0(k̂v, C ⊗
L Z/n)→ nH

1(k̂v, C)→ 0est exa
te. De même, pour toute pla
e v /∈ Σ, la suite
0→ H0(Ôv,C )/n→ H0(Ôv,C ⊗

L Z/n)→ nH
1(Ôv,C )→ 0est exa
te. Considérons alors le 
omplexe suivant :

P0(k, C)/n→ P0(k, C ⊗L Z/n)→ nP
1(k, C)L'exa
titude des deux suites pré
édentes assure la surje
tivité de la se
onde �è
he. La premièrepartie du lemme 5.15 assure que la première �è
he est inje
tive, et en�n la se
onde partie du lemme5.15 assure l'exa
titude du 
omplexe pré
édent en P0(k, C ⊗L Z/n). Par 
onséquent, on disposed'un diagramme 
ommutatif à lignes exa
tes :

0 // H0(k, C)/n

��

// H0(k, C ⊗L Z/n) //

��

nH
1(k, C)

��

// 0

0 // P0(k, C)/n // P0(k, C ⊗L Z/n) //
nP

1(k, C) // 0

(3)On passe alors à la limite proje
tive sur n : on obtient
0 // H0(k, C)∧

θ0

��

// lim
←−n

H0(k, C ⊗L Z/n) //

θ

��

Q1

β

��

// 0

0 // P0(k, C)∧ // lim
←−n

P0(k, C ⊗L Z/n) // Q2
// 0

(4)



5 DUALITÉ GLOBALE : COHOMOLOGIE GALOISIENNE 28Or Q1 est un sous-groupe du module de Tate T (H1(k, C)), et don
 Ker β est 
ontenu dans
T (X1(C)). Or X

1(C) est �ni (voir théorème 5.7), don
 β est inje
tive. Don
 X
0
∧(C) = Ker θ0est isomorphe à Ker θ.Proposition 5.16. Supposons que Ker(ρ) est �ni. Alors il existe une dualité parfaiteKer θ ×X

1

(
lim
−→
n

Ĉ ⊗L Z/n

)
→ Q/ZDémonstration : On fait l'hypothèse que Ker(ρ) est �ni. On �xe un nombre premier l, et U unouvert sur lequel C s'étend, et de sorte que l soit inversible sur U .Lemme 5.17. On a une dualité parfaite fon
torielle en C : lim
←−n

D0(U,C⊗LZ/ln)×D1(U, lim
−→n

Ĉ⊗L

Z/ln)→ Q/Z.Démonstration : En e�et, on dispose du diagramme suivant à lignes exa
tes :
0 // lim

←−n
D0(U,C ⊗L Z/ln) //

��

lim
←−n

H0(U,C ⊗L Z/ln) //

≃

��

lim
←−n

(⊕
v∈Σ H0(kv,C ⊗

L Z/ln)
)

≃

��

0 // D1(U, lim
−→n

Ĉ ⊗L Z/ln)D // (lim
−→n

H1
c(U, Ĉ ⊗

L Z/ln))D // (lim
−→n

⊕
v∈Σ H0(kv, Ĉ ⊗

L Z/ln))Dl'isomorphisme de la 
olonne 
entrale provient de la dualité globale en 
ohomologie étale (proposi-tion 4.2). Con
ernant la troisième �è
he verti
ale, on va montrer que 
'est un isomorphisme. Pour
ela, on 
onsidère une pla
e v de Σ, et on s'intéresse au diagramme suivant, à lignes exa
tes
H0(kv, TZ/n(C)) //

��

H2(kv, nKer ρ) //

��

H0(kv, C ⊗
L Z/n) //

��

H1(kv, TZ/n(C)) //

��

H3(kv, nKer ρ)
��

H2(kv, TZ/n(Ĉ))D // H0(kv, n̂Ker ρ)D // H0(kv, Ĉ ⊗
L Z/n)D // H1(kv, TZ/n(Ĉ))D // H−1(kv, n̂Ker ρ)Alors par le théorème de dualité lo
ale pour un module �ni sur un 
orps hensélien (théorèmeI.2.14.(
) et théorème I.2.13.(a) de [Mil06℄), les deux premières �è
hes verti
ales et les deux der-nières sont des isomorphismes, don
 la �è
he 
entrale également. Par 
onséquent, en revenant aupremier diagramme, on a bien la dualité annon
ée.Lemme 5.18. Le morphisme 
anonique lim

←−n
H0(U,C ⊗L Z/ln) → lim

←−n
H0(k, C ⊗L Z/ln) estinje
tif.Démonstration : La �nitude de Ker(ρ) assure que lim

←−n
H2(U, lnKer(ρ)) = 0. Par 
onséquent, undévissage assure que les lignes du diagramme suivant sont exa
tes (les groupes étant �nis, on peutpasser à la limite proje
tive) :

0 // lim
←−n

H0(U,C ⊗L Z/ln) //

��

lim
←−n

H1(U, TZ/ln(C ))

��
lim
←−n

H0(k, C ⊗L Z/ln) // lim
←−n

H1(k, TZ/ln(C))Or la dernière �è
he verti
ale est inje
tive (voir [Mil06℄, II.2.9), don
 
e diagramme assure le ré-sultat.



5 DUALITÉ GLOBALE : COHOMOLOGIE GALOISIENNE 29Lemme 5.19. Pour toute pla
e v de k hors de Σ, lim
−→n

H1(Ov, Ĉ ⊗
L Z/ln) = 0.Démonstration : On é
rit la suite exa
te de 
ohomologie sur Ov :

H2(Ov, TZ/ln(Ĉ))→ H1(Ov, Ĉ ⊗ Z/ln)→ H1(Ov, ̂
lnKer(ρ))→ H3(Ov, TZ/ln(Ĉ))Or par dimension 
ohomologique, les groupes Hi(Ov, TZ/ln(Ĉ)) sont nuls pour i ≥ 2, d'où unisomorphisme

H1(Ov, Ĉ ⊗ Z/ln) ∼= H1(Ov, ̂
lnKer(ρ))On prend la limite indu
tive, et on remarque que la �nitude de Ker(ρ) implique la nullité de

lim
−→n

̂
lnKer(ρ), d'où lim

−→n
H1(Ov, Ĉ ⊗ Z/ln) = 0.L'obje
tif est désormais de passer à la limite sur V dans le lemme 5.17 pour en déduire laproposition 5.16. Avant de passer à la limite, dé�nissons les morphismes de transition : si V → Uest une immersion ouverte, la fon
torialité 
ovariante de la 
ohomologie à support 
ompa
t induitun morphisme 
anonique lim
←−n

D0(V,C ⊗L Z/ln) → lim
←−n

D0(U,C ⊗L Z/ln). En 
e qui 
on
erne
Ĉ , on 
onsidère le morphisme naturel lim

−→n
H1(U, Ĉ ⊗L Z/ln)→ lim

−→n
H1(V, Ĉ ⊗L Z/ln), et grâ
eau lemme 5.19, le sous-groupe D1(U, lim

−→n
Ĉ ⊗L Z/ln) de lim

−→n
H1(U, Ĉ ⊗L Z/ln) s'envoie dans

D1(V, lim
−→n

Ĉ ⊗L Z/ln), d'où un morphisme 
anonique D1(U, lim
−→n

Ĉ ⊗L Z/ln)→ D1(V, lim
−→n

Ĉ ⊗L

Z/ln).Lemme 5.20. On a des isomorphismes 
anoniques1. lim
←−V

lim
←−n

D0(V,C⊗LZ/ln) ∼= lim
←−n

X
0(k, C⊗LZ/ln), où les �è
hes de transition proviennentde la fon
torialité 
ovariante de la 
ohomologie à support 
ompa
t.2. lim

−→V
D1(V, lim

−→n
Ĉ ⊗L Z/ln) ∼= X

1(k, lim
−→n

Ĉ ⊗L Z/ln), où les �è
hes de transitions sontdonnées par le lemme 5.19.(V dé
rit les ouverts non vides de U).Démonstration :1. Le lemme 5.18 assure que l'on a⋂V lim
←−n

D0(V,C⊗Z/ln) = lim
←−n

X
0(k, C⊗LZ/ln). On utilisealors la fon
torialité 
ovariante de la 
ohomologie à support 
ompa
t pour voir l'interse
tion
omme une limite proje
tive : si V ′ ⊂ V , on a une in
lusion 
anonique (dans lim

←−n
H0(k, C⊗L

Z/ln)) lim
←−n

D0(V ′,C ⊗ Z/ln) ⊂ lim
←−n

D0(V,C ⊗ Z/ln).2. Le lemme 5.19 implique que, si V ′ ⊂ V , le morphisme naturel lim
−→n

H1(V, Ĉ ⊗L Z/ln) →

lim
−→n

H1(V ′, Ĉ ⊗L Z/ln) envoie D1(V, lim
−→n

Ĉ ⊗L Z/ln) dans D1(V ′, lim
−→n

Ĉ ⊗L Z/ln). En
onsidérant les images
D

1(V, lim
−→
n

Ĉ ⊗L Z/ln) := Im(D1(V, lim
−→
n

Ĉ ⊗L Z/ln)→ lim
−→
n

H1(k, Ĉ ⊗L Z/ln)

)dont la réunion sur tous les ouverts V donne exa
tement X
1(k, lim
−→n

Ĉ ⊗L Z/ln), on déduitde 
ette propriété un morphisme surje
tif
lim
−→
V

D1(V, lim
−→
n

Ĉ ⊗L Z/ln)→X
1(k, lim
−→
n

Ĉ ⊗L Z/ln)Ce dernier morphisme est inje
tif par les prin
ipes généraux de 
ohomologie étale : en e�et,le morphisme lim
−→V

H1(V, lim
−→n

Ĉ ⊗LZ/ln)→ H1(k, lim
−→n

Ĉ⊗LZ/ln) est un isomorphisme pardévissage à partir du théorème VII.6.7 de [AGV73℄.



5 DUALITÉ GLOBALE : COHOMOLOGIE GALOISIENNE 30On 
on
lut la preuve de la proposition 5.16 de la façon suivante : le lemme 5.17 fournit une dua-lité parfaite entre le groupe pro�ni lim
←−n

D0(V,C⊗Z/ln) et le groupe dis
ret D1(V, lim
−→n

Ĉ⊗LZ/ln).En�n, en passant à la limite sur les ouverts V , et en utilisant le lemme 5.20, on en déduit une dualitéparfaite entre le groupe pro�ni lim
←−n

X
0(k, C⊗L Z/ln) et le groupe dis
ret X

1(k, lim
−→n

Ĉ⊗L Z/ln).Ce
i étant valable pour tout nombre premier l, on en déduit la proposition 5.16, à savoir une dualitéparfaite entre le groupe 
ompa
t Ker(θ) et le groupe dis
ret X
1(k, lim
−→n

Ĉ ⊗L Z/n).Pour �nir la démonstration du théorème 5.14, on va identi�er le groupe X
1(lim
−→n

Ĉ ⊗L Z/n)ave
 le groupe X
2(Ĉ). Pour 
e faire, on 
onsidère les suites exa
tes :
0→ H1(k, Ĉ)⊗ Z/n→ H1(k, Ĉ ⊗L Z/n)→n H2(k, Ĉ)→ 0et pour 
haque pla
e v :

0→ H1(k̂v, Ĉ)⊗ Z/n→ H1(k̂v, Ĉ ⊗
L Z/n)→n H2(k̂v, Ĉ)→ 0On passe à la limite indu
tive sur n, et on obtient, puisque les groupes H1(k, Ĉ), H2(k, Ĉ),

H1(kv, Ĉ) et H2(kv, Ĉ) sont de torsion, des isomorphismes :
H1(k, lim

−→
n

Ĉ ⊗L Z/n) ∼= H2(k, Ĉ)et en prenant le produit sur toutes les pla
es v :
∏

v

H1(k̂v, lim−→
n

Ĉ ⊗L Z/n) ∼=
∏

v

H2(k̂v, Ĉ)On déduit immédiatement de 
es deux isomorphismes l'identi�
ation annon
ée, à savoir
X

1(lim
−→
n

Ĉ ⊗L Z/n) ∼= X
2(Ĉ)
e qui 
on
lut la preuve du théorème 5.14.On 
on
lut 
ette se
tion par un lemme, qui nous sera utile dans la se
tion 6.Lemme 5.21. Le groupe X

0
∧(C) est 
anoniquement isomorphe au groupe Ker (H0(k, C)∧ → P0(C)∧

).Démonstration : Voir proposition 5.4 de [HS05℄. On sait en e�et que nH0(kv, C) ⊂ H0(kv, C)est un sous-groupe ouvert d'indi
e �ni (
as des tores et �nitude de H1(kv, T1)). Cela assure quele morphisme 
anonique P0(C)∧ → P0(C)∧ est inje
tif. On montre ensuite la surje
tivité dumorphisme Ker θ0 → Ker β0 dans le diagramme suivant :
H0(k, C)∧

θ0 //

��

P0(C)∧

��
H0(k, C)∧

β0 // P0(C)∧
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ela, on raisonne 
omme dans la proposition 5.4 de [HS05℄, en tenant 
ompte des 
orrigendaà propos de la page 120 de [HS05℄ : on va montrer que le morphisme θ0 : H0(k, C)∧ → P0(k, C)∧est stri
t. Soit n ≥ 1, 
onsidérons le diagramme suivant :
H2(k, n(Ker ρ)) //

��

H0(k, C ⊗L Z/n) //

f

��

H1(k, TZ/n(C))

h

��
P 2(k, n(Ker ρ)) g //

��

P0(k, C ⊗L Z/n) //

��

P 1(k, TZ/n(C))

��

H0(k, ̂
n(Ker ρ))D // H0(k, Ĉ ⊗L Z/n)D // H1(k, TZ/n(Ĉ))Ddont les lignes, ainsi que les deux 
olonnes extrêmes, sont exa
tes (pour les 
olonnes, 
'est la suitede Poitou-Tate pour les modules �nis). Montrons que Im f est un sous-groupe dis
ret de P0(k, C) :on a une suite exa
te de groupes topologiques

0→ Im f ∩ Im g → Im f → Im h (5)où tous les groupes sont munis de la topologie induite par les topologies adéliques sur P0(k, C ⊗L

Z/n) et P 1(k, TZ/n(C)). Le groupe H1(k, TZ/n(C)) est dis
ret, et h est d'image fermée par Poitou-Tate, don
 h est d'image lo
alement 
ompa
te, et don
 h est stri
te par [HR79℄, 5.29. Don
 legroupe Im h est dis
ret. De même, le groupe P 2(k, n(Ker ρ)) est dis
ret, g est d'image ferméedon
 lo
alement 
ompa
te par Poitou-Tate, et on en déduit que Im g est également dis
ret, tou-jours grâ
e à [HR79℄, 5.29. Par 
onséquent, dans la suite exa
te (5), le groupe Im f admet legroupe dis
ret Im f ∩ Im g 
omme sous-groupe ouvert (
'est l'image ré
iproque de l'ouvert {0}du groupe dis
ret Im h par le morphisme Im f → Im h), don
 le groupe Im f est lui-mêmedis
ret. On 
onsidère alors le diagramme (3) : on vient de montrer que l'image du morphisme
f : H0(k, C ⊗L Z/n) → P0(k, C ⊗L Z/n) est dis
rète. Le diagramme (3), ainsi que [HR79℄, 5.29,assurent que les morphismes H0(k, C)/n → H0(k, C ⊗L Z/n) et P0(k, C)/n → P0(k, C ⊗L Z/n)sont stri
ts. Don
 l'image de pn : H0(k, C)/n → P0(k, C)/n s'identi�e (topologiquement) à unsous-groupe de l'image de H0(k, C⊗LZ/n)→ P0(k, C⊗LZ/n), laquelle est dis
rète. Don
 l'imagede pn est dis
rète, don
 fermée, don
 lo
alement 
ompa
te, don
 le morphisme pn est stri
t (par[HR79℄, 5.29). En�n, Ker pn est �ni et H0(k, C)/n est dis
ret, don
 la limite proje
tive des mor-phismes stri
ts pn est un morphisme stri
t θ0 : H0(k, C)∧ → P0(k, C)∧ (voir [HS05℄, 
orrigenda).Ce fait, joint à l'inje
tivité de P0(k, C)∧ → P0(k, C)∧, assure que Ker θ0 → Ker β0 est un isomor-phisme.5.4.2 Cas où ρ est surje
tiveDans 
ette se
tion, on montre une dualité parfaite entre les groupes �nis X

0(C) et X
2(Ĉ)sous l'hypothèse que le morphisme ρ est surje
tif.Remarque 5.22. Si l'on suppose que ρ est surje
tif, 
ela implique que le 
omplexe C est quasiisomorphe à (Kerρ)[1], et don
 on va i
i retrouver un résultat de dualité globale pour un groupede type multipli
atif (voir par exemple [NSW08℄, théorème 8.6.7).Théorème 5.23. Supposons que ρ est surje
tive. Alors il existe une dualité parfaite de groupes�nis, fon
torielle en M :

X
0(C) ×X

2(Ĉ)→ Q/Z



6 DEUX SUITES DE POITOU-TATE 32Démonstration : Fixons un nombre premier l et un ouvert U := Spe
(Ok,S) de Spe
(Ok) sur lequel
C s'étend en un 
omplexe surje
tif de U -tores C , de sorte que l soit inversible sur U . On remarquealors les faits suivants :� Le morphisme H0(U,C ){l} → H0(k, C){l} est inje
tif si U est su�samment petit. En e�et,on 
onsidère un triangle exa
t de la forme

T → C [−1]→ F → T [1]où T est un U -tore (la 
omposante 
onnexe de Ker ρ) et F un U -s
héma en groupesde type multipli
atif �ni. On 
on
lut en remarquant que H0(U,F ){l} → H0(k, F ){l} estun isomorphisme (puisque F est lo
alement 
onstant) et H1(U,F ){l} → H1(k, F ){l} et
H1(U,T ){l} → H1(k, T ){l} sont inje
tifs (voir la proposition 2.9 de [Mil06℄ pour le premier,et la proposition 4.1 et les 
orrigenda de [HS05℄, ainsi que la preuve de la proposition 5.3pour le se
ond).� De même, H2(U, Ĉ ){l} → H2(k, Ĉ){l} est inje
tif.� Pour tout ouvert V de U , les groupes D0(V,C ){l} et D2(V, Ĉ ){l} sont �nis. En e�et, enutilisant à nouveau le dévissage pré
édent, on sait que H1(V,F ){l} est �ni, que D1(V,T ){l}est �ni, et que H0(kv, F ) est �ni pour toute pla
e v, don
 le lemme du serpent assure la�nitude de D0(V,C ){l}. Pour le groupe D2(V, Ĉ ){l}, on utilise le même dévissage.� Comme dans la preuve du lemme 4.7 de [HS05℄, on déduit des points pré
édents qu'il existeun ouvert U0 dans U tel que D0(V,C ){l} = X

0(k, C){l} et D2(V, Ĉ ){l} = X
2(k, Ĉ){l}pour tout V dans U0.� On 
onlut la preuve du théorème 5.23 grâ
e au 
orollaire 4.6, en remarquant que H0(kv, C)→

H0(kv, C)∧ est un isomorphisme 
ar H0(kv, C) est �ni sous l'hypothèse de surje
tivité de ρ.6 Deux suites de Poitou-Tate6.1 Cas où Ker ρ est �ni6.1.1 La suite exa
te de Poitou-TateThéorème 6.1. Soit C = [T1
ρ
−→ T2] un 
omplexe de tores dé�ni sur k, ave
 Ker(ρ) �ni. On aalors une suite exa
te fon
torielle en C :

0 // H−1(k, C) // P−1(k, C) // H2(k, Ĉ)D

��
H1(k, Ĉ)D

��

P0(k, C)∧oo H0(k, C)∧oo

H1(k, C) // P1(k, C) // H0(k, Ĉ)D

��
0 H−1(k, Ĉ)Doo P2(k, C)oo H2(k, C)oo



6 DEUX SUITES DE POITOU-TATE 33On dispose également, sous les mêmes hypothèses, de la suite exa
te duale :
0 // H−1(k, Ĉ)∧ // P−1(k, Ĉ)∧ // H2(k, C)D

��
H1(k, C)D

��

P0(k, Ĉ)oo H0(k, Ĉ)oo

H1(k, Ĉ) // P1(k, Ĉ)tors //
(
H0(k, C)D

)tors
��

0 H−1(k, C)Doo P2(k, Ĉ)oo H2(k, Ĉ)ooDémonstration :� Montrons l'exa
titude de la deuxième ligne.Pour 
ela, on 
ommen
e par le lemme suivant :Lemme 6.2. On suppose Ker ρ �ni. Alors la suite
lim
←−
n

H0(k, C ⊗L Z/n)→ lim
←−
n

P0(k, C ⊗L Z/n)→ H0(k, lim
−→
n

Ĉ ⊗ Z/n)Dest exa
te.Démonstration : Considérons le diagramme à lignes exa
tes suivant :
H0(k, TZ/n(C)) //

��

H2(k, n(Ker ρ)) //

��

H0(k, C ⊗L Z/n) //

��

H1(k, TZ/n(C)) //

��

H3(k, n(Ker ρ))
≃

��
P 0(k, TZ/n(C)) //

��

P 2(k, n(Ker ρ)) //

��

P0(k, C ⊗L Z/n) //

��

P 1(k, TZ/n(C)) //

��

P 3(k, n(Ker ρ))
H2(k, TZ/n(Ĉ)D // H0(k, ̂

n(Ker ρ))D // H0(k, Ĉ ⊗L Z/n)D // H1(k, TZ/n(Ĉ))D // 0Les groupes de la 
olonne de gau
he étant �nis ou 
ompa
ts, et l'image du morphisme
P 0(k, TZ/n(C)) → P 2(k, n(Ker ρ)) étant �nie (
ar 
ompa
te et dis
rète), le théorème 7.3de [Jen72℄ assure que l'on a un diagramme à lignes exa
tes (où lim

←−
(1) désigne le fon
teurdérivé du fon
teur lim

←−
) :

lim
←−n

H2(k, n(Ker ρ)) //

��

lim
←−n

H0(k, C ⊗L Z/n) //

��

lim
←−n

Qn1

��

// lim
←−

(1)

n
Pn1

��
lim
←−n

P 2(k, n(Ker ρ)) //

��

lim
←−n

P0(k, C ⊗L Z/n) //

��

lim
←−n

Qn2

��

// lim
←−

(1)

n
Pn2

lim
←−n

H0(k, ̂
n(Ker ρ))D // lim

←−n
H0(k, Ĉ ⊗L Z/n)D // lim

←−n
H1(k, TZ/n(Ĉ))D // 0

(6)



6 DEUX SUITES DE POITOU-TATE 34où les groupes Pn1 , Pn2 , Qn1 et Qn2 sont dé�nis par les suites exa
tes de groupes topologiquessuivantes :
H0(k, TZ/n(C))→ H2(k, n(Ker ρ))→ Pn1 → 0 (7)
0→ Pn1 → H0(k, C ⊗L Z/n)→ H1(k, TZ/n(C))

P 0(k, TZ/n(C))→ P 2(k, n(Ker ρ))→ Pn2 → 0 (8)
0→ Pn2 → P0(k, C ⊗L Z/n)→ P 1(k, TZ/n(C))

H2(k, n(Ker ρ))→ H0(k, C ⊗L Z/n)→ Qn1 → 0

0→ Qn1 → H1(k, TZ/n(C))→ H3(k, n(Ker ρ))
P 2(k, n(Ker ρ))→ P0(k, C ⊗L Z/n)→ Qn2 → 0

0→ Qn2 → P 1(k, TZ/n(C))→ P 3(k, n(Ker ρ))Or 
es groupes s'intègrent dans le diagramme à lignes exa
tes suivant :
0 // lim

←−n
Qn1 //

��

lim
←−n

H1(k, TZ/n(C)) //

��

lim
←−n

Rn1

��
0 // lim

←−n
Qn2 // lim

←−n
P 1(k, TZ/n(C)) //

��

lim
←−n

Rn2

lim
←−n

H1(k, TZ/n(Ĉ))D

(9)
où Rn1 et Rn2 sont les noyaux respe
tifs des morphismesH3(k, n(Ker ρ))→ H1(k, C⊗LZ/n) et
P 3(k, n(Ker ρ)) → P1(k, C ⊗L Z/n). Les groupes H3(k, n(Ker ρ)) et P 3(k, n(Ker ρ)) étantisomorphes par Poitou-Tate, l'exa
titude à gau
he du fon
teur lim

←−n
assure que la �è
he

lim
←−n

Rn1 → lim
←−n

Rn2 est inje
tive.Montrons alors le lemme : soit α ∈ lim
←−n

P0(k, C⊗LZ/n) d'image nulle dans lim
←−n

H0(k, Ĉ⊗L

Z/n)D. On veut montrer qu'un tel élément se relève dans lim
←−n

H0(k, C ⊗L Z/n). Pour 
ela,on pousse α dans lim
←−n

P 1(k, TZ/n(C)). Par fon
torialité, l'élément β ∈ lim
←−n

P 1(k, TZ/n(C))ainsi obtenu s'envoie sur 0 dans lim
←−n

H1(k, TZ/n(Ĉ))D.Par Poitou-Tate, la deuxième 
olonne du diagramme (9) est exa
te (on utilise i
i la �ni-tude de X
1(k, TZ/n(C)) pour passer à la limite proje
tive dans la suite exa
te de Poitou-Tate), et don
 β se relève en un élément γ ∈ lim

←−n
H1(k, TZ/n(C)). Or β provient de lim

←−n
Qn2(
'est l'image de α), don
 l'image de β dans lim

←−n
Rn2 est nulle, et par inje
tivité de la �è
he

lim
←−n

Rn1 → lim
←−n

Rn2 , l'image de γ dans lim
←−n

Rn1 est nulle. Don
 par exa
titude de la premièreligne du diagramme (9), γ provient de lim
←−n

Qn1 .Revenons alors au diagramme initial (6) : on est dans la 
on�guration suivante : α ∈
lim
←−n

P0(k, C ⊗L Z/n), son image γ ∈ lim
←−n

Qn2 provient d'un élément γ′ ∈ lim
←−n

Qn1 . Mon-trons désormais que γ′ se relève dans lim
←−n

H0(k, C ⊗L Z/n) : il su�t pour 
ela de montrerque le morphisme lim
←−

(1)

n
Pn1 → lim

←−
(1)

n
Pn2 est inje
tif.



6 DEUX SUITES DE POITOU-TATE 35Or TZ/n(C) est �ni, don
 lim
←−

(1)

n
H0(k, TZ/n(C)) = 0, et don
 par la suite exa
te (7), on saitque
(1)

lim
←−
n

H2(k, n(Ker ρ)) ∼= (1)

lim
←−
n

Pn1 (10)De même, le groupe P 0(k, TZ/n(C)) est 
ompa
t, don
 lim
←−

(1)

n
P 0(k, TZ/n(C)) = 0 et don


(1)

lim
←−
n

P 2(k, n(Ker ρ)) ∼= (1)

lim
←−
n

Pn2 (11)grâ
e à la suite exa
te (8). Si In désigne l'image de H2(k, n(Ker ρ)) dans P 2(k, n(Ker ρ)),puisque X
2(k, n(Ker ρ)) est �ni, on a un isomorphisme

(1)

lim
←−
n

H2(k, n(Ker ρ)) ∼= (1)

lim
←−
n

In (12)Or par Poitou-Tate, le 
onoyau de H2(k, n(Ker ρ)) → P 2(k, n(Ker ρ)) est exa
tement legroupe �ni H0(k, ̂
n(Ker ρ))D, don
 on a une suite exa
te

0→ In → P 2(k, n(Ker ρ))→ H0(k, ̂
n(Ker ρ))D → 0qui après passage à la limite proje
tive donne la suite exa
te : lim

←−n
H0(k, ̂

n(Ker ρ))D →
lim
←−

(1)

n
In → lim

←−
(1)

n
P 2(k, n(Ker ρ))→ 0Or par hypothèse Ker(ρ) est �ni, don
 lim

←−n
H0(k, ̂

n(Ker ρ))D = 0, don
 
ela prouve que lemorphisme
(1)

lim
←−
n

In →
(1)

lim
←−
n

P 2(k, n(Ker ρ)) (13)est un isomorphisme.Ainsi, en 
ombinant les isomorphismes (10), (11), (12) et (13), on a bien montré que lemorphisme lim
←−

(1)

n
Pn1 → lim

←−
(1)

n
Pn2 était un isomorphisme.On a don
 désormais un élément τ ∈ lim

←−n
H0(k, C ⊗L Z/n) relevant γ′ ∈ lim

←−n
Qn1 . Notons

τ ′ l'image de τ dans lim
←−n

P0(k, C ⊗L Z/n). Par 
ommutativité et exa
titude du diagramme(6), α et τ ′ dans lim
←−n

P0(k, C ⊗L Z/n) ont même image dans lim
←−n

Qn2 . Don
 la di�éren
e serelève dans lim
←−n

P 2(k, n(Ker ρ)). Mais l'hypothèse de �nitude sur Ker ρ assure que le groupe
lim
←−n

P 2(k, n(Ker ρ)) est trivial, don
 τ ′ = α, 
e qui 
on
lut la preuve du lemme 6.2.On 
onsidère alors à nouveau le diagramme (4), 
ommutatif, dont les deux premières lignessont exa
tes :
0 // H0(k, C)∧

θ0

��

// lim
←−n

H0(k, C ⊗L Z/n) //

θ

��

Q1

β

��

// 0

0 // P0(k, C)∧ //

γ′

0

��

lim
←−n

P0(k, C ⊗L Z/n) //

��

Q2
// 0

H1(k, Ĉ)D // H0(k, lim
−→n

Ĉ ⊗ Z/n)D



6 DEUX SUITES DE POITOU-TATE 36On sait que la 
olonne 
entrale est exa
te par le lemme 6.2. Or la 
olonne de gau
he est un
omplexe par la loi de ré
ipro
ité globale du 
orps de 
lasses. De plus, le morphisme β estinje
tif, don
 une 
hasse au diagramme assure que la 
olonne de gau
he est exa
te, à savoirla suite
H0(k, C)∧ → P0(k, C)∧ → H1(k, Ĉ)Dest exa
te. On prend la 
omplétion pro�nie de 
ette suite, on obtient le 
omplexe
H0(k, C)∧ → P0(k, C)∧ → H1(k, Ĉ)DCelui-
i est exa
t par les 
onsidérations topologiques suivantes (voir par exemple [HS05℄,preuve du théorème 5.6) : en reprenant la preuve du lemme 6.2, et en utilisant le fait queCoker(lim
←−
n

H1(k, TZ/n(C))→ lim
←−
n

P 1(k, TZ/n(C))

)est pro�ni (suite de Poitou-Tate pour les modules �nis), on montre fa
ilement queCoker (H0(k, C)∧ → P0(k, C)∧
)est pro�ni, don
 I := Im(P0(k, C)∧

γ′

0−→ H1(k, Ĉ)D
) est un sous-groupe fermé pro�ni de

H1(k, Ĉ)D. Or en 
omplétant la suite exa
te
H0(k, C)∧ → P0(k, C)∧

γ′

0−→ I → 0on obtient une suite exa
te
H0(k, C)∧ → P0(k, C)∧

γ′

0−→ I∧ → 0et I étant pro�ni, on a I∧ = I et don
 I∧ → H1(k, Ĉ)D est inje
tive, 
e qui assure l'exa
titudede la deuxième ligne du diagramme du théorème 6.1, à savoir
H0(k, C)∧ → P0(k, C)∧ → H1(k, Ĉ)D� Pour la troisième ligne, le raisonnement est plus dire
t : on 
onsidère 
ette fois le diagramme
ommutatif suivant :

H3(k, n(Ker ρ)) //

≃

��

H1(k, C ⊗L Z/n) //

��

H2(k, TZ/n(C)) //

��

H4(k, n(Ker ρ))
≃

��
P 3(k, n(Ker ρ)) // P1(k, C ⊗L Z/n) //

��

P 2(k, TZ/n(C)) //

��

P 4(k, n(Ker ρ))
H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n)D

≃ // H0(k, TZ/n(Ĉ))D

(14)
On sait que la troisième 
olonne est exa
te, et que les deux �è
hes verti
ales extrêmes sontdes isomorphismes. Une 
hasse au diagramme assure que la deuxième 
olonne est exa
te. Enoutre, les �nitudes de H3(k, n(Ker ρ)) et X

2(k, TZ/n(C)) assurent 
elle de X
1(k, C⊗LZ/n),



6 DEUX SUITES DE POITOU-TATE 37don
 on peut prendre la limite proje
tive de la deuxième 
olonne pour obtenir la suite exa
tesuivante (puisque lim
←−

(1)

n
X

1(k, C ⊗L Z/n) = 0) :
lim
←−
n

H1(k, C ⊗L Z/n)→ lim
←−
n

P1(k, C ⊗L Z/n)→ lim
←−
n

H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n)DOr on dispose pour tout n de la suite exa
te naturelle,
0→ H1(k, C)/n→ H1(k, C ⊗L Z/n)→ nH

2(k, C)→ 0D'où un diagramme 
ommutatif à lignes exa
tes
0 // H1(k, C)∧ //

��

lim
←−n

H1(k, C ⊗L Z/n) //

��

Q1

β′

��

// 0

0 // P1(k, C)∧ //

��

lim
←−n

P1(k, C ⊗L Z/n) //

��

Q2

��

// 0

0 // (H0(k, Ĉ)D)∧
// lim
←−n

H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n)D // Q3
// 0Or on a vu que la deuxième 
olonne était exa
te, et Ker(β′) est 
ontenu dans lim
←−nn

X
2(C),or X

2(C) est un groupe �ni (voir théorème 5.12), don
 son module de Tate est nul, don
 β′est inje
tive, don
 une 
hasse au diagramme assure que la première 
olonne est exa
te. Resteà montrer que l'on peut "enlever" les 
omplétions dans 
ette suite. Pour 
ela, on utilise la�nitude de Ker(ρ) pour montrer que les groupes H1(k, C) et P1(k, C) sont de N -torsion pourun N su�samment grand. En e�et, on peut dévisser C dans une suite exa
te de 
omplexesde la forme
0 // Ker(ρ) //

ρ

��

T1
//

��

T ′
1

��

// 0

0 // 0 // T2
= // T2

// 0où T ′
1 est le k-sous-tore de T2 image de T1 par ρ. Notons alors S := T2/T

′
1 le tore quotient.Le diagramme pré
édent induit alors une suite exa
te en hyper
ohomologie :

H2(k,Ker(ρ))→ H1(k, C)→ H1(k, S)Or, par Hilbert 90 et par restri
tion-
orestri
tion, le groupe H1(k, S) est de r-torsion, où
r := [L : k] est le degré d'une extension L/k déployant le tore S, et le groupe H2(k,Ker(ρ))est de r′-torsion, où r′ est le 
ardinal du groupe �ni Ker(ρ)(k). Don
 H1(k, C) est de N = rr′-torsion. Cela assure que H1(k, C) ∼= H1(k, C)∧. De même, P1(k, C) ∼= P1(k, C)∧. Ave
 
esidenti�
ations, l'exa
titude de la suite H1(k, C)∧ → P1(k, C)∧ → (H0(k, Ĉ)D)∧ impliqueimmédiatement 
elle de la suite

H1(k, C)→ P1(k, C)→ H0(k, Ĉ)D
'est-à-dire l'exa
titude de la ligne 3 dans le théorème 6.1.



6 DEUX SUITES DE POITOU-TATE 38� Montrons l'exa
titude de la dernière ligne : on s'intéresse au diagramme 
ommutatif suivantdont les 
olonnes sont exa
tes :
0

��

0

��

0

��

H1(k, C)/n //

��

P1(k, C)/n //

��

(
nH

0(k, Ĉ)
)D

��
H1(k, C ⊗L Z/n) //

��

P1(k, C ⊗L Z/n) //

��

H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n)D

��

nH
2(k, C) //

��

nP
2(k, C) //

��

(
H−1(k, Ĉ)/n

)D

��
0 0 0

(15)

Or on a montré dans la preuve du point pré
édent l'exa
titude de la deuxième ligne :
H1(k, C ⊗L Z/n)→ P1(k, C ⊗L Z/n)→ H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n)DOn passe à la limite indu
tive sur n dans le diagramme (15). Puisque H0(k, Ĉ)tors est �ni,le module de Tate T (H0(k, Ĉ)) est nul, et don
 on obtient le diagramme suivant dont lapremière ligne est exa
te (H2(k, C) et P2(k, C) sont de torsion, 
ar H2(Ôv,C ) = 0 pourpresque toute pla
e v de k) :

H1(k, lim
−→n

C ⊗L Z/n) //

��

P1(k, lim
−→n

C ⊗L Z/n) //

��

(
lim
←−n

H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n)
)D

≃

��

// 0

H2(k, C) // P2(k, C) //
(
H−1(k, Ĉ)∧

)D(la surje
tivité de la dernière �è
he de la première ligne provient de la �nitude du 
onoyau de
P1(k, C ⊗L Z/n)→ H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n)D, laquelle est une 
onséquen
e du diagramme (14)).Or les deux premières �è
hes verti
ales sont des isomorphismes également, puisque lim

−→n
H1(k, C)/n =

0 et lim
−→n

P1(k, C)/n = 0 
arH1(k, C) etP1(k, C) sont de torsion (on rappelle queH1(Ôv,C ) =

0 pour presque toute pla
e v). Don
 la suite
H2(k, C)→ P2(k, C)→

(
H−1(k, Ĉ)∧

)D
→ 0est exa
te. En outre, le groupe dis
ret de type �ni H−1(k, Ĉ) a même dual que son 
omplété

H−1(k, Ĉ)∧. D'où l'exa
titude de la dernière ligne du diagramme du théorème.� Pour la première ligne, l'exa
titude de la suite
0→ H−1(k, C)→ P−1(k, C)→ H2(k, Ĉ)Dse déduit immédiatement du début de la suite de Poitou-Tate asso
iée au module �ni Ker(ρ).



6 DEUX SUITES DE POITOU-TATE 39� Montrons en�n l'exa
titude dans les "
oins" du diagramme : 
'est exa
tement la tradu
tiondes dualités globales montrées pré
édemment, à savoir X
0
∧(C) ∼= X

2(Ĉ)D pour le 
oin enhaut à droite (théorème 5.14), X1(C) ∼= X
1(Ĉ)D pour le 
oin au milieu à gau
he (théorème5.7), et en�n X

2(C) ∼= X
0(Ĉ)D pour le 
oin en bas à droite (théorème 5.12).� Considérons maintenant la suite exa
te duale : les raisonnements sont similaires à 
euxdes points pré
édents. Pour la première ligne, il su�t de dualiser la dernière ligne de lapremière suite de Poitou-Tate, ou alors de montrer par dévissage l'exa
titude de la suite

lim
←−n

H−1(k, Ĉ ⊗L Z/n) → lim
←−n

P−1(k, Ĉ ⊗L Z/n) → lim
←−n

H1(k, C ⊗L Z/n)D et d'utiliserla �nitude de X
0(Ĉ) (voir lemme 5.9). Pour la deuxième ligne, on montre par dévissagel'exa
titude de lim
−→n

H−1(k, Ĉ⊗LZ/n)→ lim
−→n

P−1(k, Ĉ⊗LZ/n)→ lim
−→n

H1(k, C⊗LZ/n)D,puis on utilise la �nitude de X
2(C) et le fait que H0(k, Ĉ) et P0(k, Ĉ) soient de torsion(puisque Ker ρ est �ni) pour en déduire l'exa
titude de la deuxième ligne. En 
e qui 
on
ernela troisième ligne, on montre par dévissage l'exa
titude de la suite lim

−→n
H0(k, Ĉ ⊗L Z/n)→

lim
−→n

P0(k, Ĉ ⊗L Z/n) → lim
−→n

H0(k, C ⊗L Z/n)D, et la �nitude de X
1(C) assure l'exa
ti-tude de le troisième ligne du diagramme. Pour la quatrième ligne, on montre l'exa
titude de

lim
←−n

H2(k, Ĉ ⊗L Z/n) → lim
←−n

P2(k, Ĉ ⊗L Z/n) → lim
←−n

H−2(k, C ⊗L Z/n)D et on 
on
lutpar �nitude de H3(k, Ĉ) et par le fait que H2(k, Ĉ) et P2(k, Ĉ) soient de N -torsion pour un
ertain entier N . En�n, pour les 
oins de 
e diagramme, on utilise à nouveau les théorèmes5.7, 5.12 et 5.146.1.2 Lien ave
 une suite de Borovoi et des
ription expli
ite des a

ouplementsDans toute 
ette partie, l'hypothèse de �nitude de Ker(ρ) est essentielle. On dé�nit le 
omplexe
Č :=

[
X∗(T1)

ρ∗
−→ X∗(T2)

], où X∗(Ti) désigne le modules des 
o
ara
tères du tore Ti. SuivantBorovoi (voir [Bor98℄, 
hapitre 4), on 
onsidère la suite exa
te 
ourte de 
omplexes :
0→ Č ⊗ k

∗

→ Č ⊗A
∗
→ Č ⊗C

∗
→ 0 (16)où A désigne Ak ⊗k k et C

∗

:= A
∗

/k
∗. É
rivons la suite exa
te d'hyper
ohomologie asso
iée :

· · · → Hi(k, Č ⊗ k
∗

)→ Hi(k, Č ⊗A
∗
)→ Hi(k, Č ⊗C

∗
)→ Hi+1(k, Č ⊗ k

∗

)→ . . . (17)L'obje
tif de 
ette se
tion est de 
omparer 
ette suite exa
te ave
 la suite de Poitou-Tate duthéorème 6.1, et d'obtenir au passage une des
ription expli
ite (en terme de 
up-produit) desa

ouplements des théorèmes 5.7, 5.12 et 5.14.Borovoi identi�e 
ertains des groupes qui apparaissent dans la suite (17) (voir [Bor98℄, 
hapitre4), de façon fon
torielle en C : Hi(k, Č⊗k
∗

) ∼= Hi(k, C) pour tout i, Hi(k, Č⊗A
∗
) ∼=

⊕
v Hi(k̂v, C)pour i ≥ 1. On identi�e également le groupe H0(k, Č ⊗A

∗
) ∼= P0(k, C), et on remarque que lemorphisme H3(k, C) → P3(k, C) est un isomorphisme. En�n, on dispose des a

ouplements dedualité globale suivants, induits par le 
up-produit :

Hi(k, Č ⊗C
∗
)×H1−i(k, Ĉ)→ Q/Z (18)pour tout i, induisant des isomorphismes H1(k, Č ⊗ C

∗
) ∼= H0(k, Ĉ)D et H2(k, Č ⊗ C

∗
) ∼=

H−1(k, Ĉ)D (voir par exemple [Mil06℄, exemple I.1.11 et 
orollaire I.4.7). On utilise égalementles isomorphismes de dualité suivants, qui s'obtiennent par dévissage à partir du 
as des tores (voir[Mil06℄, 
orollaire I.4.7) :
H0(k, Č ⊗C

∗
)∧ ∼= H1(k, Ĉ)D
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H−1(k, Č ⊗C

∗
)∧ ∼= H2(k, Ĉ)DEn�n, on a besoin d'identi�er les �è
hes de dualité globale, 
'est-à-dire qu'il faut 
omparer lesmorphismes Hi(k, Ĉ)D → H2−i(k, C) induits respe
tivement par les théorèmes 5.7, 5.12 et 5.14,et par les identi�
ations pré
édentes dans la suite exa
te (17). Pour 
ela, on va utiliser la se
tion6 de [HS05℄ : on 
onsidère les trois suites exa
tes suivantes de 
omplexes de Γk-modules :

0→ C(k)→ C(A)→ C(C)→ 0 (19)
0→ Ĉ(k)→ Ĉ(A)→ Ĉ(C)→ 0

0→ k
∗

[1]→ A
∗
[1]→ C

∗
[1]→ 0où par dé�nition C(C) est le 
omplexe [T1(A)/T1(k) → T2(A)/T2(k)] (et de même pour Ĉ(C)).On remarque d'abord que l'on a un isomorphisme naturel de suites exa
tes 
ourtes entre la suite(16) et la suite (19). On dispose d'un a

ouplement naturel

C(A)⊗L Ĉ(A)→ A
∗
[1]induisant l'a

ouplement usuel

C(k)⊗L Ĉ(k)→ k
∗

[1]On en déduit alors 
omme dans la se
tion 6 de [HS05℄ un a

ouplementKer (Hi(k, C(k))→ Hi(k, C(A))
)
×Ker(H2−i(k, Ĉ(k))→ H2−i(k, Ĉ(A))

)
→ H2(k,C

∗
) ∼= Q/Z(20)dé�ni expli
itement par le 
up-produit

Hi−1(k, C(C))×H2−i(k, Ĉ(k))→ H2(k,C
∗
) ∼= Q/ZOr on peut identi�er les deux groupes apparaissant dans l'a

ouplement (20) :Ker (Hi(k, C(k))→ Hi(k, C(A))

)
∼= X

i(k, C) et Ker(H2−i(k, Ĉ(k))→ H2−i(k, Ĉ(A))
)
∼= X

2−i(k, Ĉ).Et la preuve de la proposition 6.1 de [HS05℄ (adaptée au 
ontexte des 
omplexes de tores) assureque les a

ouplements (20) 
oïn
ident ave
 les a

ouplement des théorèmes 5.7, 5.12 et 5.14. Cetteidenti�
ation donne en parti
ulier une des
ription expli
ite des a

ouplements apparaissant dans
es théorèmes, en termes de 
up-produits en 
ohomologie galoisienne. Pour �nir la 
omparaisonave
 la suite exa
te (17), il su�t de 
onstater que le diagramme suivant est 
ommutatif (pour
i = 0, 1, 2) :

Hi−1(k, Č ⊗ C
∗
)

φ //

∂B
��

H2−i(k, Ĉ)D

∂PT
��

Hi(k, Č ⊗ k
∗
)

ψ // Hi(k, C)(en remplaçant Hi(k, C) par son 
omplété pour i = 0), où le morphisme ∂B est le 
obord provenantde la suite exa
te (16), ∂PT provient des théorèmes de dualité globale 5.7, 5.12 et 5.14, φ est induitpar le 
up-produit (18) et ψ est l'identi�
ation naturelle Hi(k, Č ⊗ k
∗

) ∼= Hi(k, C) (
omposéeave
 la 
omplétion si i = 0). Et 
ette 
ommutativité résulte fa
ilement de la 
omparaison établiepré
édemment entre les a

ouplement des théorèmes 5.7, 5.12 et 5.14 et les a

ouplements (20).On peut ainsi résumer les résultats de 
ette se
tion sous la forme suivante : on a un diagramme
ommutatif de suites exa
tes, fon
toriel en C, entre la suite exa
te longue (17) et la suite exa
tede Poitou-Tate du théorème 6.1 :
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H−1(k, Č ⊗ k

∗
)
�

� //

∼=

((P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

H−1(k, Č ⊗A
∗
) //

∼=

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

H−1(k, Č ⊗C
∗
)

��

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

H−1(k, C)
�

� // P−1(k, C) // H2(k, Ĉ)D

��

H0(k, Č ⊗C
∗
)

((P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

��

H0(k, Č ⊗A
∗
)

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

oo H0(k, Č ⊗ k
∗

)

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

oo

H1(k, Ĉ)D

��

P0(k, C)∧oo H0(k, C)∧oo

H1(k, Č ⊗ k
∗

) //

∼=

((P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

H1(k, Č ⊗A
∗
) //

∼=

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

H1(k, Č ⊗ C
∗
)

∼=

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

��

H1(k, C) // P1(k, C) // H0(k, Ĉ)D

��

H2(k, Č ⊗ C
∗
)

∼=

((P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

H2(k, Č ⊗A
∗
)oooo

∼=

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

H2(k, Č ⊗ k
∗
)oo

∼=

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

H−1(k, Ĉ)D P2(k, C)oooo H2(k, C)oooù les �è
hes obliques qui ne sont pas des isomorphismes sont des �è
hes de 
omplétion pro�nie.On peut don
 dire en quelque sorte que la suite de Poitou-Tate du théorème 6.1 est la 
omplétionpro�nie de la suite d'hyper
ohomologie (4.3.1) de [Bor98℄. Le fait de 
onsidérer la suite "
omplétée"fait apparaître des groupes plus fa
ilement identi�ables : par exemple, si C est un 
omplexe de toresasso
ié à un k-groupe rédu
tif (voir [Bor98℄ par exemple), le groupe H0(k, Č ⊗ C) peut semblermystérieux dans 
e 
ontexte, alors que sa 
omplétion pro�nie s'identi�e naturellement au dual dugroupe de Brauer algébrique de G, 
e qui sera très utile dans les appli
ations (voir [Dem09℄).6.2 Cas où ρ est surje
tiveDans 
ette partie, on établit une suite exa
te de Poitou-Tate pour un groupe de type multipli-
atif.Théorème 6.3. Soit M un k-groupe de type multipli
atif. On a alors une suite exa
te fon
torielle
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0 // H0(k,M)∧ // P 0(k,M)∧ // H2(k, M̂)D

��
H1(k, M̂)D

��

P 1(k,M)oo H1(k,M)oo

H2(k,M) // P 2(k,M) // H0(k, M̂)D // 0On dispose également de la suite exa
te duale :
0 // H0(k, M̂)∧ // P 0(k, M̂)∧ // H2(k,M)D

��
H1(k,M)D

��

P 1(k, M̂)oo H1(k, M̂)oo

H2(k, M̂) // P 2(k, M̂)tors //
(
H0(k,M)D

)tors // 0Démonstration : On voit M 
omme le noyau d'un morphisme surje
tif de k-tores, M := Ker(ρ :

T1 → T2), et on note C := [T1
ρ
−→ T2] le 
omplexe de tores asso
ié. On a bien un quasi-isomorphisme

C ∼= M [1]. La preuve est très similaire à 
elle du théorème 6.1, à la di�éren
e que l'on utilise i
i
lim
−→n

TZ/n(C) = 0 alors que dans la preuve du théorème 6.1 on avait utilisé lim
←−n n

Ker ρ = 0.� Pour la première ligne, on montre par dévissage à l'aide du triangle exa
t
nT1 → nT2 → (C ⊗L Z/n)[−1]→ nT1[1]l'exa
titude de la suite suivante

lim
←−
n

H−1(k, C ⊗L Z/n)→ lim
←−
n

P−1(k, C ⊗L Z/n)→ lim
←−
n

H1(k, Ĉ ⊗L Z/n)Pour 
ela, on utilise notamment le fait que lim
←−n

X
1(k, nTi) = Ker (Ti(k)∧ → P 0(k, Ti)∧

)
= 0,ainsi que la �nitude du groupe X

0(C).� Pour la deuxième ligne, on déduit l'exa
titude de la suite lim
−→n

H−1(k, C⊗LZ/n)→ lim
−→n

P−1(k, C⊗L

Z/n) → lim
−→n

H1(k, Ĉ ⊗L Z/n) du fait que lim
−→n

TZ/n(C) = 0, et on 
on
lut par �nitude de
X

2(Ĉ).� Pour la troisième ligne, la suite lim
−→n

H0(k, C⊗LZ/n)→ lim
−→n

P0(k, C⊗LZ/n)→ lim
−→n

H0(k, Ĉ⊗L

Z/n) est exa
te, et on 
on
lut par �nitude de X
1(Ĉ) et par le fait que H1(k, C) et P1(k, C)sont de torsion.� Pour la suite duale, on utilise des arguments similaires.Référen
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